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まえがき
本書は、太陽物理学に興味のある筆者が、これまでに勉強した基礎理論を忘備録としてまとめ

たノートである。一部、大学在籍時の授業ノートも基にしている。
本書の主題である磁気流体力学 (電磁流体力学; Magnetohydrodynamics, MHD)は、電気伝

導性のある流体のダイナミクスを記述する理論である。例えば、融解した金属、地球の外核など
の液体や、核融合炉、太陽などのプラズマ (電離した気体)を考えるときに使われる。宇宙に存
在する普通の物質の殆どはプラズマの状態で存在しているため、MHDは様々な天体の物理を考
える際の基本的な道具のひとつである。本書では、太陽物理学の文献を読む際に必要になるか
もしれない、あるいはならないかもしれない理論を、MHD を軸にした文脈で雑多に説明する。
高校数学 (微分積分、行列の計算、複素数の計算)と高校物理・化学 (力学、電磁場の基本法則、
理想気体の熱力学、波、原子や分子の基本構造)に加え、大学初年度の数学 (広義積分、テイラー
展開、線形空間の考え方)と物理 (力学と簡単な常微分方程式の解き方、電磁気学)等の知識があ
れば、とりあえずのところ読み進められると思われる。
本書全体の流れは次の通りである。

第 1章 高校数学習得者程度の知識量を想定して、本書で使用する数学的事項と流体力学の基
本的な考え方を簡単に説明する。

第 2章 電磁気学に関する事柄を説明しつつ、それを流体に適用できる形に応用する。
第 3章 流体力学の諸法則について説明する。
第 4章 基礎方程式から導かれるMHD流体の性質や考え方について、よく目にすると思われ

るものをピックアップする。
第 5章 高温のプラズマを考える際にMHD方程式系に加えて必要な概念である、放射輸送の

考え方について説明する。
第 6章 プラズマを特徴づける諸パラメータについて説明した後、MHDの適用限界として、希

薄なプラズマを考える場合に使われるプラズマ運動論と呼ばれる考え方について概観し、
運動論からの知見を踏まえたMHDの考察や補正について説明する。

第 7章 相対論について基本から説明した後、3+1 形式による相対論的MHDの定式化を説明
し、非相対論的MHDと比較する。

第 4章以降の各章は互いの関連性が密ではないため、どの章から読んでも全体として読み進め
られる。
磁気流体力学やプラズマ物理は様々な基礎物理学の分野から得られる知見を結集して構成さ

れる。よって、それらを理解するには自ずと各分野の知識が必要になる。各章の最後に付録と
して大学物理の基礎知識をまとめた。具体的には次の通りである。

第 2章の付録 電磁波についての基礎知識
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第 3章の付録 熱力学、統計力学の基礎知識
第 5章の付録 解析力学、量子力学の基礎知識

付録でまとめた知識を使う際には付録を参照している。また、所々にトピックと称した節を設
け、本書で説明した知識の現実の系への応用例を紹介するつもりである。
本書は太陽物理学への応用を念頭に置いている。よって、理想気体として考えられる水素プラ

ズマの話が多い。この分野は、入門的知識を持ち合わせていれば英語の教科書や論文などで知
識を増やしていけるが、そこまで到達するのが、特に大学でこの分野の教育を受けていない方に
とっては敷居が高いだろうと感じる。研究経験の乏しい筆者が書き連ねた文章を公開すること
が学術的にどれほど有用か、あるいは迷惑行為なのかは分からない。しかし、学べる大学も少な
いと思われるこの分野に関する疑問を抱いた方にとって、検索のための糸口となる情報が少し
でも (日本語で) 示せればと思い公開した。この分野の研究をしたい方が本書だけで済ますのは
リスクが伴うが、参考文献もなるべく示すように努めたので、学習の指針になれば幸いである。
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注意書き
本書からの引用であることを明記していただければ、本書の教育、研究などの非営利目的での

引用に関しては断りなくしていただいて構わない。その際、本書は校正を受けた文書ではないこ
とに注意されたい。著作権を放棄したわけではない。本書の文章を複数のページや節に渡って
コピーしたものを何らかのコンテンツに使用することを禁じる。本書を不特定多数の人が見る
ことのできる状態に置くこともできない。営利目的の利用に関しては要相談である。また、本
書が他所から引用している図表などの利用については引用元のルールに従って欲しい。

著者の経歴
この文書は、この程度の知識と経験の持ち主によって書かれた。本書の内容を鵜呑みにせず、

他の文献も参照されたい。

� 2017年：東京大学理学部地球惑星物理学科を卒業
東京大学大学院理学系研究科地球惑星科学専攻に進学

� 2019年：同大学院を中退

更新履歴
この PDF のバージョンは『ver. 0.06』である。ウェブサイト『太陽の科学館』内のページで

公開されている�1。まだ執筆途中の節が多い。逐次、内容の修正や追加を行い、新たなバージョ
ンを同ページで公開するつもりである。

ver. 0.01 2021 年 9 月 16 日に公開。
ver. 0.02 2022 年 6 月 10 日に公開。誤字・マイナーな間違いを修正。
ver. 0.03 2022 年 6 月 19 日に公開。誤字・マイナーな間違いを修正。
ver. 0.04 2023 年 3 月 3 日に公開。誤字・マイナーな間違いを修正。
ver. 0.05 2023 年 3 月 22 日に公開。おすすめの教科書を追加。
ver. 0.06 2023 年 8 月 28 日に公開。理想気体の状態方程式の項の説明を変更。相対論の説明

を加筆。その他マイナーな修正・加筆。

�1 https://solarphys.com/mhd/
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本書に関連した教科書の例
� 日本評論社のシリーズ『宇宙物理学の基礎』。1 巻：宇宙流体力学、2 巻：MHD、3 巻：
放射輸送、4 巻：放射吸収の素過程、6 巻：相対論的流体力学 (MHD)。特に、2 巻は日
本語で書かれた宇宙物理学的 MHD の教科書の決定版であり、太陽物理学への応用例も
載っている。

� Davidson, P. (2016). Introduction to Magnetohydrodynamics (Cambridge Texts in

Applied Mathematics). Cambridge: Cambridge University Press. (液体金属を主に想
定した MHD入門書。初学者向けで分かりやすく、対流や乱流などの動力学について詳
しい。)

� Galtier, S. (2016). Introduction to Modern Magnetohydrodynamics. Cambridge:

Cambridge University Press. (プラズマを想定した MHD の入門書。MHD 流体の
性質について読みやすく書かれている。不安定性や乱流について詳しい。)

� Kulsrud, R. M. (2004). Plasma Physics for Astrophysics. Princeton: Princeton

University Press. (プラズマを想定した MHD の入門書。基本事項から応用、運動論ま
で詳しい。)

� Gurnett, D., & Bhattacharjee, A. (2005). Introduction to Plasma Physics: With

Space and Laboratory Applications. Cambridge: Cambridge University Press. (プラ
ズマ物理の入門書。プラズマ中の粒子の動きの説明から始まり、運動論、MHDと、話を
巨視化するような順番で書かれている。プラズマ中の波についての説明に詳しい。)

� Rybicki, G. B., & Lightman, A. P. (1985). Radiative Processes in Astrophysics.

Berlin: Wiley-VCH. (放射輸送についての入門書。初学者向けで分かりやすい。)

� Kato, S., & Fukue, J. (2020). Fundamentals of Astrophysical Fluid Dynamics: Hy-

drodynamics, Magnetohydrodynamics, and Radiation Hydrodynamics. Singapore:

Springer Singapore. (宇宙物理学のための流体力学の教科書。MHD や相対論的流
体、放射輸送を考慮した流体について網羅されている。)

� Goedbloed, H., Keppens, R., & Poedts, S. (2019). Magnetohydrodynamics of Labo-

ratory and Astrophysical Plasmas. Cambridge: Cambridge University Press. (MHD

の教科書。宇宙物理や核融合炉の多種多様な系への応用を念頭に、数値計算方法も含め
て幅広い解析手法の説明に充実している。)

� Priest, E. (2014). Magnetohydrodynamics of the Sun. Cambridge: Cambridge Uni-

versity Press. (太陽物理の教科書。MHD の基本についての簡潔な説明から太陽の諸現
象への応用まで、網羅的に書かれている。)

� Rezzolla, L., & Zanotti, O. (2013). Relativistic Hydrodynamics. Oxford: Oxford

University Press. (相対論的流体力学の教科書。相対論的流体力学や運動論の基礎から
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数値計算法、宇宙物理への応用例まで充実している。)
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1
数学的準備と流体力学の考え方

MHDを扱うにはどうしても大学 1,2年生レベルの数学が必要になってしまう上に、流体力学
独特の概念も登場するので、高校卒業レベルの知識 (微積分またはベクトルや行列の掛け算に関
する基礎知識)を持ち合わせた方を想定して、本書で使う数学的知識と流体力学の基本的な考え
方を説明する。数学があやふやな方は辞書的に本章に戻るような使い方もできるかもしれない。
また、理系大学生、院生の方でも専攻分野によっては本書の記法が見慣れない方もいると思われ
るので、それについての説明も記す。数学屋の方には不満な内容だと思われるが、悪しからず。
この章は私が東京大学理学部で受けた講義のノートを参考にしているので、出版された参考

文献を示すことはできないが、高度な内容ではないので、調べればいくらでも出てくる情報だと
思う。

1.1 本書で使う記法
本書では、仮に「ベクトル表記」と「添え字表記」と呼ぶ 2系統の表記方法で数式を記述する。
ベクトル表記は、デカルト座標 (x, y, z)、円筒座標 (r, ϕ, z)、球座標 (r, θ, ϕ) のどの座標系で

考えていても共通して使える書き方である。ベクトルは v,B などの太字を使い、ベクトルの内
積や外積は a · b,a× bのように表す。ベクトル v の絶対値 (大きさ、強さ) |v|を細字で v と書
くこともある。特に、デカルト座標において、ベクトル aを x, y, z 成分に展開して表した場合、

a = axx̂+ ayŷ + azẑ (1.1.1)

=

axay
az

 (1.1.2)

というように、数ベクトルを用いて書き下すことがある。
添え字表記は、考えている座標系ごとに特化した記法である。例えば円筒座標で考えるとき

は、ベクトル v を vr, vϕ, vz のように、添え字を使って成分ごとに書き下す。特にデカルト座標
で考えているときは、x, y, z をそれぞれ x1, x2, x3 として、ベクトル v を v1, v2, v3 のように表
す。この記法を使って、等式が

Ai = Bi (1.1.3)
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第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.1 本書で使う記法

のように書かれているときは、i = 1, 2, 3 のそれぞれについて成り立つという意味である。ま
た、

AkBk,
∂Ak
∂xk

(1.1.4)

のように、同じ添え字を使った掛け算や微分は、それぞれ
3∑
k=1

AkBk,
3∑
k=1

∂Ak
∂xk

(1.1.5)

の Σを省略したものと考える。これは、アインシュタインの縮約記法と呼ばれるものの簡易版
である。つまり、ベクトルの内積は

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3 =
3∑
k=1

akbk = akbk (1.1.6)

と表される。更に、τij のように添え字が 2つ以上付いた、テンソルと呼ばれる量も登場する。
添え字が 2つ付いたものを 2階のテンソルと言う。ベクトルは 1階のテンソルである。テンソ
ルについては、付録 1.Bで詳しく説明してある。
クロネッカーのデルタ、レヴィ-チヴィタの記号と呼ばれる記号をそれぞれ

δij =

{
1 i = j のとき
0 i ̸= j のとき (1.1.7)

εijk =


1 (i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)のとき
−1 (i, j, k) = (3, 2, 1), (2, 1, 3), (1, 3, 2)のとき
0 それ以外のとき

(1.1.8)

と定義する。すると、ベクトルの外積の i成分は、

[a× b]i =

a2b3 − a3b2a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1


i

=
3∑
j=1

3∑
k=1

εijkajbk = εijkajbk (1.1.9)

と簡潔に書ける。
まとめると、仮に

∂ai
∂t

=
∂

∂xj
(pδij + qij) + εijkbjck (1.1.10)

のような式があった場合、

∂a1
∂t

=
∂p

∂x
+
∂q11
∂x

+
∂q12
∂y

+
∂q13
∂z

+ b2c3 − b3c2

∂a2
∂t

=
∂p

∂y
+
∂q21
∂x

+
∂q22
∂y

+
∂q23
∂z

+ b3c1 − b1c3

∂a3
∂t

=
∂p

∂z
+
∂q31
∂x

+
∂q32
∂y

+
∂q33
∂z

+ b1c2 − b2c1

(1.1.11)

という意味である。
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第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.2 場の量

1.2 場の量
流体力学では、場の量と呼ばれる空間座標と時刻の関数を基本変数として扱うことになる。場

の量の概念を紹介する。

1.2.1 連続体近似
MHD は流体力学の考え方が土台となっているが、流体力学では、扱う液体やらガスを連続

体として考える。液体やガスは、本来沢山の原子や分子が集まってできているが、そのことを忘
れ、物質をどこまで区切っても滑らかで連続的なものと捉えるのが連続体の考え方である。我々
がいま知りたい温度や圧力などの量は、各分子の微視的な振る舞いをある程度の時空間で平均
すると現れる、巨視的な性質である。我々がある物質の性質の時間・空間的変化を調べたい場
合、その変化のスケールより十分微小な領域を考えることができ、尚且つその微小領域で巨視的
な量を定義することができるときに、その物質を連続体として考えることができる。
本書では、MHDを巨視的な立場での基礎方程式から始まる理論体系として説明する。その後

第 6章で、それまでの章で扱ってきた巨視的な量の微視的な立場での意味合いを説明し、特に
理想気体プラズマの場合を想定して、各粒子の運動を統計的に扱う方程式に平均操作を施すこ
とで、MHDの方程式を導く。

1.2.2 スカラー場とベクトル場
流体力学は流体の状態を数学的に記述してそのダイナミクスを計算できるようにする理論で

ある。例えば身の回りの空気を考えてみる。部屋の空気は連続体近似のもとで、各点において
温度 T というものを定義することができる。暖房の近くの空気は暖かくて、冷たい空気は部屋
の下側に溜まる。また、暖房を止めると徐々に冷たくなる。このような温度の空間分布やその
時間変化を表すために T (x, y, z, t) = T (x, t) という関数を考える。もし x1 という点の時刻 t1

での温度 T1 を知りたければ、この関数にその値を入力すれば

T1 = T (x1, t1) (1.2.1)

と出力してくれる。この温度ように、空間と時間の関数として定義された物理量を場の量と言
う。本当は温度場と呼ぶのが正確だが、多くの場合は略して温度と呼んでしまう。この場の量、
つまり関数 T (x, t) の形さえ分かれば、部屋の温度の状況について理解したと言えるわけであ
る。他には空気の質量密度 (単位体積あたりの質量) ρ(x, t)や圧力 p(x, t)もいま我々が知りた
い場の量である。これらの量は特にスカラー場と呼ばれる。
一方で、エアコンの近くの点ではエアコンから離れる方向に風が吹いていて、その風はエアコ

ンを止めると止まる、といった、空気の各点での速度の分布とその時間変化も数学的に記述する
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必要がある。そのために、速度場 v(x, t)というものを導入する。これはベクトル場と呼ばれる
もので、スカラー場と違うところは、方向の情報も持っているところである。方向の情報を持た
せるには 3つの関数が必要である。この場合、vx(x, t), vy(x, t), vz(x, t)という 3つの関数の形
が分かれば、我々はある点 x1 で時刻 t1 に吹く風のベクトル v1 の 3成分を

v1 = v(x1, t1) =

vx(x1, t1)
vy(x1, t1)
vz(x1, t1)

 (1.2.2)

というように、自由に知ることができる。他には、磁場B(x, t)も知りたいベクトル場である�1。
従って、場の量の関数形を、後に述べる偏微分方程式というものを使って求めることによっ

て、流体現象を再現・予想することが、流体力学のとりあえずの使い方となる。

1.2.3 偏微分
流体力学では場の量と呼ばれる、空間と時間の関数を使って物事を考えると前節で述べた。

従って多変数関数の微分の概念が必要になる。
前節と同じように部屋の温度について考える。夏にエアコンを止めると、部屋の各点の温度は

徐々に高くなっていく。この時の各点における温度変化率は、関数 T (x, t)が分かっていれば、
それを時間について微分する、すなわち、変数 xは固定して、T を tのみの関数とみて微分す
ることで、

∂T

∂t
(x, t) (1.2.3)

と求まる。この操作、または出てきた導関数のことを、tについての偏微分と呼ぶ。略して時間
微分と呼ぶこともある。普通は引数の表示 (x, t) は省略する。後は変化率を知りたい点の座標
と時刻をこの導関数に入力すれば、知りたい変化率が出力される。�2
暖かい空気が上に溜まって下側は寒いという経験もある。この時、部屋の上 (z 軸方向とする)

に行く程どういう割合で暖かくなるのか、その温度増加率 (z 方向の勾配、勾配の z 成分) を知
りたい場合もある。この場合は、関数 T (x, t)を今度は z について微分することで、

∂T

∂z
(x, t) (1.2.4)

と求まる。先ほどの時間微分に対して、空間微分と呼ぶこともある。後は、知りたい (x, t)を入
力すれば、知りたい増加率が分かる。
偏微分に関する一般的なルールを説明する。例えば、ある関数 f が xと tの関数 f(x, t)だっ

たとして、更に x, t のそれぞれが s, u の関数 x(s, u), t(s, u) だったとする。このとき、関数 f

�1 第 7 章以外では、空間回転に対して一定の変換性を持つ量をベクトル場と呼ぶ。詳しくは付録 1.B を参照のこ
と。

�2 ∂ のことは、「デル」「ラウンドディー」「パーシャル」などと呼ぶが、統一的な呼び方はない気がする。
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は x, tを介して s, uの関数であるが、f の sについての微分は

∂f

∂s
=
∂f

∂x

∂x

∂s
+
∂f

∂t

∂t

∂s
(1.2.5)

となる。これは連鎖律と呼ばれる。部屋の温度場 T (x, t)が分かっていて、自分は x軸の方向に
x(t) = V tというように一定速度 V で歩いているとする。このとき、感じられる温度の時間変
化は連鎖律を用いて、

dT

dt
=
∂T

∂t
+
∂T

∂x
· dx(t)
dt

(1.2.6)

=
∂T

∂t
+ V

∂T

∂x
(1.2.7)

と求まる。
また、2階微分について一般に、

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
(1.2.8)

などが成り立つ。この性質を「可換である」と表現する。つまり、上記の両辺に違いはないの
で、まとめて

∂2f

∂x∂y
(1.2.9)

と書く。積の微分に関しては、
∂

∂x
(fg) =

∂f

∂x
g + f

∂g

∂x
(1.2.10)

などが成り立つ。これをライプニッツ則と言う。

1.3 オイラー表現とラグランジュ微分
流体力学における物理量の表現方法として、 2 つの方法を紹介する。それに伴い、異なる 2

つの時間微分が登場する。

1.3.1 ラグランジュ表現とオイラー表現
流体力学での物理量の表現の仕方には、オイラー表現とラグランジュ表現という 2つの流儀

がある。今まで説明してきたのは、実はオイラー表現にあたる。
ラグランジュ表現は物質表示とも呼ばれる。流体を沢山の微小区間に区切り、それぞれの微

小区間 (流体粒子と呼ばれる) を、t = 0の時にその流体粒子があった位置 x0 によってラベル付
けして区別し、各流体粒子ごとに物理量を定義する (図 1.1 A参照)。つまり、各物理量は流体
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図 1.1 ラグランジュ表現とオイラー表現の違い

粒子のラベル x0 と時刻 tの関数になる。各流体粒子は時間の経過とともに流れて移動するが、
注目している流体粒子ごとの温度の時間変化が ∂T/∂tとなる。
それに対して、オイラー表現は空間表示とも呼ばれ、空間に固定した座標系の各点ごとに物理

量を定義して考える。つまり、各物理量は空間座標 xと時刻 tの関数 (場の量) になる (図 1.1

B参照)。各流体粒子は時間経過とともに移動するが、流体粒子の区別は気にせずに、とにかく
時刻 t1 に点 x1 にある流体粒子の温度を T (x1, t)と記述する。空間のある点に固定してある温
度計が記した温度変化が ∂T/∂tにあたる。
この各表現方法における ∂/∂tの違いについては、少しややこしいが、一度じっくり整理すべ

きである。例えば、暑い部屋でエアコンを ONにしたとする。このとき、エアコンから排出さ
れた冷たい空気塊の一部に注目する。熱伝導によって元から部屋にあった周りの暑い空気塊か
ら熱をもらうので、注目している空気塊の温度は高くなっていくはずである。これが端的には
ラグランジュ表現における ∂T/∂tのイメージである。一方で、自分の座っている位置の空気は、
エアコンの風にあてられて冷たくなっていく。これがオイラー表現における ∂T/∂tのイメージ
である。
ラグランジュ的な、流体粒子を追った考え方は今後度々用いるが、ラグランジュ表現はややこ

しい問題が付きまとうので、表現方法としてはオイラー表現を使うのが普通である。本書もオ
イラー表現で記述する。
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1.3.2 ラグランジュ微分
前節でラグランジュ表現とオイラー表現における時間微分の違いを説明した。ラグランジュ

表現における時間微分をラグランジュ微分と言う。今後はオイラー表現を使うので、∂/∂t は
オイラー的な意味での時間微分を表す。オイラー表現においてラグランジュ微分は、代わりに
D/Dtまたは d/dtという記号を使って表す。
オイラー表現におけるラグランジュ微分を時間微分によって表すことを考える。とある座標

xにいる温度 T (x, t)の流体粒子が、微小時間 δt経過後に δxだけ移動したとする。この時、δt
経過後のこの流体粒子の温度は T (x+ δx, t+ δt)と表されるので、この流体粒子に沿った、ラ
グランジュ微分に相当する差分は

δQ

δt
=
T (x+ δx, t+ δt)− T (x, t)

δt
(1.3.1)

=
T (x+ δx, t+ δt)− T (x+ δx, t)

δt
+
T (x+ δx, t)− T (x, t)

δt
(1.3.2)

と書け、特に第 2項は

T (x+ δx, y + δy, z + δz, t)− T (x, y, z, t)
δt

=
T (x+ δx, y + δy, z + δz, t)− T (x, y + δy, z + δz, t)

δt

+
T (x, y + δy, z + δz, t)− T (x, y, z + δz, t)

δt

+
T (x, y, z + δz, t)− T (x, y, z, t)

δt
(1.3.3)

=
δx

δt
· T (x+ δx, y + δy, z + δz, t)− T (x, y + δy, z + δz, t)

δx

+
δy

δt
· T (x, y + δy, z + δz, t)− T (x, y, z + δz, t)

δy

+
δz

δt
· T (x, y, z + δz, t)− T (x, y, z, t)

δz
(1.3.4)

と書ける。ここで、例えば δx/δtは流体粒子の x方向の速度に他ならない。そのため、δt → 0

の極限を考えると、速度場 v = (vx, vy, vz)も使って、

DT

Dt
=
∂T

∂t
+ vx

∂T

∂x
+ vy

∂T

∂y
+ vz

∂T

∂z
(1.3.5)

となる。特に右辺第 2,3,4項は、 vxvy
vz

 ·
∂/∂x∂/∂y
∂/∂z

T (1.3.6)
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というように、形式的にまるで速度場 v と

∇ =

∂/∂x∂/∂y
∂/∂z

 (1.3.7)

の内積のように見えるため、簡略化のためにまとめて
DT

Dt
=
∂T

∂t
+ (v · ∇)T (1.3.8)

と書かれる。記号 ∇はナブラと呼ばれる。つまり、ラグランジュ微分は
D

Dt
=

∂

∂t
+ v · ∇ (1.3.9)

となる。右辺第 2項の具体的な説明は節 3.1でする。

1.4 ベクトル解析
前節では場の量の時間微分について説明した。∇を形式的に定義して、微分演算子をまるで

ベクトルの成分のように見立てて記述を簡略化する手法は今後多用する。この節では、場の量
の空間微分や積分について、その意味や扱い方を説明する。

1.4.1 勾配
スカラー場 f に対して、

∇f =

∂f/∂x∂f/∂y
∂f/∂z

 (1.4.1)

というベクトル場を勾配 (gradient;grad) と言う。例えば、ある点ある時刻で、温度場 T (x, t)

の勾配が

∇T =

2.0 K/m
1.0 K/m
1.0 K/m

 (1.4.2)

と求まったとする。この時、この点では、

∇T
|∇T |

=

0.82
0.41
0.41

 (1.4.3)

という単位ベクトルが向く方向に、

|∇T | = 2.4 K/m (1.4.4)
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図 1.2 線積分の考え方

という割合で温度が増加している。一方で、z 軸の方向に進むとどういう割合で増加しているか
を調べたい場合は、z 方向の単位ベクトル ẑ = (0, 0, 1)との内積をとって、

∇T · ẑ = 1.0 K/m (1.4.5)

と求めることができる。∇T と垂直な方向に進む場合は、内積がゼロなので、温度変化はない。
つまり、温度場の値が等しい点を結んだ面を考えた場合、∇T はこの等値面に垂直な方向を向く。

1.4.2 線積分と面積分
線積分や面積分という概念は流体の物理を考えるときに役に立つ。これらの積分の数学的に

きちんとした導入を説明できる自信はないので、興味のある方は入門書を漁っていただきたい。
この節では、これらの積分の物理的イメージが掴めるよう、簡単な思考実験をするに留まる。積
分の基礎概念を知っている方にとっては直観に反しない内容だと思われるので、イメージさえ
掴めれば、とりあえず流体力学を扱う上で困らないはずである。
まずは線積分について。図 1.2 のような、半径 R の円形 (この円に C という名前を付ける)

に置かれた細い紐を考える。紐の密度は ρ(x)、紐を各点で輪切りにした時の断面積は σ(x)と
する。さて、この紐の総質量M を求めることにする。紐を線要素と呼ばれる、長さ δln の細か
い区間に区切って、各区間の質量を求め、それを紐全体に渡って足し合わせる、という操作を図
1.2のように行う。線要素の長さを細かくしていった時の極限が線積分と呼ばれるもので、紐の
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図 1.3 面積分の考え方

総質量は
M =

∮
C

ρ(x)σ(x)dl (1.4.6)

と求まる。閉じている、つまり端のない曲線で積分したとき、このように、インテグラルに丸を
付けることがある。密度と断面積が一様で、それぞれ定数 ρ0, σ0 の場合にこれを実際に計算し
てみる。極座標 (r, θ)で考えると、線要素 δln の長さは、円弧の長さ

δln = R · δθn (1.4.7)

なので、

M =

∫ 2π

0

ρ0σ0 ·Rdθ (1.4.8)

= 2πRρ0σ0 (1.4.9)

となる。円周の長さと紐の線密度をかけたものとなるのは直観に反しない。紐の長さは単に∮
C

dl =

∫ 2π

0

Rdθ = 2πR (1.4.10)

と求められる。
次は面積分について考えるため、図 1.3 のような形 Ω をした薄い紙を考える。紙の密度を

ρ(x)、各点での厚さを λ(x)とする。紙を面要素と呼ばれる面積 δS の微小領域に区切り、各面
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要素の質量を図 1.3のように考えて求め、紙全体に渡って足し合わせ、面要素を細かくしたとき
の極限を考える。すると、紙の総質量は

M =

∫
Ω

ρ(x)λ(x)dS (1.4.11)

と書ける。これを面積分と呼ぶ。例えば、紙の密度と厚さが一様で定数 ρ0, λ0 の場合、この式は∫
Ω

dS =
M

ρ0λ0
(1.4.12)

となるが、この式の左辺はこの紙の面積のことであり、この紙の面積を知りたければ、紙の総質
量を量って面密度で割れば良いと分かる。
これらの例では、平面上の紐や紙を考えたが、一般に曲面や曲面上の曲線でも同じようにして

線積分や面積分を考えることができる。
最後に、体積分の概念も紹介する。体積 δV の微小領域 (体積要素)を考えてそれを考えてい

る領域について足し合わせ、体積要素を細かくしたときの極限を考える。例えば、∫
V

dV,

∫
V

ρ(x)dV (1.4.13)

はそれぞれ、積分した領域の体積と総質量を表す。
1 変数での積分の場合、s = f(x)と積分変数を変換する場合、ds = f ′(x)dxという関係を用

いた。多変数での積分において、例えば
s1 = f1(x1, x2, x3)

s2 = f2(x1, x2, x3)

s3 = f3(x1, x2, x3)

(1.4.14)

というように 3 変数を変換する場合、次の関係を用いる。J はヤコビアンと呼ばれる。
ds1ds2ds3 = Jdx1dx2dx3 (1.4.15)

ただし, J =

∣∣∣∣∣∣
∂f1/∂x1 ∂f1/∂x2 ∂f1/∂x3
∂f2/∂x1 ∂f2/∂x2 ∂f2/∂x3
∂f3/∂x1 ∂f3/∂x2 ∂f3/∂x3

∣∣∣∣∣∣ (1.4.16)

1.4.3 発散
あるベクトル場Q(x, t) = (Qx(x, t), Qy(x, t), Qz(x, t))に対して、

∇ ·Q =
∂Qx
∂x

+
∂Qy
∂y

+
∂Qz
∂z

(1.4.17)

というスカラー場を、発散 (divergence;div) と言う。これを空間における任意の領域 V で積分
すると、次の式が成り立つ。 ∫

V

(∇ ·Q) dV =

∫
∂V

Q · dS (1.4.18)
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図 1.4 ベクトル場の例：Q1 はあらゆる点で発散が正の値、Q2 はあらゆる点で発散がゼロ

これは、ガウスの発散定理と呼ばれる。∂V は考えている領域 V の表面 (境界) を指す。dS は、
面要素の外向き法線ベクトルの方向、つまり V の境界面に垂直で V の外側を向いていて、面要
素の面積の大きさを持つベクトルを表す。それとQの内積をとっているので、Q · dS は、その
面要素の位置における Qの、境界面に垂直外向きな成分の大きさと、面要素の面積をかけた量
ということになる。
発散のイメージを深めるための例として、図 1.4に 2種類のベクトル場を図示した。この分布

が z 方向にずっと続いていると考えて欲しい。

Q1 =

xy
0

 , ∇ ·Q1 = 2 (1.4.19)

Q2 =

yx
0

 , ∇ ·Q2 = 0 (1.4.20)

である。図の赤い線で描かれた面を考える。z 方向に適当な長さだけ伸びている四角筒の領域で
∇ ·Q1 を積分すると、2 · (筒の体積)という正の値になる。式 (1.4.18)の左辺が正なので、右辺
も正、つまり、ベクトル場は全体としてこの領域から流出しているように見えるはずである。実
際、赤い線と重なったベクトル場の矢印を目で追ってみると、全体として外向きになっているこ
とが分かる。
一方で、∇ ·Q2 はあらゆる点でゼロなので、積分してもゼロである。Q2 の方の赤い線と重

なった矢印を目で追ってみると、対称性から、領域に流入する矢印の量と流出する矢印の量が相
殺して、全体としては流出がゼロに見える。この場合、他の曲線を描いた場合も、Q1 では流出

26 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.4 ベクトル解析

図 1.5 ベクトル場の例：ベクトル場 Q3 とその回転の z 成分

する矢印の量の方が多く、Q2 では相殺されてゼロのように見えるはずである。
「発散は、体積分するとその領域から流出するように見える矢印の総量の度合になる」という
なんとなくのイメージを掴んでいただきたい。

1.4.4 回転
引き続きベクトル場を考える。

∇×Q =

∂Qz/∂y − ∂Qy/∂z∂Qx/∂z − ∂Qz/∂x
∂Qy/∂x− ∂Qx/∂y

 (1.4.21)

というベクトル場を、回転 (rotation;rot)と言う。これを空間における任意の曲面 S で積分す
ると、次の式が成り立つ。 ∫

S

(∇×Q) · dS =

∮
C

Q · dl (1.4.22)

これは、ストークスの定理と呼ばれる。左辺は、∇×Qの面に垂直な成分と面要素の面積をか
けたものの総和を意味する。右辺の C は考えている曲面の境界 (端) の曲線を指す。dl は曲線
の線要素の向きをして、その長さの大きさを持ったベクトルを表す。dl と dS は右ねじの関係
になるような向きにとらなければならない。右辺は、曲線上の Qの、接線と同じ向きの成分と
線要素の長さをかけたものの総和となる。
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図 1.6 ベクトル場の例：回転が一様の場

回転のイメージを深めるために、図 1.5にベクトル場Q3 と、その回転の z 成分を図示した。

Q3 =

y2x2
0

 , ∇×Q3 =

 0
0

2x− 2y

 (1.4.23)

である。図の赤い線で張られた面を考える。回転の z 成分は、右下では正、左上では負なので、
この面で積分すると、対称性から相殺されてゼロになる。つまり、式 (1.4.22)の左辺がゼロで
ある。右辺を考えるために、赤い線を反時計回りに目で追い、重なっている矢印の、線に平行な
成分を頭の中で足していく。右側の辺ではプラスになるが、上と左側の辺でマイナスになり、下
側の辺でまたプラスされるので、対称性から相殺してゼロになることが分かる。
一方で、今度は図の青い線で張られた面を考える。この面内では、あらゆる点で回転は正の値

をとるので、式 (1.4.22)の左辺も正の値になる。青い線と重なった矢印を反時計回りに目で追
い、線に平行な成分を足していくと、上と左側の辺でマイナスになるが、下と右側の辺でのプラ
スの方が大きいので、全体としては正の値になるように見えるはずである。
「回転は、面積分するとその境界線で右ねじの向きに回転しているように見える矢印の総量の
度合になる」というなんとなくのイメージを掴んでいただきたい。因みに、図 1.4のQ1,Q2 は
どちらも回転があらゆる点でゼロの場である。
ベクトル場の例をもう 2つ図 1.6に示す。

Q4 =

−yx
0

 , ∇×Q4 =

0
0
2

 (1.4.24)

である。これは回転が一様 (定数 2)な場だが、このベクトル場が流体の速度場を表す場合、図
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を見て分かるようにこの流体は剛体回転をしている。角速度は 1、すなわち回転の z 成分の半分
の値である。このことからも∇×Qが回転と呼ばれる所以が分かる。Q4 を速度場と見た場合、
点 P(x, y) = (0, 3)での速度場は、x軸の負の向きに流速 3である。この点の流体が静止してい
るように見える系で観測した場合、速度場を

Q′
x = Qx + 3, Q′

y = Qy, Q′
z = Qz (1.4.25)

と変換すると図 1.6の Q5 のようになる。今度は原点ではなく点 Pを中心に同じ剛体回転をし
ていることが分かる。つまり、流体の剛体回転の中心は観測系によって異なる。別の言い方を
すれば、あらゆる場所が剛体回転の中心であり得る。この対称性は、Q4,Q5 ともに回転の値が
同じで一様なことからも分かる。

1.4.5 ラプラシアン
スカラー場 f に対して、

∇2f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
(1.4.26)

をラプラシアンと言う。∇2 は ∆ と書くこともある。この物理的イメージは節 1.5.1 で説明す
る。ベクトル場Qに対しても、

∇2Q =

∂2Qx/∂x2 + ∂2Qx/∂y
2 + ∂2Qx/∂z

2

∂2Qy/∂x
2 + ∂2Qy/∂y

2 + ∂2Qy/∂z
2

∂2Qz/∂x
2 + ∂2Qz/∂y

2 + ∂2Qz/∂z
2

 (1.4.27)

という意味でこの記号を用いる。

1.4.6 様々な公式とその計算方法
前節までで、場の量の空間微分について全て紹介した。この節では、これらの微分の簡単な式

変形の仕方を紹介して、よく使う変形を公式集としてまとめる。
節 1.1で説明した添え字表記を使って、空間微分をデカルト座標で書き下すと、

[∇f ]i =
∂f

∂xi
(1.4.28)

∇ ·Q =
∂Qk
∂xk

(1.4.29)

[∇×Q]i = εijk
∂Qk
∂xj

(1.4.30)

[
∇2Q

]
i
=
∂2Qi
∂x2k

(1.4.31)
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と書ける。また、レヴィ-チヴィタの記号の性質

εijk = −εjik = εjki = ... (添え字を 1組入れ替えるとマイナスが付く) (1.4.32)

εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl (1.4.33)

も覚えておく。すると、例えば、∇ · (Q(1) ×Q(2))や∇× (∇×Q)のような複雑な式が出てき
たときは、

∇ · (Q(1) ×Q(2)) =
∂

∂xi

(
εijkQ

(1)
j Q

(2)
k

)
(1.4.34)

= εijk
∂Q

(1)
j

∂xi
Q

(2)
k + εijkQ

(1)
j

∂Q
(2)
k

∂xi
(1.4.35)

= Q
(2)
k εkij

∂Q
(1)
j

∂xi
−Q(1)

j εjik
∂Q

(2)
k

∂xi
(1.4.36)

= Q(2) · (∇×Q(1))−Q(1) · (∇×Q(2)) (1.4.37)

[∇× (∇×Q)]i = εijk
∂

∂xj

(
εklm

∂Qm
∂xl

)
(1.4.38)

= εkijεklm
∂2Qm
∂xj∂xl

(1.4.39)

= (δilδjm − δimδjl)
∂2Qm
∂xj∂xl

(1.4.40)

=
∂2Qj
∂xj∂xi

− ∂2Qi
∂x2j

(1.4.41)

=
[
∇ (∇ ·Q)−∇2Q

]
i

(1.4.42)

というように、少しの慣れは要するが、全成分を書き下すよりは楽に式変形できる。
よく使う式変形を公式集の形でまとめる。辞書的に使って欲しい。f はスカラー場、Qはベ

クトル場を指す。

30 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.4 ベクトル解析

∇ · (fQ) = f∇ ·Q+Q · ∇f (1.4.43)

∇× (fQ) = f∇×Q+∇f ×Q (1.4.44)

∇(Q1 ·Q2) = Q1 × (∇×Q2) +Q2 × (∇×Q1) + (Q1 · ∇)Q2 + (Q2 · ∇)Q1

(1.4.45)

∇ · (Q1 ×Q2) = Q2 · (∇×Q1)−Q1 · (∇×Q2) (1.4.46)

∇× (Q1 ×Q2) = (∇ ·Q2)Q1 − (∇ ·Q1)Q2 + (Q2 · ∇)Q1 − (Q1 · ∇)Q2 (1.4.47)

(∇×Q)×Q = −1

2
∇|Q|2 + (Q · ∇)Q (1.4.48)

∇× (∇×Q) = ∇(∇ ·Q)−∇2Q (1.4.49)

∇×∇f = 0 (1.4.50)

∇ · (∇×Q) = 0 (1.4.51)

特に最後の 2式は、場の量の基本的性質として覚えておくべきである。今後、この公式集は
「ベクトル解析の公式」として参照する。
これらの公式は、ベクトル表記で書かれている限り円筒座標や極座標でも成り立つ性質だが、

成分で書き下すと異なる形になってくる。円筒座標や極座標での空間微分の考え方については、
付録 1.Bで説明する。

1.4.7 ヘルムホルツの定理
ベクトル場に関する有用な定理を紹介する。任意のベクトル場Q(x, t)に対して、

Q = ∇ϕ+∇×A (1.4.52)

という関係を満たすようなスカラー場 ϕ(x, t)とベクトル場 A(x, t)が存在する。これをヘルム
ホルツの定理と言う。つまり、任意のベクトル場はスカラー場と別のベクトル場を用いて上式
のように分解することができる (ヘルムホルツ分解)。このように表したときの ϕ(x, t)は Qの
スカラーポテンシャル、A(x, t) はベクトルポテンシャルと呼ばれる。ϕ(x, t) は符号を逆にし
て、つまり上式の第 1項に負号がつくように導入されることもしばしばあるので注意が必要で
ある。前節で説明したように、勾配の回転は恒等的にゼロなので、∇ϕは Qのうちの非回転成
分を表していると解釈できる。一方で、回転の発散はゼロなので、∇×AはQの非発散成分を
表していると解釈できる。特に、Qが非回転 (あらゆる点と時刻で ∇×Q = 0) の場であった
場合はスカラーポテンシャルのみで、Qが非発散 (あらゆる点と時刻で ∇ ·Q = 0) の場であっ
た場合はベクトルポテンシャルのみで表すことができる。
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場の量が平面波の重ね合わせで表せる場合�3を想定して、

Q(x, t) = Q̃(t) exp[i(kxx+ kyy + kzz)] (1.4.53)

= Q̃(t) exp(ik · x) (1.4.54)

の形の場を考える。このとき、∇×Q = 0より、

k × Q̃ = 0 (1.4.55)

という関係が得られる。つまり、非回転の場は伝搬方向 k に平行な向きの振幅 Q̃ を持った
波 (縦波) の重ね合わせとして表すことができる。このことから場の量の非回転成分は縦成分
(longitudinal part)と呼ばれることがある。一方で、∇ ·Q = 0より、

k · Q̃ = 0 (1.4.56)

という関係が得られる。つまり、非発散の場は伝搬方向 k に垂直な向きの振幅 Q̃を持つ波 (横
波)の重ね合わせで表すことができる。このことから、場の量の非発散成分は横成分 (transverse

part)と呼ばれることがある。伝搬方向に垂直な向きには 2つの基底を張れるため、横成分は 2

つの自由度がある (付録 2.A.3参照)。それに対して縦成分の自由度は 1である。

1.5 偏微分方程式
場の量が従う法則を記述するために、偏微分方程式と呼ばれるものが用いられる。頻出の形

式の偏微分方程式の解の性質を説明した後、コンピュータによる数値的解法について簡単に述
べる。他に流体力学において関数を扱う上で知っておくと便利な知識は付録 1.Cにまとめた。

1.5.1 拡散方程式とランダムウォーク
例えば、x軸の方向に伸びた細長い金属棒の中を、熱伝導によって熱が伝わるとき、この棒の

1次元的温度分布 T (x, t)は、
∂T

∂t
= D

∂2T

∂x2
(1.5.1)

という偏微分方程式に従う。D は拡散係数または拡散率と呼ばれ、今は定数として考えている。
この形の方程式は、色々なシチュエーションの物理で度々登場するので、(一次元で拡散係数が
定数の場合の) 拡散方程式という名前が付いている。初期条件 (t = 0の時の分布 T (x, 0))と境
界条件 (考えている領域の端において T (x, t)が従う条件) を指定し、考えている領域のあらゆ
る点や時刻においてこの方程式を満たす関数形 T (x, t)を求めることを、「この微分方程式を解
く」と言う。

�3 波の考え方については付録 1.Dを参照のこと。
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図 1.7 拡散方程式にガウス関数の初期条件を与えた場合の解

図 1.8 拡散方程式の誤差関数解

温度一様 T0 の細長い金属棒の一点 x = 0を、t = 0の時に一瞬だけ熱した (∆T だけ温度が
上昇した) 場合の、その後の棒の温度分布の変化を調べたい場合、無限遠で T (±∞, t) = T0 と
いう境界条件のもとで、

T (x, 0) = T0 +∆T exp

(
−x

2

x20

)
(1.5.2)

という初期条件�4を考える。この条件で式 (1.5.1)を解くと、

T (x, t) = T0 +
∆Tx0√
4Dt+ x20

exp

(
− x2

4Dt+ x20

)
(1.5.3)

という解を持つことが知られている。解き方の説明は省くが、この解を実際に式 (1.5.1)に入れ
て計算してみると、確かに満たす。初期条件と空間分布の時間変化を図 1.7に示す。初期条件で
与えたガウス関数の山が、時間の経過とともになだらかに、低くなっていく様子が分かる。ま
た、拡散係数の値が大きいほどその変化のスピードは速くなる。

�4 exp (x)とは指数関数 ex のことである。exp (−x2)の形の関数をガウス関数と呼ぶ。
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一方で、温度一様 T0 な金属棒があったとして、t = 0 でその棒の片方の端をいきなり温度
T0 +∆T に熱し、その後も T0 +∆T に保ち続けた、というシチュエーションでの棒の温度分布
の変化を調べたい。この場合、

初期条件 f(x, 0) = T0 (1.5.4)

(t > 0における)境界条件 T (0, t) = T0 +∆T, T (∞, t) = T0 (1.5.5)

を与える。すると、式 (1.5.1)は、

T (x, t) = T0 +∆T −∆T erf

(
x

2
√
Dt

)
(1.5.6)

という解�5を持つことが知られている。図 1.8にこの解を示した。温度分布の曲線が滑らかにな
るように、熱が棒を伝わっていく様子が分かる。
これらの例のように、拡散方程式は場の量に、その空間分布の尖った部分を均して、広げるよ

うな方向の時間変化をもたらす性質がある。この性質を拡散と言う。一般に、空間スケール L

を拡散するのにかかる時間スケール τd は拡散時間と呼ばれ、拡散係数 D を用いて

τd =
L2

D
(1.5.7)

と見積もれる。
拡散方程式を考える際に併せて有用な概念である、ランダムウォークについて説明する。1次

元空間において仮想的な粒子を考える。時刻 t = 0に点 x = 0にいた粒子は、決まった時間 δt

だけ経つと x = δx か x = −δx に移動する。ただし、どちらの位置にいるかは等確率である。
点 x = δx にいる粒子は、更に時間 δtだけ経過すると、x = 2δxか x = 0に移動する。1度の
時間ステップで必ず ±δxだけ移動する。つまり、ある時刻に x = 0にいた粒子は、時間 2δt後
にはそれぞれ 1/4の確率で x = −2δxか x = 2δxに、1/2の確率で x = 0にいる。このような
粒子の動き方のルールをランダムウォークと言う。同じ δt, δxについてのランダムウォークに
従う多数の粒子から成る集団を考える。時刻 tに位置 xにいる粒子の数を f(x, t)と書く。時刻
(t+ δt)に位置 xにいる粒子は時刻 tには位置 (x− δx)か (x+ δx)にいた粒子なので、

f(x, t+ δt) =
1

2
f(x− δx, t) + 1

2
f(x+ δx, t) (1.5.8)

�5 erf(x)は誤差関数と呼ばれる関数で、

erf(x) =
2

√
π

∫ x

0
e−s2ds

である。
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が成り立つ。両辺に −f(x, t)を加えて δtで割ると、

f(x, t+ δt)− f(x, t)
δt

=
δx2

2δt

f(x+ δx, t)− 2f(x, t) + f(x− δx, t)
δx2

(1.5.9)

=
δx2

2δt

(
f(x+ δx, t)− f(x, t)

δx
− f(x, t)− f(x− δx, t)

δx

)
1

δx
(1.5.10)

となる。δx, δtが十分に小さい場合、この式は

∂f(x, t)

∂t
= D

∂2f(x, t)

∂x2
(1.5.11)

に相当するので、ランダムウォークに従う粒子集団の分布関数 f(x, t)の時間発展は拡散方程式
に従う、すなわち拡散的な挙動を示すことが分かる。拡散係数 D は、粒子の速度 c = δx/δtを
導入すると、

D =
δx2

2δt
=
cδx

2
(1.5.12)

と書ける�6。
拡散方程式の 3次元への自然な拡張が

∂T

∂t
= D∇2T (1.5.13)

である。よって、ラプラシアンが流体の支配方程式に現れたら、その項は場を拡散させる性質を
持つ項だとイメージできる。

1.5.2 ポアソン方程式とグリーン関数
各点 x での重力加速度を g(x) という時間によらない関数を用いて考えることで、重力も

ニュートン力学の範囲においてベクトル場として考えることができる。このとき、

g = −∇ϕg (1.5.14)

というように重力ポテンシャル ϕg(x)を導入すると、この ϕg(x)は

∇2ϕg = 4πGρ (1.5.15)

という偏微分方程式に従う。G = 6.67 × 10−11 m3kg−1s−2 は重力定数である。この形の方程
式はポアソン方程式と呼ばれる。前節の拡散方程式は場の量の時間発展を求める式だったのに
対し、この方程式は重力場の空間分布を求める式である。右辺の質量密度分布 ρ(x)と考えてい

�6 ここでは 1 次元での考察だったが、3 次元の場合にも、粒子が進路を変えるまでに進む空間ステップ (平均自由
行程) を ℓ、粒子の速度を cとして、拡散係数は D = cℓのオーダーと見積もられる。
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る領域の境界での重力場の条件が与えられると、左辺の重力ポテンシャル、すなわち重力場がこ
の式に従って決定される。
特に、無限遠で ϕg = 0となるという境界条件のときには、グリーン関数法という手法が有力

である。一般に空間微分を含む演算子 D(∂/∂xi, xi)に対して、

D
(

∂

∂xi
, xi

)
G(x) = δ3(x) (1.5.16)

という微分方程式の解 G(x) を、この微分演算子 D(∂/∂xi, xi) に対するグリーン関数と言う。
ただし、δ(x)はデルタ関数である。デルタ関数については付録 1.C.7を参照されたい。3つのデ
ルタ関数の積 δ(x)δ(y)δ(z)を δ3(x)と書いている。グリーン関数が求まれば、与えられた ρ(x)

に対する非斉次の方程式
D
(

∂

∂xi
, xi

)
ϕ(x) = ρ(x) (1.5.17)

の解 ϕ(x)は
ϕ(x) =

∫
G(x− x′)ρ(x′)d3x′ (1.5.18)

と求まる。座標 xではなく x′ で体積分していることを明示するために d3x′ という記号を用い
た。ポアソン方程式 (1.5.15) に対する、無限遠で ϕg がゼロになるという境界条件の下でのグ
リーン関数は

G(x) = − 1

4π|x|
(1.5.19)

であることが知られている�7。つまり、同境界条件の下でのポアソン方程式 (1.5.15)の解は

ϕg(x) = −G
∫

ρ(x′)

|x− x′|
d3x′ (1.5.20)

と書ける。更に、xについての偏微分と x′ についての体積分は可換なことに注意して重力加速
度を計算すると、

g(x) = −
∫

Gρ(x′)

|x− x′|2
(x− x′)

|x− x′|
d3x′ (1.5.21)

となり、ポアソン方程式が「点 xでの重力は逆 2乗則に従って点 x′ から受ける力の重ね合わせ
である」という法則を表現していることが分かる。

�7 一方で、2 次元ポアソン方程式に対するグリーン関数は

G(x, y) = −
1

2π
log
[√

x2 + y2
]

である。
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1.5.3 保存則とフラックス
あるスカラー場 f(x, t)と速度場 v(x, t)が、

∂f

∂t
+∇ · (fv) = 0 (1.5.22)

という偏微分方程式で記述される法則に従っているとき、この法則をスカラー場 f の保存則と
呼ぶ。この式を観測系に固定された適当な領域 V で積分すると、ガウスの発散定理を使って、

d

dt

∫
V

fdV +

∫
∂V

(fv) · dS = 0 (1.5.23)

となる。第 1 項は、領域 V 内の f の総量の時間変化と解釈できる。fv · dS は、流れ場 v に
乗って領域 V の表面から単位時間・面積要素あたりに流出する量と解釈できるので、第 2項は,

領域 V の表面から流れに乗って流出する f の正味量と考えられる。fv を f の (移流による)フ
ラックスと言う。つまり、この式は、任意の領域から流出した分だけその領域内の f の総量が
減るという性質を表したものであり、f は領域内で湧き出すことも消滅することもないことを表
している。
保存則の基本形は式 (1.5.22)の形だが、考える場の量の特徴によって更に項が加えられるこ

とになる。その際の付加項はフラックスと源泉に分類できる。上で fv が移流によるフラック
ス、すなわち流体の流れに乗って流出する分のフラックスであると説明したが、流れが無くとも
f の流出が起きる場合は、そのフラックスを表す項が加わる。具体的には、そのフラックスを q

として、左辺に +∇ · q (右辺に −∇ · q)が付加される。一方で、外力のように、隣の流体粒子
とのやりとりが無くとも f が湧き出す性質を表現するために、フラックスとは異なる形式の項
が付加される。
保存則に関連して、次の定理がある。式 (1.5.23)で観測系 (座標系) に固定された領域での積

分を考えた。対して、流体に固定され、流体と共に速度場 v で動くような領域 V̂ (t)での積分を
考える。このとき、恒等的に次式が成り立つ。

d

dt

∫
V̂ (t)

fdV =

∫
V̂ (t)

[
∂f

∂t
+∇ · (fv)

]
dV (1.5.24)

これをレイノルズの輸送定理という。詳しい導出は後から述べる。上式を見ると、保存則
(1.5.22)は流体に固定された領域内での総量が変化しないことを表していると分かる。領域が流
体と共に移動すれば、移流による領域内への流入や流出は当然起きない。
特に、保存量 f が質量密度 ρ と単位質量あたりの量 ϕ の積で表されているとき、保存則

(1.5.22)の左辺、あるいは式 (1.5.24)の右辺の被積分関数は、節 3.1で説明する質量保存則を用
いて、常に次式のように書き換えられる。

∂

∂t
(ρϕ) +∇ · (ρϕv) = ρ

Dϕ

Dt
(1.5.25)
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以下、レイノルズの輸送定理の具体的な説明をする。式 (1.5.24)の左辺は次の意味である。

d

dt

∫
V̂ (t)

fd3x = lim
δt→0

1

δt

[∫
V̂ (t+δt)

f(x, t+ δt)d3x−
∫
V̂ (t)

f(x, t)d3x

]
(1.5.26)

上式の第 1 項は、座標系 xi を積分変数として時刻 (t+ δt)における領域 V̂ (t+ δt)で積分した
ものである。時刻 (t + δt) に座標 xi にいる流体粒子が時刻 t のときにいた位置を x′i としたと
き、この xi と x′i を結ぶ座標変換を考える。第 1 項の積分変数をそのように変換すれば、積分
領域は第 2 項と同じ V̂ (t)になる。xi と x′i は次の関係にある。

xi = x′i + viδt+O(δt2) (1.5.27)

また、積分の体積要素は変数変換によってヤコビアン倍されるという定理がある。

d3x = Jd3x′ (1.5.28)

J =

∣∣∣∣∣∣
∂x/∂x′ ∂x/∂y′ ∂x/∂z′

∂y/∂x′ ∂y/∂y′ ∂y/∂z′

∂z/∂x′ ∂z/∂y′ ∂z/∂z′

∣∣∣∣∣∣ (1.5.29)

= 1 +
∂vj
∂x′j

δt+O(δt2) (1.5.30)

よって、式 (1.5.26)の第 1 項は、δtについて 2 次以上の項を無視すると、次のように書ける。∫
V̂ (t+δt)

f(x, t+ δt)d3x =

∫
V̂ (t)

f(x′ + vδt, t+ δt)Jd3x′ (1.5.31)

=

∫
V̂ (t)

[
f(x′, t) +

∂f

∂x′i
viδt+

∂f

∂t
δt

](
1 +

∂vj
∂x′j

δt

)
d3x′ (1.5.32)

=

∫
V̂ (t)

[
f(x′, t) +

∂f

∂x′i
viδt+

∂f

∂t
δt+ f

∂vj
∂x′j

δt

]
d3x′ (1.5.33)

上式の積分変数 x′i を xi と書き換え、式 (1.5.26)に代入すると、最終的に式 (1.5.24)を得る。

1.5.4 数値的解法
MHDではいくつかの保存則を連立させて考えることになるが、単純なシチュエーションでな

い限り解析的に解くことは難しいので、実際には漸近的 (asymptotic)、すなわち都合の良い極
限を考えて寄与の小さい項を無視することで方程式を評価するか、或いは数値的 (numerical)に
解くことで現象をコンピューター上で再現し、その計算結果を解析することで本質にある物理を
理解するという問題解決の手法がとられる。本書では実用的な数値計算方法の説明はしないが、
どんなことを行っているかをある程度知っておくと、計算結果を見る目も変わり、偏微分方程式
の意味も深く理解できると思われるので、この節で数値計算の基本的な考え方だけ述べておく。
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図 1.9 離散グリッドの定義の仕方の例

時間発展式
例えば、拡散方程式 (1.5.1)を解く場合を考える。コンピューターは離散的なデータしか扱え

ないので、離散化と呼ばれる操作をする。具体的には、まず考える領域を Nx 個のグリッドに分
割する。簡単な方法としては、図 1.9のように、考えている領域で x軸をNx 個のグリッドに等
分割する。また、時間軸も微小時間 δt毎に分割し、各時間ステップに tn(n = 0, 1, 2, ...)と名前
を付ける。すなわち、時間ステップ t0 は t = 0のことで、t1, t2,はそれぞれ t = δt, 2δtのこと
である。それぞれのグリッド xi、時間ステップ tn で温度 Ti,n を定義する。次に、xi での空間
微分の計算の仕方を考える。簡単な方法としては、隣のグリッドでの値を使って、(

∂2T

∂x2

)
i,n

≃ Ti+1,n − 2Ti,n + Ti−1,n

δx2
(1.5.34)

と近似する方法がある。いちばん端のグリッド i = 1, Nx での計算方法は、境界条件を適当に組
み込んでケースバイケースで考える。
さて、t = 0のときの T (x, 0)は、初期条件を離散化することによって、Ti,0(i = 1, Nx)とし

て表せる。すると、前述した方法で計算することで、各グリッドでの式 (1.5.1)の右辺の値が求
まる。すると例えば、

Ti,1 = Ti,0 +

∫ δt

0

∂T

∂t
(xi, t)dt (1.5.35)

≃ Ti,0 + δt

(
∂T

∂t

)
i,0

(1.5.36)

= Ti,0 + δt · (右辺の値)i,0 (1.5.37)

というように時間積分を近似することで、次の時間ステップでの T (x, t)の値が Ti,1(i = 1, Nx)

として求まる。後はこの計算を繰り返し行うことで、T (x, t) の時間発展を計算することがで
きる。
グリッド数Nx を増やし、時間ステップの幅 δtを小さくすると、より「リアルな」計算結果に

なるはずだが、やりすぎると、計算に途方もない時間がかかってしまう。実際のシミュレーショ
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ンには、グリッドや時間ステップをそれほど細かくせずに精度の高い計算を行うために、空間微
分や時間積分の近似の仕方に工夫がなされる。その際、高精度の計算スキームは数値不安定が
発生しがちなので、どう安定化するかとの闘いにもなる。実用的な計算スキームについて詳し
くは、圧縮性流体について 藤井孝藏 (1994)、非圧縮性流体について 梶島岳夫 (2014) を参照さ
れたい。また、グリッドの定義の仕方も、その問題に合うように色々な工夫が施されるが、計算
の大まかな流れとしては、前述した方法と変わらない�8。

連立方程式
ポアソン方程式 (1.5.15)を 1次元で解くことを考える。図 1.9のようにして温度 T の代わり

に密度 ρと重力ポテンシャル ϕg が離散化されているとする。前節で述べたような 2階微分の差
分 (1.5.34)を使うと、式 (1.5.15)は注目するグリッドでの値と隣のグリッドでの値を用いて、

1

δx2
ϕi+1 −

2

δx2
ϕi +

1

δx2
ϕi−1 = 4πGρi (1.5.38)

と表される。ただし、いちばん端のグリッド i = 1, Nx では、境界条件に整合するように左辺の
形を変える。これを全グリッドに渡ってまとめると、

D =



. . .

1/δx2 −2/δx2 1/δx2

1/δx2 −2/δx2 1/δx2

1/δx2 −2/δx2 1/δx2

. . .


, ϕ⃗ =



ϕ1
...

ϕi−1

ϕi
ϕi+1

...
ϕNx


, ρ⃗ =



ρ1
...

ρi−1

ρi
ρi+1

...
ρNx


(1.5.39)

という行列と数ベクトルを用いて
Dϕ⃗ = 4πGρ⃗ (1.5.40)

�8 ここで説明している計算方法は有限差分法と呼ばれ、空間微分を差分に置き換えて近似することによって、離
散化をしている。空間の離散化方法として他に用いられるものには、場の量 T (x, t) を適当な有限個の基底関数
ϕi(x) (例えば 1 次元なら三角関数、3 次元球の箱内で解くのなら球面調和関数と適当な r の関数の積など) の重
ね合わせで

T (x, t) =
M∑
i=1

ai(t)ϕi(x)

と表すことにし、M 個の係数 ai(t)についての時間発展方程式を導出したうえで、それを数値的に解かせるとい
う方法がある (スペクトル法)。流体の数値計算手法には、他に次のものもある。有限体積法：保存則の形にした
方程式系を、非構造格子上で差分法と似た離散化手法を用いて解く (Versteeg & Malalasekera, 2007)。有限要
素法：弱形式に変形した保存則を、適切な試験関数空間を用いて離散化する (中山司, 2008)。主に非圧縮性流体
向け。不連続ガラーキン法：有限体積法と有限要素法の良いとこどりのような手法 (Hesthaven & Warburton,

2008)。主に圧縮性流体向け。 粒子法：モデルの中で定義した流体粒子をラグランジュ的に追う (後藤仁志,

2018)。格子ボルツマン法：流体の方程式ではなく、セルオートマトン風に簡略したボルツマン方程式 (節 6.2.1)

を解くことで分布関数を計算し、そこから流体の各量を求める (瀬田剛, 2021)。主に非圧縮性流体向け。
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と書ける。よって D の逆行列 D−1 が求まれば、

ϕ⃗ = 4πGD−1ρ⃗ (1.5.41)

というようにして重力ポテンシャルの分布が計算できる。

付録 1.A 正方行列の基礎知識
n × nの行列のことを n次の正方行列と言う。このときの nは次数と呼ばれる。正方行列に

ついての基礎知識は度々必要になるので、ここでまとめる。本付録は 齋藤正彦 (1966), 池辺八
洲彦 et al. (2009) を参考にした。

1.A.1 逆行列
x, y, z についての次のような連立方程式を解きたい。

x+ 2y + z = 1

2x− y + 2z = −2
3x+ 2y − z = −1

(1.A.1)

この連立方程式は

A =

1 2 1
2 −1 2
3 2 −1

 , x⃗ =

xy
z

 , b⃗ =

 1
−2
−1

 (1.A.2)

という行列と数ベクトルを用いて書くと

Ax⃗ = b⃗ (1.A.3)

となる。この連立方程式を解いて 
x = −4/5
y = 4/5

z = 1/5

(1.A.4)

を求めることは、

A−1A = AA−1 = I (1.A.5)

ただし, I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 は単位行列 (1.A.6)

を満たす Aの逆行列

A−1 =

−3/20 1/5 1/4
2/5 −1/5 0
7/20 1/5 −1/4

 (1.A.7)
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を式 (1.A.3)の両辺に左から掛けて、

x⃗ = A−1⃗b (1.A.8)

=

−4/54/5
1/5

 (1.A.9)

を計算することに対応している。
逆行列の性質には次のものがある。

� Aの逆行列が A−1 で B の逆行列が B−1 のとき、AB の逆行列は B−1A−1

1.A.2 行列の正則性
次のような連立方程式を考える。 

x+ 2y + z = 1

2x− y + 2z = −2
2x+ 4y + 2z = 2

(1.A.10)

この連立方程式の 3段目の式は、1段目の式を 2倍したものなので、実質同じ意味の (非独立な)

式である。つまり、変数が 3つあるのに対して独立した式が 2つしかないので、この連立方程
式を満たす (x, y, z)の組をひとつに決定することはできない。このように、独立した式が 2つ
であることは、行列

A =

1 2 1
2 −1 2
2 4 2

 (1.A.11)

の階数が 2であることに対応する。そして、連立方程式の解をひとつに決定できないことは、A
の逆行列が存在しないことに対応する。前節の Aは階数が 3だったので逆行列が存在した。
一般に、階数が次数に等しい正方行列を正則行列と言う。行列 Aが正則であることは、次の

条件のそれぞれと同値である。

� 逆行列 A−1 が存在する
� |A| ̸= 0

� Aの全ての固有値がゼロではない

|A|は Aの行列式と呼ばれるもので、次節で説明する。Aの固有値については節 1.A.4で説
明する。
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1.A.3 行列式と余因子行列
行列式 (determinant,det) を説明するためにいくつかの概念を導入する。行列の横の並びを

行、縦の並びを列と呼ぶ。つまり、行列 Aの i行 j 列目の要素を aij と書くと、行列式は

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.A.12)

と書ける。行列式から、k 番目の行とm番目の列を取り去った行列式を小行列式 Dkm と言う。
例えば、上記の行列式 |A|の小行列式 D21 は

D21 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 a13 · · · a1,n
a32 a33 · · · a3,n
...

...
. . .

...
an,2 an,3 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.A.13)

である。更に、
Akm = (−1)k+mDkm (1.A.14)

を余因子と言う。
行列式について説明する。まず、2次正方行列の行列式は∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 (1.A.15)

である。3次の行列式は余因子展開という操作をして計算される。余因子展開を行うときは、ま
ずどの行 (あるいはどの列)で展開するかを任意に決める。例えば 2行目で展開すると、∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a21A21 + a22A22 + a23A23 (1.A.16)

= −a21
∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣+ a22

∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣− a23 ∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ (1.A.17)

となり、3つの 2次行列式の計算に帰着する。もっと高次の行列式の場合も、余因子展開を繰り
返し行うことで、2次行列式の計算に帰着できる。
行列式の性質には次のものがある�9。

�9 AT は Aの転置行列を指す。a∗ は aの複素共役という意味で用いる。A† は Aの随伴行列、すなわち AT の各
要素を複素共役にした行列である。ATA = I を満たす実行列を直交行列と言い、U†U = UU† = I を満たす行
列をユニタリ行列と言う。
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� 任意の 2つの行 (列)を入れ替えると行列式の符号が変わる。
� ある行 (またはある列)の要素を全て c倍すると行列式が c倍になる。
� 従って行列の要素全てを c倍すると行列式は cn 倍になる。
� ある行 (列)を c倍したものを他の行 (列)に加えても行列式の値は変わらない。
� 行列 Aが正則でない場合は |A| = 0

� |A||B| = |AB|
� |A−1| = 1/|A|
� 行列式は固有値の積 |A| = λ1λ2 · · ·λn
� |AT| = |A|
� 実行列 Aが ATA = I ならば |A| = ±1
� |A†| = |A|∗

� U†U = UU† = I ならば |U |の絶対値は 1

� 正方行列 P が正方行列 A,D を用いて

P =

(
A B
C D

)
(1.A.18)

と表されている。このとき、Aが正則ならば

|P | = |A||D − CA−1B| (1.A.19)

であり、D が正則ならば
|P | = |D||A−BD−1C| (1.A.20)

である。

余因子に関係ある概念として、余因子行列について説明する。行列 A の k 行 m 列目を取り
去って得られた余因子を Akm と書くとき、i 行 j 列目の成分が Aji となるような行列 Ã を A

の余因子行列と言う。添え字の順番に注意して欲しい�10。例えば Aが 2次正方行列

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
(1.A.21)

の場合、Ãは
Ã =

(
a22 −a12
−a21 a11

)
(1.A.22)

となる。余因子行列には次のような性質がある。

�10 日本語の「余因子行列」はこのように、余因子を並べて転置をとった行列として定義されるのが普通である。こ
れは英用語の”adjugate matrix”に相当する。一方で英用語の”cofactor matrix”は、転置をとらずに (i, j 成分
が i, j 余因子であるとして)定義された行列を指す。
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� 余因子行列 Ãを Aの行列式 |A|(̸= 0)で割ったものは、Aの逆行列である。

ÃA = AÃ = |A|I (1.A.23)

� Aが n次正則行列 (|A| ̸= 0)の場合、余因子行列 Ãの行列式は

|Ã| = |A|n−1 (1.A.24)

である。
� Aが対称行列の場合、余因子行列 Ãも対称行列である。
� Aの行列式 |A|を Aの n2 個の成分の関数として見たとき、|A|を Aの i行 j 列成分
aij で偏微分したものを並べた行列は、余因子行列 Ãを転置した行列に一致する。

∂|A|
∂aij

= (Ã)ji (1.A.25)

1.A.4 固有値と固有ベクトル
一般に、n次正方行列は固有値というものを n個持つ。行列の階数がmの場合は、固有値の

うちの (n −m)個はゼロである。以下では正則行列に限って話を進める。正則行列の場合、固
有値はゼロでない。とある n次正則行列 Aの固有値が λ1, λ2, ..., λn だった場合、それぞれの固
有値 λi に対して、

Ax⃗i = λix⃗i (1.A.26)

を満たすゼロでない数ベクトル x⃗i が存在する。これを固有値 λi に対する固有ベクトルと言う。
逆に固有値以外の複素数に対してはこのような関係を満たす数ベクトルは存在しない。例えば、

A =

1 2 1
2 −1 2
3 2 −1

 (1.A.27)

という行列の固有値は、

λ1 =

√
41 + 1

2
, λ2 = −2, λ3 = −

√
41− 1

2
(1.A.28)

45 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.A 正方行列の基礎知識

の 3つである�11。値の大きい順に並べた。この場合は固有値が全部実数だが、一般には複素数
となる。それぞれの固有値 λi に対する固有ベクトルは

x⃗1 =

 1

(
√
41− 3)/4

1

 , x⃗2 =

 1
−4/3
−1/3

 , x⃗3 =

 1

−(
√
41 + 3)/4
1

 (1.A.29)

である。実際に計算してみると式 (1.A.26)の関係を満たすことが分かる。上記の固有ベクトル
の定数倍のベクトルもまた、同じ固有値に対する固有ベクトルである。
次のような行列 B を考える。

B =

3 2 4
2 0 2
4 2 3

 (1.A.30)

この行列の固有値は次の通りである。

λ1 = 8, λ2 = −1, λ3 = −1 (1.A.31)

λ2, λ3 は同じ値になっている。このように、複数の固有値が同じ値になることを縮退と言う。上
記の場合、「固有値 −1は縮退していて、その縮退度 (重複度)は 2である」と表現される。固有
値 8に対する固有ベクトルは

x⃗ =

2
1
2

 (1.A.32)

とその定数倍のベクトルである。一方で、固有値 −1の固有ベクトルは、例えば

x⃗2 =

 1
−2
0

 , x⃗3 =

 0
−2
1

 (1.A.33)

という 2つの線形独立�12なベクトルが見つかる。すると、この 2つのベクトルの任意の線形結
合

αx⃗2 + βx⃗3 (1.A.34)

�11 一般に n次正方行列 Aの固有値は、特性方程式
|A− λI| = 0

の解になる。前節で説明した方法でこの式を計算すると、λについての n次方程式に帰着するので、重解もその
重複度を数えることにすると、固有値 λ が n 個求まる。例えば付録 1.D.4 でも固有値の概念を用いることにな
るが、実用の場合は 1000 次やもっと高次の行列の固有値や固有ベクトルを、コンピューターを使って数値的に
求めることになる。

�12 一般にベクトルの組 {x⃗1, x⃗2, ..., x⃗k}を考えたとき、組の中のどのベクトルも他のベクトルの線形結合で
x⃗1 = αx⃗2 + βx⃗3 + ...

というように表せない場合、このベクトルの組は互いに線形独立であると言う。
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も、固有値 −1に対する固有ベクトルとなる。
次に、

C =

 1 2 2
0 2 1
−1 2 2

 (1.A.35)

という行列 C を考える。この行列の固有値は 1と 2(縮退度 2)である。固有値 1に対する固有
ベクトルは

x⃗ =

 1
1
−1

 (1.A.36)

とその定数倍のベクトルである。固有値 2に対する固有ベクトルは、

x⃗ =

2
1
0

 (1.A.37)

とその定数倍のベクトルだけである。
まとめると、ある固有値が縮退している場合、その固有値に対する固有ベクトルは最大で縮退

度の数だけの線形独立な組が見つかる (B の場合) が、縮退度より小さい数の組しか存在しない
こと (C の場合) もある。線形独立な組が見つかった場合は、それらの任意の線形結合もまた、
その固有値に対する固有ベクトルである。異なる値の固有値に対する固有ベクトルは互いに線
形独立である。
固有値や固有ベクトルの性質には次のようなものがある。

� (既に述べたが)行列式は固有値の積である。|A| = λ1λ2 · · ·λn
� トレース (行列の対角成分の和)は固有値の総和に等しい。
� Aの逆行列 A−1 が存在する場合、Aの固有値のひとつ λに対する固有ベクトル x⃗は、
A−1 の固有ベクトルでもあり、この固有ベクトルに対応する A−1 の固有値は 1/λで
ある。

� 転置行列 (AT)の固有値はもとの行列 Aの固有値でもある。
� 実対称行列 (AT = Aで各成分が全て実数の行列 A)の固有値は実数であり、異なる値
の固有値に対する固有ベクトルは直交する。

� 実対称行列の場合、固有値に縮退があった場合でも必ず縮退度の数だけの線形独立な
組の固有ベクトルが見つかるので、任意の実対称行列の固有ベクトルによって n次元
ベクトル空間の正規直交基底を構成することができる。

� 直交行列 (ATA = I を満たす実行列 A)の固有値は ±1である。
� 随伴行列 A† の固有値は Aの固有値の複素共役である。
� 正規行列 (A†A = AA† を満たす行列 A)の異なる固有値に対する固有ベクトルは直交
する。
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� エルミート行列 (H† = H を満たす行列 H)の固有値は実数である。
� ユニタリ行列 (U†U = UU† = I を満たす行列 U) の固有値は絶対値が 1 の複素数で
ある。

� 実対称行列 A、またはエルミート行列 H について、全ての固有値が正であるものを
正定値行列、全ての固有値が非負であるものを半正定値行列と言う。正定値の実対称
行列は、ゼロでない任意の実縦数ベクトル v⃗ に対する二次形式 v⃗TAv⃗ が正になる。半
正定値の場合は非負になる。正定値または半正定値のエルミート行列の場合は、複素
縦数ベクトル v⃗ に対する二次形式 v⃗†Hv⃗ が同じ性質を満たす。

1.A.5 対角化とジョルダン標準形
対角化
正則行列 Aの固有値を λ1, λ2, ..., λn とする。前節の A,B のような場合において、各固有値

に対する固有ベクトル x⃗1, x⃗2, ..., x⃗n を横に並べた行列

P = (x⃗1, x⃗2, ..., x⃗n) (1.A.38)

を考える。例えば λ2 と λ3 が縮退している場合は、線形独立な任意の 2 つの固有ベクトルを
x⃗2, x⃗3 とする。このとき、

P−1AP =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

 (1.A.39)

となる。この操作のことを対角化と言う。前節の C のような場合は対角化ができない。逆に表
すと

A = P


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

P−1 (1.A.40)

となる。
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行列 Aを対角化したときの対角行列を D と書くことにすると、行列 Aの階乗は
Ak = AA...A (1.A.41)

= PDP−1PDP−1P ...P−1PDP−1 (1.A.42)

= PDkP−1 (1.A.43)

= P


λk1 0 · · · 0
0 λk2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λkn

P−1 (1.A.44)

と書ける。

ジョルダン標準形
一般に、ある正則行列 P が存在して、正方行列 A を

P−1AP = B (1.A.45)

と変換できるとき、A と B は相似であると言い、この変換を相似変換と言う。
前節の C のように、固有値の縮退度の数だけ固有ベクトルを持たない行列は、対角行列と相

似ではない (対角化できない)。しかし、任意の正方行列に対し、対角行列を一般化したジョル
ダン標準形というものを考えることができる。
まず、次の形の k 次正方行列を考える。

J(λ, k) =



λ 1 0 · · · · · · 0
0 λ 1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · · · · 0 λ 1
0 · · · · · · · · · 0 λ


(1.A.46)

特に、

J(λ, 1) = (λ), J(λ, 2) =

(
λ 1
0 λ

)
, J(λ, 3) =

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

 (1.A.47)

である。これを固有値 λ に対する k 次のジョルダン細胞と言う。様々な固有値に対するジョル
ダン細胞を対角に並べた次の n 次正方行列をジョルダン行列と言う。

J =


J(λ1, k1) 0 · · · 0

0 J(λ2, k2) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0 J(λs, ks)

 ,
s∑
i=1

ki = n (1.A.48)

各々の λi の中には、互いに等しいものもあるかもしれない。このとき、次の定理が言える。
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� 任意の正方行列 A に対して、それに相似なジョルダン行列 J が (ジョルダン細胞の並べ
方の任意性を除いて) 唯一つ存在する。

このときの J を A のジョルダン標準形と言う。同じジョルダン標準形を持つ行列は、互いに相
似である。特に、対角化可能な行列のジョルダン標準形は、上で述べた対角行列である。

変換行列について
ある n 次正方行列 A が、正則行列 P によって、ジョルダン細胞に相似変換されたとする。

P−1AP = J(λ, n) ←→ AP = PJ(λ, n) (1.A.49)

変換行列 P の k 番目の列ベクトルを x⃗k と書く。

P = (x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n) (1.A.50)

このとき、式 (1.A.49) を具体的に書き下すことで、次の関係が言える。

Ax⃗1 = λx⃗1 (1.A.51)

Ax⃗k = x⃗k−1 + λx⃗k (k = 2, 3, ..., n) (1.A.52)

つまり、x⃗1 は A の固有値 λ に対する固有ベクトルである。ジョルダン標準形が複数のジョル
ダン細胞から成る場合は、それぞれの細胞に対してこのことが成り立つ。逆に言うと、A の固有
ベクトルが縮退度の数だけ求まらなかった場合、それぞれの固有ベクトルに対して式 (1.A.52)

の関係を満たすベクトルを逐次探索し、見つかったものを並べることで、変換行列 P が求まる。
A が与えられたときに、そのジョルダン標準形がいくつの細胞から成るのかを考察する際に

は、次の定理が役に立つ。

� 固有時 λ に対する次数 k 以上のジョルダン細胞の個数は

rank[(A− λI)k−1]− rank[(A− λI)k] (1.A.53)

である。

ここで、rank はその行列の階数を指し、rank[(A− λI)0] は A の次数に等しい。

1.A.6 行列指数関数
n次正方行列 Aの指数関数 exp (A)は、普通の指数関数のテイラー展開に倣って次のように

定義される。
exp(A) =

∞∑
k=0

1

k!
Ak (1.A.54)
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つまり、exp(A)もまた n次正方行列である。単位行列を I、ゼロ行列を 0と書くと、次のよう
な性質がある。

� exp(0) = I

� exp(aX) exp(bX) = exp[(a+ b)X]

� exp(X) exp(−X) = I

� XY = Y X ならば exp(X) exp(Y ) = exp(Y ) exp(X) = exp(X + Y )

� Y が正則ならば exp(Y XY −1) = Y exp(X)Y −1

� exp(XT) = [exp(X)]T

� exp(X†) = [exp(X)]†

� | exp(X)| = exp(Tr[X]) (Tr はトレースの意)

� X が定数行列のとき、[exp(tX)]′ = X exp(tX)

対角化可能な行列の場合
t を任意の実数とする。5番目の性質より、D = P−1AP と対角化可能な行列 Aに対しては

exp(tA) = PP−1 exp(tA)PP−1 (1.A.55)

= P exp(tP−1AP )P−1 (1.A.56)

= P exp(tD)P−1 (1.A.57)

= P

(
I + tD +

t2

2!
D2 + ...

)
P−1 (1.A.58)

= P


1 + tλ1 + t2λ21/2! + ... 0 · · ·

0 1 + tλ2 + t2λ22/2! + ... · · ·
...

...
. . .

0 0 · · ·

P−1 (1.A.59)

= P


exp(tλ1) 0 · · · 0

0 exp(tλ2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · exp(tλn)

P−1 (1.A.60)

となることが分かる。また Aと exp(A)が同じ行列 P によって対角化されていることから、次
のことも言える。

� Aの固有値 λi に対する固有ベクトルは exp(A)の固有ベクトルでもあり、それに対する
exp(A)の固有値は exp(λi)である。
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対角化不可能な行列の場合
対角化不可能な行列 A に対する exp(tA) は、ジョルダン標準形を利用することで、次のよう

に計算できる。
P−1AP = J とジョルダン標準形に変換できる場合、

exp(tA) = P exp(tJ)P−1 (1.A.61)

= P


exp[tJ(λ1, k1)]

exp[tJ(λ2, k2)]
. . .

exp[tJ(λs, ks)]

P−1 (1.A.62)

となるので、各々のジョルダン細胞の指数関数を計算する問題に帰着する。ジョルダン細胞は
次のように分解できる�13。

J(λ, k) = λI +N, Nk = 0 (1.A.63)

単位行列は全ての行列と可換なことに注意すると、上述した指数関数の 4 番目の性質が使える。
また、N の指数関数は有限和で表される。よって、次のように計算できる。

exp[tJ(λ, k)] = exp(tλI) exp(tN) (1.A.64)

= exp(tλ)

k−1∑
m=0

tm

m!
Nm (1.A.65)

= exp(tλ)



1 t t2/2! t3/3! · · · tk−1/(k − 1)!

0 1 t t2/2!
. . . tk−2/(k − 2)!

...
. . .

. . .
. . .

. . .
...

. . .
. . . t2/2!

0 · · · · · · 0 1 t
0 · · · · · · · · · 0 1


(1.A.66)

エルミート行列について
上述した指数関数の 4番目と 7番目の性質より、H がエルミート行列 (H = H†)ならば

exp(iH)[exp(iH)]† = exp(iH) exp(−iH†) (1.A.67)

= exp[i(H −H†)] (1.A.68)

= I (1.A.69)

�13 この式の N のように、Ak = 0 となる有限の k が存在する行列をべき零行列と言う。ある行列がべき零行列で
ある必要十分条件は、固有値が全てゼロであること。
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となり�14、exp(iH) はユニタリ行列であることが分かる。逆に任意のユニタリ行列 (U†U =

UU† = I)は、その U に対して
U = exp(iH) (1.A.70)

となるようなエルミート行列を持つことが少しの考察から分かる。このことは付録 5.Bで説明
する量子力学において重要になるので、次節で詳しく説明する。

1.A.7 エルミート行列とユニタリ行列
先ほどから度々出てきているが、エルミート行列 H とは

H = H† (1.A.71)

を満たす行列である。ただし、H† は H の成分の複素共役をとって転置した行列で、H の随伴
行列と呼ばれる。一方で、ユニタリ行列とは

U†U = I (1.A.72)

を満たす行列である。例えば

H =

(
2 1 + i

1− i 1

)
, U =

1√
2

(
1 1
−i i

)
(1.A.73)

はそれぞれエルミート行列、ユニタリ行列である。エルミート行列H とユニタリ行列 U はぞれ
ぞれ次のような性質を持つ。

� H†H = HH†

� 任意の縦数ベクトル x⃗, y⃗ に対して (Hx⃗, y⃗) = (x⃗,Hy⃗)�15

� H の固有値は全て実数である。
� H の異なる固有値に対する固有ベクトルは互いに直交する。
� 2つのエルミート行列 A,B が可換 (AB = BA)ならば、Aの固有ベクトルは B の固
有ベクトルでもある。

� 任意の縦数ベクトルに対して (Ux⃗, Uy⃗) = (x⃗, y⃗)

� 従って任意の縦数ベクトル x⃗に対して |Ux⃗| = |x⃗|�16
� U の列ベクトル u⃗1, u⃗2, ..., u⃗n は正規直交基底をなす�17。

�14 任意のエルミート行列は正規行列 (HH† = H†H)なので、4番目の性質が適用できる。
�15 縦数ベクトル x⃗, y⃗ に対して、x⃗の成分の複素共役をとって横向きにしたものを y⃗ の左から乗じた複素数を x⃗と y⃗

の内積と言い、(x⃗, y⃗)と書く。一般には正方行列 Aに対して (Ax⃗, y⃗) = (x⃗, A†y⃗)となる。
�16 縦数ベクトル x⃗のノルムは |x⃗| =

√
(x⃗, x⃗)と定義される。

�17 つまり、u⃗i は互いに直交し、そのノルムは全て 1で、n次元の任意の縦数ベクトルは u⃗i の 1次結合で表すこと
ができる。
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AA† = A†Aを満たす行列を正規行列と言うが、既に述べたように、エルミート行列もユニタ
リ行列も正規行列である。正規行列には次のような性質がある。

� 正規行列 A はユニタリ行列 U によって対角化できる。つまり U−1AU が対角行列とな
るようなユニタリ行列 U が存在する。

つまり、あるユニタリ行列 U を考えると、別のユニタリ行列 V を使って D = V −1UV と対
角化できる。このときの対角行列 D もまたユニタリ行列であることは少しの計算から分かる。
つまり

D†D =


|λ1|2 0 · · · 0
0 |λ2|2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · |λn|2

 = I (1.A.74)

なので、実数 θ1, θ2, ..., θn を使って

D =


exp(iθ1) 0 · · · 0

0 exp(iθ2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · exp(iθn)

 = exp(iΘ) (1.A.75)

と表せる。よって

U = V DV −1 (1.A.76)

= V exp(iΘ)V −1 (1.A.77)

= exp(iVΘV −1) (1.A.78)

= exp(iH) (1.A.79)

となる。ここで新たに導入した行列 H = VΘV −1 は

H† = (VΘV −1)† (1.A.80)

= (V −1)†Θ†V † (1.A.81)

= VΘV −1 (1.A.82)

= H (1.A.83)

を満たすのでエルミート行列だと分かる。

付録 1.B ベクトル場とテンソル場
デカルト座標や極座標、円筒座標で定義されるベクトル場やテンソル場とは、どのような量で

あるのかについて説明する。ただし、この付録では、基底の回転変換に対する変換性によって定
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義されるベクトルやテンソルについて説明する。非相対論的な議論においてそう呼ばれる量は
普通、この付録で説明している量のことを指す。対して、一般座標変換に対する変換性によって
定義される相対論的な意味でのテンソルについては節 7.1 で説明する。第 2 章以降様々な偏微
分方程式が出てくるが、それらの方程式を円筒座標や極座標で書き下すときには、空間微分の
形がデカルト座標とは異なる。これらの座標系でのベクトルやテンソルの微分をどのようにし
て考えれば良いのかについても説明する。最後に実際の空間微分の形を公式集としてまとめる。
行列の基礎知識については適宜付録 1.Aも参考にして欲しい。

1.B.1 ベクトル場の変換性
円筒座標 (r, ϕ, z)、極座標 (r, θ, ϕ)とは、デカルト座標 (x, y, z)とそれぞれ次のような関係に

ある座標系である。

円筒座標


x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = z

(1.B.1)

極座標


x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

(1.B.2)

これらの座標系での基底�18とデカルト座標の基底の間には、

円筒座標


r̂ = cosϕx̂+ sinϕŷ

ϕ̂ = − sinϕx̂+ cosϕŷ

ẑ = ẑ

(1.B.3)

極座標


r̂ = sin θ cosϕx̂+ sin θ sinϕŷ + cos θẑ

θ̂ = cos θ cosϕx̂+ cos θ sinϕŷ − sin θẑ

ϕ̂ = − sin θx̂+ cos θŷ

(1.B.4)

という関係がある。円筒座標や極座標の基底は考える点によって向きが異なるが、各点におい
て各基本ベクトルは互いに直交する。このような座標系を直交曲線座標と言う。直交曲線座標
の基底は各点において、デカルト座標の基底を適切な向きに回転させることで得られる。つま
り、式 (1.B.4)は

R−1 = RT, |R| = 1 (1.B.5)

�18 ここで基底の定義を求めると話がややこしくなる。第 7 章以外では次のようなベクトルの組を基底と呼ぶ。例
えば極座標のある点で θ が増える方向を向いた単位ベクトルを θ 方向の基本ベクトル θ̂ と呼んだ場合、各座標
r, θ, ϕ方向を向いた基本ベクトルの組 {r̂, θ̂, ϕ̂}が基底である。これは極座標や円筒座標においては、第 7章で
考える基底とは異なる概念であることに注意が必要である (518ページの脚注も参照)。
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を満たすような回転行列 Rと横配列を用いて(
r̂ θ̂ ϕ̂

)
=
(
x̂ ŷ ẑ

)
R (1.B.6)

と表される。R は考える点によって異なる成分を持つ。以後デカルト座標から極座標への変換
を例に話を進めるが、円筒座標への変換や、座標軸の向きが異なるデカルト座標への変換などで
も同様のことが言える。
ベクトル場Qを成分表示するとは、各点において

Q =
(
x̂ ŷ ẑ

)QxQy
Qz

 (1.B.7)

というように、基底で展開することを意味する。式 (1.B.6)より

Q =
(
r̂ θ̂ ϕ̂

)QrQθ
Qϕ

 =
(
x̂ ŷ ẑ

)
R

QrQθ
Qϕ

 (1.B.8)

と書け、右辺はデカルト座標での成分表示に他ならないので、Qの成分は各点においてQrQθ
Qϕ

 = RT

QxQy
Qz

 (1.B.9)

と変換することが分かる。逆に、基底の回転変換に対してこのような変換性を持つ量がベクト
ル場であると言うこともできる。
2つのベクトル場 U ,V の内積とは、同じ点で 2つのベクトル場を成分表示したときに、

U · V = UiVjx̂i · x̂j (1.B.10)

= UiVjδij (1.B.11)

=
(
Ux Uy Uz

)VxVy
Vz

 (1.B.12)

と計算される量である。

(
Ur Uθ Uϕ

)VrVθ
Vϕ

 =
(
Ux Uy Uz

)
RRT

VxVy
Vz

 =
(
Ux Uy Uz

)VxVy
Vz

 (1.B.13)

という関係より、内積は上述の回転変換において不変であることが分かる。このことから、2つ
のベクトル場の内積は、同じ点を考える限り値が座標系に依らない量 (スカラー場)であること
が保証される。
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極性と軸性
上述したように、基底 (座標系) の回転に対して成分が式 (1.B.9)のように変換される量をベ

クトルと呼ぶ。ベクトルは更に、基底の反転に対する変換性によって極性ベクトルと軸性ベク
トルに分類される。ある点 P での速度場 v(P )をデカルト座標で

v = vxx̂+ vyŷ + vzẑ (1.B.14)

と成分表示する。基底を反転 (x̂′ = −x̂, ŷ′ = −ŷ, ẑ′ = −ẑ) させるような変換�19を施したと
き、速度場の成分は

v′x = −vx, v′y = −vy, v′z = −vz (1.B.15)

と変換される。そのような変換によって、ベクトルとしての速度場は不変である�20。

v′ = v′xx̂
′ + v′yŷ

′ + v′zẑ
′ (1.B.16)

= −vx(−x̂)− vy(−ŷ)− vz(−ẑ) (1.B.17)

= v (1.B.18)

空間反転に対してこのような変換性を持つベクトルを極性ベクトル (polar vector) という。他
には、位置ベクトルや電流密度、電場も極性ベクトルである�21。
対して、磁場B は基底の反転に対して成分が不変である。

B′
x = Bx, B′

y = By, B′
z = Bz (1.B.19)

つまり、ベクトルとしての磁場は変換に伴って反転する。

B′ = B′
xx̂

′ +B′
yŷ

′ +B′
zẑ

′ (1.B.20)

= Bx(−x̂) +By(−ŷ) +Bz(−ẑ) (1.B.21)

= −B (1.B.22)

このような変換性を持つベクトルを軸性ベクトル (axial vector) あるいは擬ベクトル (pseudo

vector) という。このことは次のように考えるとある程度納得できる。変換前の座標系 (x, y, z)

を右手系にとっていた場合、反転後の座標系 (x′, y′, z′)は左手系になる。つまり、外積の向きを
調べる際に用いられる右ねじの法則 (フレミングの左手の法則) は左ねじの法則 (右手の法則)

に変化する。ここで、ローレンツ力 (2.5.11) を考える。

f = j ×B (1.B.23)

�19 今の場合は x′ = −x, y′ = −y, z′ = −z という変換がこれに該当する。
�20 座標変換によって点 P を表す座標値は変化する。同じ座標値ではなく、同じ点 P での速度場を比較しているこ
とに注意を要する。

�21 電流は各粒子の速度にその粒子の電荷を乗じて単位体積あたりで合計した量∑a qava である。速度が極性ベク
トルであることと、電荷が空間反転に対して不変である (スカラーである) ことを認めれば、電流も極性ベクトル
であることが分かる。電場については、以下で述べるローレンツ力の考察を同様に行うことで、極性ベクトルと
考えればつじつまが合うことが分かる。

57 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.B ベクトル場とテンソル場

図 1.10 極座標の基底と局所直交座標系

力 (加速度) は速度と同様に極性ベクトルであり、電流も極性ベクトルである。しかし、外積の
向きが反転するため、上式を不変にするためには磁場が反転しなければならない。他には、角運
動量 (角速度) も軸性ベクトルである。
座標系には常に右手系の直交曲線座標を選ぶという約束の下で、極性ベクトルと軸性ベクト

ルは空間座標の変換に対して同様に振舞う。ただし、ガリレイ変換に対する変換性は各々の場
によって異なる。

1.B.2 局所直交座標
直交曲線座標では、r = 0の点や極座標の θ = 0, π の点以外の任意の点においてその点の近

傍のみに注目すると、その点での直交曲線座標の基底と同じ基底を持つ直交座標を考えること
ができる。このような、注目する点の周りだけで考える直交座標を局所直交座標と言う。ある
点での局所直交座標に沿った空間微分を考える。例えば、極座標でベクトル場

Q(r, θ, ϕ) = Qr(r, θ, ϕ)r̂ +Qθ(r, θ, ϕ)θ̂ +Qϕ(r, θ, ϕ)ϕ̂ (1.B.24)

を考えているとする。ある点でのベクトル場の θ成分 Qθ に対し、この点での局所直交座標の θ̂

方向への微分を求めたいとき、単に

lim
dθ→0

Qθ(r, θ + dθ, ϕ)−Qθ(r, θ, ϕ)
rdθ

=
1

r

∂Qθ
∂θ

(1.B.25)

というように偏微分を計算してはならない。なぜなら、図 1.10 のように、dθ だけずれた先で
は、極座標の基底が最初の点での局所直交座標の基底と違う向きになっているからである。こ
の基底の変化分を補正する必要がある。この場合、

Qθ|θ =
1

r

∂Qθ
∂θ
−Q ·

(
1

r

∂θ̂

∂θ

)
(1.B.26)
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というように、θ̂ の偏微分と Qの内積を使って補正することができる。成分 Qi の ĵ 方向への
局所直交座標に沿った微分という意味で Qi|j という表式を用いることにする。式 (1.B.4)より、

∂θ̂

∂θ
= − sin θ cosϕx̂− sin θ sinϕŷ − cos θẑ (1.B.27)

= −r̂ (1.B.28)

となることが分かるので、

Qθ|θ =
1

r

∂Qθ
∂θ
−Q ·

(
− r̂

r

)
(1.B.29)

=
1

r

∂Qθ
∂θ

+
Qr
r

(1.B.30)

となる。各座標系の基本ベクトルの偏微分のリストを載せる。

円筒座標
{
∂r̂/∂ϕ = ϕ̂, ∂ϕ̂/∂ϕ = −r̂,
他の組み合わせについてはゼロ (1.B.31)

極座標


∂r̂/∂r = 0, ∂r̂/∂θ = θ̂, ∂r̂/∂ϕ = sin θϕ̂

∂θ̂/∂r = 0, ∂θ̂/∂θ = −r̂, ∂θ̂/∂ϕ = cos θϕ̂

∂ϕ̂/∂r = 0, ∂ϕ̂/∂θ = 0, ∂ϕ̂/∂ϕ = − sin θr̂ − cos θθ̂

(1.B.32)

このリストを使うと、例えば極座標での Qθ の ϕ̂方向への局所直交座標に沿った微分は

Qθ|ϕ =
1

r sin θ

∂Qθ
∂ϕ
−Q ·

(
1

r sin θ

∂θ̂

∂ϕ

)
(1.B.33)

=
1

r sin θ

∂Qθ
∂ϕ
−Q ·

(
cos θϕ̂

r sin θ

)
(1.B.34)

=
1

r sin θ

∂Qθ
∂ϕ
− Qϕ cos θ

r sin θ
(1.B.35)

というように計算できる。このような微分を考えるとどのような利点があるのかは次節で説明
する。

1.B.3 ベクトル場の微分
前節で局所直交座標での微分を新たに考えた。この微分を使えば、ベクトル場の空間微分を

デカルト座標と同じようにして、各座標の成分で書き下すことができる。例えば、極座標での発
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散や、回転の r 成分は、

∇ ·Q = Qr|r +Qθ|θ +Qϕ|ϕ (1.B.36)

=
∂Qr
∂r

+

(
1

r

∂Qθ
∂θ

+
Qr
r

)
+

(
1

r sin θ

∂Qϕ
∂ϕ

+
Qr
r

+
Qθ cos θ

r sin θ

)
(1.B.37)

=
1

r2
∂

∂r
(r2Qr) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θQθ) +

1

r sin θ

∂Qϕ
∂ϕ

(1.B.38)

(∇×Q) · r̂ = Qϕ|θ −Qθ|ϕ (1.B.39)

=
1

r

∂Qϕ
∂θ
−
(

1

r sin θ

∂Qθ
∂ϕ
− Qϕ cos θ

r sin θ

)
(1.B.40)

=
1

r sin θ

{
∂

∂θ
(Qϕ sin θ)−

∂Qθ
∂ϕ

}
(1.B.41)

というように、デカルト座標での形式において、偏微分を局所直交座標に沿った微分で置き換え
るようにして求まる。

1.B.4 テンソル場の変換性
まず、テンソル積を説明する。ベクトル a, bに対して、

a⊗ b =

a1b1 a1b2 a1b3
a2b1 a2b2 a2b3
a3b1 a3b2 a3b3

 (1.B.42)

という 2階テンソルを a, bのテンソル積と呼ぶ。右辺はデカルト座標で成分表示したものであ
る。テンソル積は一般に可換ではない。座標系に依存しない導入の仕方をすると、

(a⊗ b) · c = (b · c)a (1.B.43)

c · (a⊗ b) = (c · a)b (1.B.44)

を満たすような 2階テンソル、という説明になる。テンソル積のことを外積と呼ぶ文献もある
が、本書では外積はクロス積の意味で用いる。2階テンソルとベクトルのドット積 (縮約)はベ
クトルを返す演算だが、上式のように一般には可換ではないことに注意が必要である。
2階テンソル場 Tを成分表示するとは、各点において

T = T11x̂⊗ x̂+ T12x̂⊗ ŷ + T13x̂⊗ ẑ

+ T21ŷ ⊗ x̂+ T22ŷ ⊗ ŷ + T23ŷ ⊗ ẑ

+ T31ẑ ⊗ x̂+ T32ẑ ⊗ ŷ + T33ẑ ⊗ ẑ (1.B.45)

= Tijx̂i ⊗ x̂j (1.B.46)

というように、基底のテンソル積で展開することを意味する。節 1.B.1で導入した基底の回転変
換行列 Rの i行 j 列成分を Rij と書き、極座標の基底を (r̂, θ̂, ϕ̂) = (r̂1, r̂2, r̂3)と書くことに
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する。基底のテンソル積は各点において次のように変換する。

r̂i ⊗ r̂j = RkiRljx̂k ⊗ x̂l (1.B.47)

テンソル Tの極座標での成分を T̃ij と書くことにすると、

T = T̃ij r̂i ⊗ r̂j = T̃ijRkiRljx̂k ⊗ x̂l (1.B.48)

と書け、右辺がデカルト座標での成分表示に他ならない。つまり、テンソルの成分は

T̃ij = RkiRljTkl (1.B.49)

と変換することが分かる�22。この関係は行列を用いると、T̃rr T̃rθ T̃rϕ
T̃θr T̃θθ T̃θϕ
T̃ϕr T̃ϕθ T̃ϕϕ

 = RT

Txx Txy Txz
Tyx Tyy Tyz
Tzx Tzy Tzz

R (1.B.50)

と書ける。逆に、基底の回転変換に対してこのような変換性を持つ量が 2階テンソル場である
と言うこともできる。
任意の正則行列 P を用いて、正方行列 Aを

A −→ A′ = P−1AP (1.B.51)

と変換することを相似変換と言う。行列の行列式、固有値、トレースはこの相似変換において不
変であるという定理がある。トレースとは、行列の対角成分の和のことである。このことと式
(1.B.50)を考慮すると、行列式、固有値、トレースは、テンソル場が各点において固有に持つ座
標系に依らない量であることが言える�23。また、2階テンソル場 Tとベクトル場Qのドット積
(縮約)は、それぞれの成分を用いて次のように計算できる。

T ·Q = TijQk(x̂i ⊗ x̂j) · x̂k (1.B.52)

= TijQk(x̂j · x̂k)x̂i (1.B.53)

= TijQkδjkx̂i (1.B.54)

= TijQjx̂i (1.B.55)

(同様にして) Q · T = QiTijx̂j (1.B.56)

�22 式 (1.B.48)より
T̃mnRkmRln = Tkl

という関係が分かるが、この式の両辺に RkiRlj を乗じ、回転行列 (直交行列) の性質 RkiRkm = δim を用い
れば計算できる。

�23 対称行列を回転行列によって相似変換した行列は対称行列であるという性質もあるため、対称性もテンソル場が
持つ座標系に依らない性質である。
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また、ベクトルのテンソル積同士の縮約を

(a⊗ b) : (c⊗ d) = (a · c)(b · d) (1.B.57)

と導入することで、2階テンソル場 Tと Sの縮約を次のように計算することもできる。

T : S = TijSkl(x̂i ⊗ x̂j) : (x̂k ⊗ x̂l) (1.B.58)

= TijSkl(x̂i · x̂k)(x̂j · x̂l) (1.B.59)

= TijSklδikδjl (1.B.60)

= TijSij (1.B.61)

1.B.5 テンソル場の微分
例えば極座標において、テンソル場 Tの (r, θ)成分の、局所直交座標に沿った θ 方向への微

分は、以下のようにして計算できる。

Trθ|θ =
1

r

∂Trθ
∂θ
− T :

[
1

r

∂

∂θ
(r̂ ⊗ θ̂)

]
(1.B.62)

ベクトルの時には基本ベクトルの偏微分だったが、テンソルの場合には基本ベクトルのテンソ
ル積の偏微分に置き換わる。この偏微分に関しては、式 (1.B.4)を用いてデカルト座標で成分表
示して計算すると、

∂

∂θ
(r̂ ⊗ θ̂) =

∂r̂

∂θ
⊗ θ̂ + r̂ ⊗ ∂θ̂

∂θ
(1.B.63)

= θ̂ ⊗ θ̂ − r̂ ⊗ r̂ (1.B.64)

というライプニッツ則に従って計算できることが分かる。よって、

Trθ|θ =
1

r

∂Trθ
∂θ
− T :

[
θ̂ ⊗ θ̂ − r̂ ⊗ r̂

r

]
(1.B.65)

=
1

r

∂Trθ
∂θ

+
Trr − Tθθ

r
(1.B.66)

となる。
このようにしてテンソル場の局所直交座標に沿った微分を導入すると、例えばデカルト座標

で書き下した微分方程式に
∂τij
∂xj

(1.B.67)

のような項が出てきた場合、この項は他の座標系では、

(τrr|r + τrθ|θ + τrϕ|ϕ)r̂ + (τθr|r + τθθ|θ + τθϕ|ϕ)θ̂ + (τϕr|r + τϕθ|θ + τϕϕ|ϕ)ϕ̂ (1.B.68)

というように、偏微分を局所直交座標に沿った微分に置き換えることによって書き下せる。
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1.B.6 極座標・円筒座標での空間微分 (公式集)

f はスカラー場、Q,v はベクトル場、Tは対称テンソル場とする。

円筒座標 (r, ϕ, z)

Qr|r =
∂Qr
∂r

, Qr|ϕ =
1

r

∂Qr
∂ϕ
− Qϕ

r
, Qr|z =

∂Qr
∂z

(1.B.69)

Qϕ|r =
∂Qϕ
∂r

, Qϕ|ϕ =
1

r

∂Qϕ
∂ϕ

+
Qr
r
, Qϕ|z =

∂Qϕ
∂z

(1.B.70)

Qz|r =
∂Qz
∂r

, Qz|ϕ =
1

r

∂Qz
∂ϕ

, Qz|z =
∂Qz
∂z

(1.B.71)

∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1

r

∂f

∂ϕ
ϕ̂+

∂f

∂z
ẑ (1.B.72)

∇ ·Q =
1

r

∂

∂r
(rQr) +

1

r

∂Qϕ
∂ϕ

+
∂Qz
∂z

(1.B.73)

∇×Q =

[
1

r

∂Qz
∂ϕ
− ∂Qϕ

∂z

]
r̂ +

[
∂Qr
∂z
− ∂Qz

∂r

]
ϕ̂+

[
1

r

∂

∂r
(rQϕ)−

1

r

∂Qr
∂ϕ

]
ẑ (1.B.74)

∇2f =
1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1

r2
∂2f

∂ϕ2
+
∂2f

∂z2
(1.B.75)

(v · ∇)Q =

[
vr
∂Qr
∂r

+
vϕ
r

∂Qr
∂ϕ

+ vz
∂Qr
∂z
− vϕQϕ

r

]
r̂

+

[
vr
∂Qϕ
∂r

+
vϕ
r

∂Qϕ
∂ϕ

+ vz
∂Qϕ
∂z

+
vϕQr
r

]
ϕ̂

+

[
vr
∂Qz
∂r

+
vϕ
r

∂Qz
∂ϕ

+ vz
∂Qz
∂z

]
ẑ (1.B.76)

∇ · T =

[
∂Trr
∂r

+
1

r

∂Trϕ
∂ϕ

+
∂Trz
∂z

+
Trr − Tϕϕ

r

]
r̂

+

[
∂Trϕ
∂r

+
1

r

∂Tϕϕ
∂ϕ

+
∂Tϕz
∂z

+
2Trϕ
r

]
ϕ̂

+

[
∂Trz
∂r

+
1

r

∂Tϕz
∂ϕ

+
∂Tzz
∂z

+
Trz
r

]
ẑ (1.B.77)
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極座標 (r, θ, ϕ)

Qr|r =
∂Qr
∂r

, Qr|θ =
1

r

∂Qr
∂θ
− Qθ

r
, Qr|ϕ =

1

r sin θ

∂Qr
∂ϕ
− Qϕ

r
(1.B.78)

Qθ|r =
∂Qθ
∂r

, Qθ|θ =
1

r

∂Qθ
∂θ

+
Qr
r
, Qθ|ϕ =

1

r sin θ

∂Qθ
∂ϕ
− Qϕ cot θ

r
(1.B.79)

Qϕ|r =
∂Qϕ
∂r

, Qϕ|θ =
1

r

∂Qϕ
∂θ

, Qϕ|ϕ =
1

r sin θ

∂Qϕ
∂ϕ

+
Qr +Qθ cot θ

r
(1.B.80)

∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1

r

∂f

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂f

∂ϕ
ϕ̂ (1.B.81)

∇ ·Q =
1

r2
∂

∂r
(r2Qr) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(Qθ sin θ) +

1

r sin θ

∂Qϕ
∂ϕ

(1.B.82)

∇×Q =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(Qϕ sin θ)−

∂Qθ
∂ϕ

]
r̂

+

[
1

r sin θ

∂Qr
∂ϕ
− 1

r

∂

∂r
(rQϕ)

]
θ̂

+

[
1

r

∂

∂r
(rQθ)−

1

r

∂Qr
∂θ

]
ϕ̂ (1.B.83)

∇2f =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
(1.B.84)

=
1

r

∂2

∂r2
(rf) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
(1.B.85)

(v · ∇)Q =

[
vr
∂Qr
∂r

+
vθ
r

∂Qr
∂θ

+
vϕ

r sin θ

∂Qr
∂ϕ
− vθQθ + vϕQϕ

r

]
r̂

+

[
vr
∂Qθ
∂r

+
vθ
r

∂Qθ
∂θ

+
vϕ

r sin θ

∂Qθ
∂ϕ

+
vθQr − vϕQϕ cot θ

r

]
θ̂

+

[
vr
∂Qϕ
∂r

+
vθ
r

∂Qϕ
∂θ

+
vϕ

r sin θ

∂Qϕ
∂ϕ

+
vϕ(Qr +Qθ cot θ)

r
+

]
ϕ̂ (1.B.86)

∇ · T =

[
∂Trr
∂r

+
1

r

∂Trθ
∂θ

+
1

r sin θ

∂Trϕ
∂ϕ

+
2Trr − Tθθ − Tϕϕ + Trθ cot θ

r

]
r̂

+

[
∂Trθ
∂r

+
1

r

∂Tθθ
∂θ

+
1

r sin θ

∂Tθϕ
∂ϕ

+
3Trθ + (Tθθ − Tϕϕ) cot θ

r

]
θ̂

+

[
∂Trϕ
∂r

+
1

r

∂Tθϕ
∂θ

+
1

r sin θ

∂Tϕϕ
∂ϕ

+
3Trϕ + 2Tθϕ cot θ

r

]
ϕ̂ (1.B.87)
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付録 1.C 関数の扱い方
流体力学を扱う上で出会うであろう関数の性質や考え方をなるべく実用的な形でまとめた。

流体力学では場の量、すなわち時刻と座標の関数を扱う。物理法則は微分方程式として表現さ
れる。場の量を適切な基底関数の級数として表し、場の量に関する微分方程式を級数の係数に
ついての問題にすり替えることで、問題の見通しが良くなることがある。また、数値計算でもこ
の手法が用いられることがある。節 1.C.2 から 1.C.4 では、そのための基本的な考え方に加え、
基底関数として用いられる各直交関数系の性質をまとめた。節 1.C.6 では波の解析の基本とな
るフーリエ変換について、節 1.C.7では各所に現れるデルタ関数についてまとめた。
本付録は塚田捷 (2003),福山秀敏 & 小形正男 (2003)を参考にした。常微分方程式について

の網羅的な教科書として、坂井秀隆 (2015) を薦める。

1.C.1 簡単な微分方程式の解き方
与えられた微分方程式を定義域内の全ての点 xにおいて満たすような関数 φ(x)を見つけるこ

とを、微分方程式を解くという。微分方程式の一般論を述べた後に、簡単に手で解ける形式の常
微分方程式とその解き方をまとめる。

方程式の分類
常 vs 偏 1 変数関数 φ(x) についての微分方程式を常微分方程式、複数の独立変数の関数

φ(x, y) についての微分方程式を偏微分方程式という。

d2φ

dx2
+ φ = 0 ：常微分方程式 (1.C.1)

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= 0 ：偏微分方程式 (1.C.2)

階数 含まれる微分の階数の最大値をその微分方程式の階数という。

dφ

dx
+ φ = 0 ：1 階 (1.C.3)

d2φ

dx2
+
dφ

dx
+ φ = 0 ：2 階 (1.C.4)

線形 φ1(x)と φ2(x)が解のとき、aφ1(x) + bφ2(x)も解になるような方程式を線形という。
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d2φ

dx2
+
dφ

dx
+ φ = 0 ：線形 (1.C.5)

d2φ

dx2
+ φ

dφ

dx︸︷︷︸
非線形項

+φ = 0 ：非線形 (1.C.6)

斉次 φ,φ′, φ′′, ...を含む項しか持たない方程式を斉次という。

d2φ

dx2
+
dφ

dx
+ φ = 0 ：斉次 (1.C.7)

d2φ

dx2
+
dφ

dx
+ φ = x2︸︷︷︸

非斉次項
：非斉次 (1.C.8)

一般的な性質
� 境界条件 (初期条件) を与えずに、その微分方程式を満たすほとんど全ての関数を表現す
るような解を一般解という�24。1 階常微分方程式の一般解は任意定数を 1 個含み、2 階
常微分方程式の一般解は任意定数を 2 個含む。例えば、2 階常微分方程式

d2φ

dx2
= 0 (1.C.9)

の一般解は、a, bを任意定数として

φ(x) = ax+ b (1.C.10)

である。 2 つの初期条件、例えば φ(0) = 0, φ′(0) = 2 が与えられれば a, b の値が定ま
り、φ(x) = 2xとなる。このときの解を特解という。

� 1 階偏微分方程式の一般解は任意関数を 1 個含み、2 階偏微分方程式は任意関数を 2 個
含む。例えば、φ(x, y)についての 1 階偏微分方程式

∂φ

∂x
− 3

∂φ

∂y
= 0 (1.C.11)

の一般解は、f(x)を任意関数として

φ(x, y) = f(y + 3x) (1.C.12)

�24 一般解では表せない解を特異解という。方程式を解く途中で両辺を未知変数で割った場合などに発生する可能性
がある。初期値問題に対する解の一意性が保証されている方程式の場合、全ての初期値に対応できる一般解が求
まれば、その一般解で表せない解は無いことになる。このため、線形問題で特異解の存在を気にすることは無い
だろう。
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である。初期条件として、例えば y = 0のとき φ = exp(x)と与えられれば任意関数が定
まり、

φ(x, y) = exp(x+ y/3) (1.C.13)

と特解が求まる。
別の例として、φ(t, x)についての 2 階偏微分方程式

1

c2
∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
= 0 (1.C.14)

の一般解は、f(x), g(x)を任意関数として、

φ(t, x) = f(x− ct) + g(x+ ct) (1.C.15)

である。 2 つの初期条件

φ(0, x) = φ0(x),
∂φ

∂t
(0, x) = φ1(x) (1.C.16)

が与えられれば任意関数が定まり、

φ(t, x) =
1

2
[φ0(x− ct) + φ0(x+ ct)] +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
φ1(s)ds (1.C.17)

と特解が求まる。

1 階常微分方程式
変数分離形

dφ

dx
= f(x)g(φ) (1.C.18)

両辺を g(φ)で割って dxで積分することにより、C を任意定数として次の一般解を得る。∫
dφ

g(φ)
=

∫
f(x)dx+ C (1.C.19)

ただし、ある定数 a に対して g(a) = 0 となる場合、定数関数 φ(x) = a も解になること
に注意を要する。

変数分離形に帰着するもの 1
dφ

dx
= f(aφ+ bx+ c) (1.C.20)

u = aφ+ bx+ cと置けば、変数分離形

du

dx
= af(u) + b (1.C.21)

となる。
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変数分離形に帰着するもの 2
dφ

dx
= f

(φ
x

)
(1.C.22)

u = φ/xと置けば、変数分離形

du

dx
=

1

x
[f(u)− u] (1.C.23)

となる。
斉次 & 線形

dφ

dx
+ p(x)φ = 0 (1.C.24)

一般解は、C を任意定数として

φg(x) = C exp

[
−
∫ x

p(t)dt

]
(1.C.25)

と書ける。
非斉次 & 線形

dφ

dx
+ p(x)φ+ q(x) = 0 (1.C.26)

方程式を満たす特解 φp(x)を何か 1 つ見つければ、それに上で述べた斉次方程式の一般
解 φg(x)を加えた

φ(x) = φg(x) + φp(x) (1.C.27)

が非斉次方程式の一般解になる。特解の見つけ方について、例えば q(x) = sin(2x)なら
ば φp(x) = A sin(2x) +B cos(2x)、あるいは q(x) = x2 ならば φp(x) = Ax2 +Bx+C

というように、関連する関数系を適当に仮定して代入し、定数を決定することで求まる
かもしれない (代入法)。別の方法として、斉次方程式の一般解 φg(x) の定数 C を関数
C(x)に置き換えたものを代入すると、決定できるかもしれない (定数変化法)。

2 階常微分方程式
斉次 & 線形 & 定数係数

d2φ

dx2
+ 2p

dφ

dx
+ qφ = 0 (1.C.28)

λを複素数として、φ(x) = exp(λx)の形を仮定することで求められる。これを代入する
と、次の特性方程式を得る。

λ2 + 2pλ+ q = 0 (1.C.29)

この解は
λ± = −p±

√
p2 − q (1.C.30)
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であるが、微分方程式の解は特性方程式の判別式の符号によって場合分けされ、次のよう
になる。

φ(x) =


A exp(λ+x) +B exp(λ−x) (p2 > q)

A exp(−px) +Bx exp(−px) (p2 = q)

[A cos(
√
q − p2x) +B sin(

√
q − p2x)] exp(−px) (p2 < q)

(1.C.31)

非斉次 & 線形 & 定数係数
d2φ

dx2
+ 2p

dφ

dx
+ qφ+ r(x) = 0 (1.C.32)

この方程式を満たす特解が何か 1 つ見つかれば、その解に上で述べた斉次方程式の一般
解を加えたものが、非斉次方程式の一般解になる。特解の見つけ方については、1 階常微
分方程式の項で述べたように、代入法と定数変化法がある。

連立微分方程式
斉次 & 線形 & 定数係数

d

dx
φ⃗ = Aφ⃗ (1.C.33)

φ⃗ =


φ1(x)
φ2(x)

...
φn(x)

 , A = 定数の n次正方行列 (1.C.34)

任意の n 階 & 斉次 & 線形 & 定数係数の微分方程式は、新たな変数を導入することで、
この形の n 元連立方程式に帰着する。一般解は任意定数を n 個持つ。形式的に積分する
と、C⃗ = (C1, C2, ..., Cn)

T を任意定数として、

φ⃗(x) = exp(xA)C⃗ (1.C.35)

となる。よって、付録 1.A.6 の方法によって指数関数行列 exp(xA) が計算できれば、一
般解が求まる。

非斉次 & 線形 & 定数係数
d

dx
φ⃗ = Aφ⃗+ f⃗(x) (1.C.36)

斉次方程式の解の任意定数 C⃗ に x 依存性を付加 (C⃗(x); 定数変化法) して方程式に代入
し、積分することで、次の解を得る。

φ⃗(x) = exp(xA)φ⃗(0) + exp(xA)

∫ x

0

exp(−sA)f⃗(s)ds (1.C.37)
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1.C.2 線形空間の元としての関数
ある集合 H が次の性質を持つとき、H をヒルベルト空間 (内積付きの完備な線形空間) とい

う。ヒルベルト空間は線形空間の一種である。線形空間の元 (要素) をベクトルと呼ぶことが
ある。

1. H の 2 つの元 x,y に対して「和」と呼ばれる第 3 の元 x+ y が存在し、次の法則を
満たす。
（a）x+ y = y + x (交換則)

（b）(x+ y) + z = x+ (y + z) (結合則)

（c）ゼロベクトルと呼ばれる特別な元 o がただ 1 つ存在し、H の全ての元 xに対し
o+ x = x が成り立つ。

（d）Hの任意の元 xに対し、x+ x′ = oを満たす元 x′ がただ 1 つ存在する。これを
−xと表す。

2. Hの任意の元 xと任意の複素数 aに対して「xの a倍」と呼ばれる元 axが存在し、
次の法則を満たす。
（a）(a+ b)x = ax+ bx

（b）a(x+ y) = ax+ ay

（c）(ab)x = a(bx)

（d）1x = x

（e）0x = o

3. Hの 2 つの元 x,y に対して内積と呼ばれる複素数 (x,y)が定まり、次の性質を持つ。
ただし、a∗ は aの複素共役という意味で用いる。
（a）(x1 + x2,y) = (x1,y) + (x2,y); (x,y1 + y2) = (x,y1) + (x,y2)

（b）(ax,y) = a∗(x,y); (x, ay) = a(x,y)

（c）(x,y) = (y,x)∗

（d）(x,x) ≥ 0であり、(x,x) = 0となるのは x = oのときに限る。
√

(x,x)を xの
ノルムと言い、∥x∥と書く。

4. 完備性：Hの中の点列 (元を並べたもの) {x1,x2, ...} を考える。ただし、この点列は
次の条件を満たす。
� どんなに小さな ε > 0が与えられても、その εに対してある自然数 N が存在し、
m,n ≥ N である任意のm,nについて ∥xm − xn∥ < εとなる。

このような点列をコーシー列という。コーシー列は収束する。つまり、
lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0 (1.C.38)

となる xがHの中に存在する。
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例えば N 個の複素数を縦に並べた数ベクトル全体の集合は上の性質を満たすため、ヒルベル
ト空間である。また、付録 5.Bで説明している量子力学では、系の状態がヒルベルト空間の元
であることが基本法則のひとつである。後に説明するように、特定の条件を満たす関数全体の
集合 (関数空間) も、適切に内積を定義すればヒルベルト空間をなす。数ベクトル空間が持つ性
質の中で上の公理のみから言うことのできる数学的構造は、量子力学の状態空間や関数空間に
も共通する。流体力学が扱う場の量は座標の関数である。上述のことを頭の隅に置いておくこ
とで、関数空間を数ベクトル空間になぞらえ、直観的かつ体系的に整理して関数を扱える�25。
区間 (a, b)で定義された区分的に連続な関数 f(x)を考える。区分的連続とは、高々有限個の不

連続点以外の点では連続であり、その不連続点 x = aでの極限 limx→a−0 f(x)と limx→a+0 f(x)

が有限の値を取る (発散していない) ということである。例えば階段関数は区分的に連続であ
る。そのような関数 f(x), g(x)に対して、内積を次のように定義することで、関数全体の集合
をヒルベルト空間と捉えることができる。

(f, g) =

∫ b

a

f∗(x)g(x)ρ(x)dx (1.C.39)

f∗(x)は f(x)の複素共役という意味である。ρ(x)は区間 (a, b)で正の値を取る定まった関数で
あり、重み関数と呼ばれる。ノルムも ∥f∥ =

√
(f, f)と導入される。

いま考えている関数空間が数ベクトル空間と違うところは、無限次元であるということであ
る。N 個の複素数を並べた数ベクトル空間の場合、任意のベクトル x⃗は互いに直交するN 個の
ベクトルの組 (基底) {e⃗1, e⃗1, ..., e⃗N}によって

x⃗ = a1e⃗1 + a2e⃗2 + · · ·+ aN e⃗N (1.C.40)

と表すことができる。これはこの数ベクトル空間の次元が N だからである。対して、今考えて
いる関数空間の場合は、有限個の関数の組によって任意の元 f(x)を表すことはできない。しか
し、無限個の関数の組 {φn;n = 1, 2, ...}を用いて

f(x) =
∞∑
n=1

cnφn(x) (1.C.41)

と展開することができる。ただし、上式におけるイコールは次の意味で用いている。

lim
N→∞

∫ b

a

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑
n=1

cnφn(x)

∣∣∣∣∣
2

dx = 0 ←→ lim
N→∞

∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

cnφn

∥∥∥∥∥
2

= 0 (1.C.42)

�25 ただし、後に述べるように、関数空間は数ベクトル空間とは違って無限次元であることに注意が必要である。こ
の話題について詳しくは関数解析の本で論じられている。数値解析や偏微分方程式のための関数解析の教科書に
は 岡本久 & 中村周 (2006) がある。
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このことを平均収束という。これと関連して、∥f − g∥ = 0の場合は f = g とみなす�26。この
ような規則の下で、無限次元のヒルベルト空間を考えることができる�27。
関数の組 {φn;n = 1, 2, ...}があり、この中から任意の 2 つの関数を選ぶと

(φm, φn) = 0 (m ̸= n) (1.C.43)

となる場合、この組を直交関数系という。更に、

(φm, φn) = δmn (1.C.44)

が満たされる場合は正規直交関数系 (規格化直交関数系) という。ある直交関数系 {φn;n =

1, 2, ...}によって、対象とする関数空間内の任意の関数 f(x)が式 (1.C.41)のように展開できる
とき、この関数系は完全であるという。完全な直交関数系は基底関数系とも呼ばれる。
一般に、正規直交関数系 {φn}に対して

cn = (φn, f) =

∫ b

a

φ∗
n(x)f(x)ρ(x)dx (1.C.45)

を f のフーリエ係数という。与えられた関数 f(x)を正規直交関数系の有限個の級数で

fN (x) =
N∑
n=1

cnφn(x) (1.C.46)

と近似したい。このとき、展開係数 cn をフーリエ係数とした場合に ∥f − fN∥ が最小になる。
また、フーリエ係数に関して次の不等式が成り立つ。

N∑
n=1

|(φn, f)|2 ≤ ∥f∥2 (1.C.47)

これをベッセルの不等式という。{φn} が完全である場合、N が無限大の極限で上式の等号が
成り立つ。このとき、式 (1.C.46) は f(x)に平均収束する。つまり、フーリエ係数を展開係数
として f(x)を式 (1.C.41)のように展開できる。このときの展開式を (広義の) フーリエ級数と
いう。

�26 例えば、区間 [−1, 1]で定義される次の関数 f(x)と g(x)を区別しない。

f(x) =

{
1 (x ≥ 0)

−1 (x < 0)
, g(x) =


1 (x > 0)

0 (x = 0)

−1 (x < 0)

�27 ヒルベルト空間の完備性を満たすためには、正確には 2 乗可積分 (
∫ b
a |f(x)|2dx < ∞) な関数の集合を考える

必要がある。ここでの積分は、短冊を横に並べて幅を狭くしたときの極限として定義される積分 (リーマン積分)

ではなく、病的な関数にも対応でき、極限操作に対して良い性質を持つように定義された積分 (ルベーグ積分) を
指す。整備された定理を利用するに限るならば、対象とする関数を区分的連続な関数に限定しても十分に有用と
思われるので、この付録ではそのように記述する。
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表 1.1 スツルム-リウヴィル問題の具体例：表中の mは整数である。mの取りうる範囲はそれ
ぞれ異なる。α, β は実数で α, β > −1を満たす。γ も実数とする。
解の名前 区間 p(x) q(x) ρ(x)

三角関数 [−1, 1] 1 0 1

ヤコビ多項式 [−1, 1] (1− x)α+1(1 + x)β+1 0 (1− x)α(1 + x)β

超球多項式 [−1, 1] (1− x2)m+1 0 (1− x2)m

チェビシェフ多項式 [−1, 1]
√
1− x2 0 1/

√
1− x2

ルジャンドル多項式 [−1, 1] 1− x2 0 1

ルジャンドル陪関数 [−1, 1] 1− x2 m2/(1− x2) 1

(第 1 種) ベッセル関数 [0, 1] x γ2/x x

ラゲール多項式 [0,∞) x exp(−x) 0 exp(−x)
ラゲール陪多項式 [0,∞) xm+1 exp(−x) 0 xm exp(−x)
エルミート多項式 (−∞,∞) exp(−x2) 0 exp(−x2)

1.C.3 スツルム-リウヴィル問題
区間 [a, b]で定義された関数 φ(x)に対して、次の微分方程式を考える。

d

dx

(
p(x)

dφ

dx

)
− q(x)φ+ λρ(x)φ = 0 (1.C.48)

ただし、p(x), q(x), ρ(x)は連続関数であり、区間内で p(x) > 0, ρ(x) > 0とする。λは一般に
は複素数である。φ(x)の境界条件として、次式を課す。

p(a)φ′(a) sinα− φ(a) cosα = 0 (1.C.49)

p(b)φ′(b) sinβ − φ(b) cosβ = 0 (1.C.50)

dφ/dxを φ′ と書いた。α, β は定数である。この問題はスツルム-リウヴィルの固有値問題と呼
ばれる。これが数ベクトル空間を考えたときの行列の固有値問題に対応する問題であることは、
以降の説明や付録 1.D.4を読まれれば納得していただけるかもしれない。
この問題は物理学の様々な場面で登場する。例えば、付録 1.D.4 では浅水波方程式に従う波

の固有モードを求めるために p(x) = ρ(x) = 1, q(x) = 0の場合の式を 2 次元に拡張したもの考
えている。αまたは β をゼロとしたときの境界条件は固定端、π/2としたときの境界条件は自
由端と呼ばれる。また、付録 5.B.1ではエルミート多項式、ラゲール陪多項式、ルジャンドルの
陪関数が登場するが、それらは (特異) スツルム-リウヴィル問題を解いた結果として出てくる。
それぞれの係数や適用区間を表 1.1 にまとめた。これらの中には端点で p(x) か ρ(x) がゼロに
なっているものがあるが、その場合はその端点で値が有限であるという境界条件に変更する。こ
の境界条件のもとで解くことを特異スツルム-リウヴィル固有値問題という。
スツルム-リウヴィルの固有値問題は次の性質を持つ。

73 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.C 関数の扱い方

� λが特定の値を取る場合以外は自明な解 φ(x) = 0しか持たない。
� 非自明な解を持つときの λの値を固有値と言うが、固有値は実数である。
� 固有値は λ0 < λ1 < λ2 < · · · となるように番号 n = 0, 1, 2, ... をつけることができ
る。最小値 λ0 は存在するが、最大値は存在しない (収束しない)。

� 各々の λn に対応する解 (固有関数) φn(x)が、定数倍の任意性を除いて一意に存在す
る�28。φn(x)は実関数になるようにとれる。

� 固有関数 φn(x)は nが増えるほど多くのゼロ点 (φn(x) = 0となる x) を持つ。
� 固有関数の組 {φn(x);n = 0, 1, 2, ...}は、内積を

(φm, φn) =

∫ b

a

φ∗
m(x)φn(x)ρ(x)dx (1.C.51)

と定めれば直交関数系をなす。
� 完全性：区間 (a, b)で定義された区分的に連続な任意の関数は、正規化された固有関
数の組 {φn(x);n = 0, 1, 2, ...}とフーリエ係数によって平均収束の意味で展開できる。

� 固有値問題の微分方程式 (1.C.48) に非斉次項 f(x) を加えた微分方程式を考える。
f(x)は区分的に連続とする。

d

dx

(
p(x)

dφ

dx

)
− q(x)φ+ λρ(x)φ+ f(x) = 0 (1.C.52)

境界条件は上で述べたのと同じものを課す。このとき、λが上で考えた斉次の問題の
固有値でないときに限り、一意的な解を持つ。λが固有値であった場合、それに対応
する固有関数と f(x) が直交するときのみ解を持つ。その解には斉次の問題の任意の
解を付加できる。

特に、固有関数系は完全性を持つのでフーリエ級数展開の基底として用いられる。適切な基
底関数を選ぶことで問題の見通しが良くなることがある。

1.C.4 直交関数系の一覧
三角関数 (75ページ)、ルジャンドル多項式、ルジャンドル陪関数 (77ページ)、球面調和関数

(79ページ)、ベッセル関数 (85ページ)、球ベッセル関数 (91ページ)、ラゲール陪多項式 (93

ページ)、エルミート多項式 (94ページ) について、各直交関数系の性質に加え、物理の問題に

�28 p(a) = p(b) であるような問題において周期的境界条件 φ(a) = φ(b), φ′(a) = φ′(b) を与えた場合はこの限
りではない。つまり、ある固有値に対応する固有関数が 1 つに定まらない可能性がある。また、問題の区間が
(−∞,∞)である場合も一般にはこの限りではないが、エルミート多項式の場合は適切な境界条件を課すことで、
解が一意に定まる。詳しくは節 1.C.4で述べる。
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おける使いどころも紹介する。例えば、Lowrie (2011)は地球物理学への応用のための数学の知
識がまとまった本であるが、特殊関数についての記述もある。
各直交関数系によって内積の重み関数は定まっていることに注意を要する。一般に、直交関

係が (φm, φn) = Anδmn であった場合は、φn(x) = φn(x)/
√
An と規格化することで正規直交

関数化できる。

三角関数 cosx, sinx

定義
区間 [0, 2π]上で定義された直交関数系としての三角関数系は、例えば次の並びのことを
言う。 {

cos(mx), m = 0, 1, 2, ...

sin(mx), m = 1, 2, 3, ...
(1.C.53)

m = 0 のとき、sin(mx) = 0 であるため、直交関数系には含まれないことに留意され
たい。

直交関係
上のような関数系を考えたときの直交関係は次のようになる。

∫ 2π

0

cos(mx) cos(nx)dx =


0 (m ̸= n)

π (m = n ̸= 0)

2π (m = n = 0)

(1.C.54)

∫ 2π

0

sin(mx) sin(nx)dx =

{
0 (m ̸= n)

π (m = n)
(1.C.55)∫ 2π

0

cos(mx) sin(nx)dx = 0 (1.C.56)

微分方程式
区間 [0, 2π]で定義された関数 φ(x)に関する微分方程式

d2φ

dx2
+ λφ = 0 (1.C.57)

の一般解は次のように書ける。

φ(x) =


a sin(

√
λx) + b cos(

√
λx) (λ > 0)

ax+ b (λ = 0)

a exp(
√
−λx) + b exp(−

√
−λx) (λ < 0)

(1.C.58)

ここに次の境界条件を課すとスツルム-リウヴィル固有値問題になり、境界条件に応じて
三角関数の異なる並びが固有関数になる。

75 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.C 関数の扱い方

� 境界条件が固定端 φ(0) = 0, φ(2π) = 0 の場合、固有値は m = 1, 2, 3, ... として
λ = (m/2)2 であり、各mに対応する固有関数は sin(mx/2)である。

� 境界条件が自由端 φ′(0) = 0, φ′(2π) = 0 の場合、固有値は m = 0, 1, 2, ... として
λ = (m/2)2 であり、各mに対応する固有関数は cos(mx/2)である。

� 境界条件が周期的条件 φ(0) = φ(2π), φ′(0) = φ′(2π) の場合、固有値は m =

0, 1, 2, ... として λ = m2 である。λ = 0 に対応する固有関数は定数関数であり、
λ = m2 ̸= 0に対応する固有関数は cos(mx)と sin(mx)の 2 つである。

使いどころ (フーリエ級数展開)

三角関数系に関して、次のことが言える。

区間 (0, 2π)で定義された任意の区分的に連続な関数 f(x)は、正規直交関数系(
1√
2π
,
sinx√
π
,
cosx√
π
,
sin 2x√

π
,
cos 2x√

π
, · · ·

)
(1.C.59)

によって、平均収束の意味で次のように展開できる�29。

f(x) =
a0√
2π

+
1√
π

∞∑
n=1

[an cos(nx) + bn sin(nx)] (1.C.60)

これを (狭義の) フーリエ級数展開という。各展開係数 (フーリエ係数) は次のように
書ける。

a0 =
1√
2π

∫ 2π

0

f(x)dx (1.C.61)

an =
1√
π

∫ 2π

0

f(x) cos(nx)dx (1.C.62)

bn =
1√
π

∫ 2π

0

f(x) sin(nx)dx (1.C.63)

任意の区間 (a, b) の関数は適切に変数変換すれば上の定理に帰着する。一方で、区間
(0, 2π)の任意の関数は、前節での一般論に従って、固定端を課したときの固有関数系(

sin(x/2)√
π

,
sinx√
π
,
sin(3x/2)√

π
, · · ·

)
(1.C.64)

�29 例えば sin(x/2)は次のように展開できる。

sin
x

2
=

2

π
−

4

π

∞∑
n=1

cos(nx)

(2n+ 1)(2n− 1)
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でも展開できるし、自由端を課したときの固有関数系(
1√
2π
,
cos(x/2)√

π
,
cosx√
π
,
cos(3x/2)√

π
, · · ·

)
(1.C.65)

でも展開できる。

ルジャンドル多項式 Pn(x) / ルジャンドル陪関数 Pm
n (x)

ロドリゲスの式
ルジャンドル陪関数 Pmn (x)は次のように表される�30。

Pmn (x) =
(−1)n

2nn!
(1− x2)m/2 d

n+m

dxn+m
(1− x2)n (1.C.66)

= (1− x2)m/2 d
m

dxm
Pn(x) (1.C.67)

ただし, n = 0, 1, 2, ...; m = 0, 1, 2, ..., n (1.C.68)

P 0
0 (x) = 1 である。P 0

n(x) は特にルジャンドル多項式と呼ばれ、Pn(x) とも書かれる。
上式では 0 ≤ m ≤ nとして導入したが、次式の関係によって −n ≤ m ≤ nに拡張され
ることがある。

P−m
n (x) = (−1)m (n−m)!

(n+m)!
Pmn (x) (1.C.69)

このとき、式 (1.C.67)は意味をなさなくなるが、式 (1.C.66)は成り立つ。
級数表示

Pmn (x)は次のようにも表される。

Pmn (x) = (−1)m · 2n · (1− x2)m/2 ·
n∑

k=m

k!

(k −m)!

(
n
k

)(
n+k−1

2
n

)
xk−m (1.C.70)

ただし、実数 aと非負整数 k に対して一般化された二項係数
k = 0のとき

(
a
k

)
= 1

k > 0のとき
(
a
k

)
=
a(a− 1)(a− 2) · · · (a− k + 1)

k(k − 1)(k − 2) · · · 1

(1.C.71)

を用いた。特に、Pn(x) = P 0
n(x)は次のように表すこともできる。

Pn(x) =

[n/2]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− 2k)!(n− k)!
xn−2k (1.C.72)

ただし、和の上限は n/2を超えない最大の整数である。

�30 更に因子 (−1)m を乗じたものとして定義されていることもあるので注意が必要である。また、正規直交関数と
なるように規格化されていることもある。

77 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.C 関数の扱い方

偶奇性

Pmn (−x) = (−1)n+mPmn (x) (1.C.73)

微分方程式
ルジャンドル陪関数は区間 [−1, 1]で定義された関数 φ(x)に対する次の特異スツルム-リ
ウヴィル固有値問題の固有関数である。

d

dx

[
(1− x2)dφ

dx

]
+

(
λ− m2

1− x2

)
φ = 0 (1.C.74)

ただし、mは非負整数である。区間の端点で有界である (発散しない) という境界条件を
課す。このとき、与えられたmに対して {Pmn (x);n = m,m+ 1,m+ 2, ...}という固有
関数系を持ち、Pmn (x)に対する固有値は λ = n(n+ 1)である。

直交関係
∫ 1

−1

Pmn (x)Pmn′ (x)dx =
2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
δnn′ (1.C.75)

漸化式

(n−m+ 1)Pmn+1(x)− (2n+ 1)xPmn (x) + (n+m)Pmn−1(x) = 0 (1.C.76)√
1− x2Pm+1

n (x)− (n−m)xPmn (x) + (n+m)Pmn−1(x) = 0 (1.C.77)

2mxPmn (x) +
√

1− x2[Pm+1
n (x) + (n+m)(n−m+ 1)Pm−1

n (x)] = 0 (1.C.78)

(1− x2)[Pmn (x)]′ + (n−m+ 1)Pmn+1(x)− (n+ 1)xPmn (x) = 0 (1.C.79)

加法定理
点 P の極座標表示を (r, θ, ϕ)、点 P ′ の極座標表示を (r′, θ′, ϕ′)とする。ベクトル −−→OP と
−−→
OP ′ のなす角を ψ とすると、球面余弦定理より次の関係がある。

cosψ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(ϕ− ϕ′) (1.C.80)

このとき、ルジャンドル陪関数 Pmn (x)とルジャンドル多項式 Pn(x) = P 0
n(x)について、

次の加法定理が成り立つ。ただし、2 段目は球面調和関数 Yn,m(θ, ϕ)を用いて書き替え
たものである。

Pn(cosψ) = Pn(cos θ)Pn(cos θ
′)

+ 2

n∑
m=1

(n−m)!

(n+m)!
Pmn (cos θ)Pmn (cos θ′) cos[m(ϕ− ϕ′)] (1.C.81)

=
4π

2n+ 1

n∑
m=−n

Y ∗
n,m(θ′, ϕ′)Yn,m(θ, ϕ) (1.C.82)
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第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.C 関数の扱い方

使いどころ 1 (球面調和関数の一部)

球面調和関数の一部として表れる。cos θ を引数とした場合のルジャンドル陪関数の具体
例は表 4.1で示されている。

使いどころ 2 (多重極展開)

Pn(x)に関して次の公式がある。

十分条件として |t| < 1かつ |x| ≤ 1 のときに、次式の右辺は収束し、左辺と等しくな
る (時弘哲治 et al., 2006, §2.3)。

1√
1− 2xt+ t2

=

∞∑
n=0

Pn(x)t
n (1.C.83)

この公式はポアソン方程式に従うポテンシャルの多重極展開と呼ばれる操作に応用され
る。一例を節 1.C.5で紹介する。

球面調和関数 Yn,m(θ, ϕ) / Cm
n (θ, ϕ), S

m
n (θ, ϕ)

定義
球面調和関数 Yn,m(θ, ϕ)は球面における位置を極座標表示で表したときの変数 θ, ϕ(0 ≤
θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)に対して次のように表される。複素数を返す関数である。

Yn,m(θ, ϕ) = (−1)(m+|m|)/2

√
(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!
P |m|
n (cos θ) exp(imϕ) (1.C.84)

= (−1)m
√

(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!
Pmn (cos θ) exp(imϕ) (1.C.85)

ただし, n = 0, 1, 2, ...; m = −n,−n+ 1, ..., n− 1, n (1.C.86)

0 ≤ m ≤ nとして定義されたルジャンドル陪関数を用いた場合、式 (1.C.84)のように表
され、式 (1.C.69)によって −n ≤ m ≤ nに拡張されたルジャンドル陪関数を用いた場合
は式 (1.C.85)のように表される。mが逆符号の関数間には次の関係がある。

Y ∗
n,m(θ, ϕ) = (−1)mYn,−m(θ, ϕ) (1.C.87)

地球物理学において実関数を扱う場合は次の形式が用いられることがある。ただし、こ
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こでは正規化されたものを示す。
Cmn (θ, ϕ) =

√
εm(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!
Pmn (cos θ) cos(mϕ)

Smn (θ, ϕ) =

√
εm(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!
Pmn (cos θ) sin(mϕ)

(1.C.88)

ただし, εm =

{
1 (m = 0)

2 (m ̸= 0)
(1.C.89)

このように定義した場合、mは 0 ≤ m ≤ nを満たす整数であるが、S0
n(θ, ϕ) = 0は直交

関数系に含まれないことに留意されたい。オイラーの公式

exp(ix) = cosx+ i sinx (1.C.90)

を用いることで、Yn,m との間に次の関係が分かる。

Yn,0(θ, ϕ) = C0
n(θ, ϕ) (1.C.91)

Yn,m(θ, ϕ) = (−1)m
√
2[Cmn (θ, ϕ) + iSmn (θ, ϕ)] (m = 1, 2, 3, ...) (1.C.92)

Yn,−m(θ, ϕ) =
√
2[Cmn (θ, ϕ)− iSmn (θ, ϕ)] (m = 1, 2, 3, ...) (1.C.93)

関数形
Yn,m(θ, ϕ)の具体的な形を図 1.11, 1.12, 1.13 に示した。n = m = 0のときは定数関数
である。mが偶数の場合、Cmn , Smn はそれぞれ Yn,m の実部と虚部に、規格化定数の違い
を除いて一致し、mが奇数の場合はそれぞれの符号を変えたものに一致する。それぞれ
の関数は経度方向に一周すると 2m個の節 (関数値がゼロになる場所) を持つ。

偶奇性

Yn,m(π − θ, ϕ+ π) = (−1)nYn,m(θ, ϕ) (1.C.94)

Cmn , S
m
n に対しても同じ式が成り立つ。

微分方程式
球面調和関数は球面上で定義された関数 φ(θ, ϕ) に関する次の固有値問題の固有関数で
ある。

Ω̂θϕφ+ λφ = 0 (1.C.95)

ただし, Ω̂θϕφ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂φ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2φ

∂ϕ2
(1.C.96)

固有値は n = 0, 1, 2, ... として λ = n(n + 1) であり、それに対する固有関数は −n ≤
m ≤ nの (2n+ 1)個の Yn,m(θ, ϕ)である。あるいは、固有関数を実関数にとるならば、
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図 1.11 球面調和関数 1：Yl,m(θ, ϕ)の実部、虚部、絶対値の分布が球面上のカラーマップとし
てプロットされている。実部と虚部については、青が負、緑がゼロ、赤が正の相対値を表す。絶
対値については、色が濃いほど値が大きいことを表す。mが負の関数については、mが奇数の
場合は −mの関数の実部の符号だけを変えた関数 (虚部と絶対値は変わらない)であり、mが偶
数の場合は −mの関数の虚部の符号だけを変えた関数 (実部と絶対値は変わらない)。
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図 1.12 球面調和関数 2：図 1.11の続き。
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図 1.13 球面調和関数 3：図 1.12の続き。

{Cmn (θ, ϕ); 0 ≤ m ≤ n} と {Smn (θ, ϕ); 1 ≤ m ≤ n} の合わせて (2n + 1) 個である。各
Yn,m, C

m
n , S

m
n は次の関係を満たす。

∂2φ

∂ϕ2
+m2φ = 0 (1.C.97)

直交関係

∫ 2π

0

∫ π

0

Y ∗
n,m(θ, ϕ)Yn′,m′(θ, ϕ) sin θdθdϕ = δnn′δmm′ (1.C.98)∫ 2π

0

∫ π

0

Cn,m(θ, ϕ)Cn′,m′(θ, ϕ) sin θdθdϕ = δnn′δmm′ (1.C.99)∫ 2π

0

∫ π

0

Sn,m(θ, ϕ)Sn′,m′(θ, ϕ) sin θdθdϕ = δnn′δmm′ (1.C.100)∫ 2π

0

∫ π

0

Cn,m(θ, ϕ)Sn′,m′(θ, ϕ) sin θdθdϕ = 0 (1.C.101)
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漸化式

l̂± = ± exp(±iϕ)
(
∂

∂θ
± i

tan θ

∂

∂ϕ

)
(1.C.102)

として、次の関係が成り立つ。複号同順である。

l̂±Yn,m(θ, ϕ) =
√

(n∓m)(n±m+ 1)Yn,m±1(θ, ϕ) (1.C.103)

使いどころ (球面上で定義された関数の展開)

球面上で定義された区分的に連続な任意の関数 f(θ, ϕ) は、球面調和関数によって平
均収束の意味で次のように展開できる。

f(θ, ϕ) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

an,mYn,m(θ, ϕ) (1.C.104)

展開係数はフーリエ係数であり、一般には複素数値をとる。

an,m =

∫ 2π

0

∫ π

0

Y ∗
n,m(θ, ϕ)f(θ, ϕ) sin θdθdϕ (1.C.105)

特に、実関数のみを扱う場合は次のように展開できる。

f(θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

[amn C
m
n (θ, ϕ) + bmn S

m
n (θ, ϕ)] (1.C.106)

amn =

∫ 2π

0

∫ π

0

Cmn (θ, ϕ)f(θ, ϕ) sin θdθdϕ (1.C.107)

bmn =

∫ 2π

0

∫ π

0

Smn (θ, ϕ)f(θ, ϕ) sin θdθdϕ (1.C.108)

ただし、b0n は常にゼロである。

平面波を球面調和関数で展開した場合について、球ベッセル関数の項で説明する。ここ
では別の例として、次の 3 次元ラプラス方程式を解く場合を考える。

∇2φ(x) = 0 (1.C.109)

球面上での境界条件が与えられている場合は、極座標を用いることで問題が簡単になる。
付録 1.B.6にまとめた知識を用いて上式を極座標に変換すると、次式を得る。

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)
+

1

r2
Ω̂θϕφ = 0 (1.C.110)

Ω̂θϕ は式 (1.C.96)で定義された微分演算子である。φ(r, θ, ϕ)を各 rに対して球面調和関
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数で展開する。

φ(r, θ, ϕ) =

∞∑
n=0

n∑
m=0

[amn (r)Cmn (θ, ϕ) + bmn (r)Smn (θ, ϕ)] (1.C.111)

上式を式 (1.C.110)に代入し、球面調和関数の性質 Ω̂θϕC
m
n = −n(n+ 1)Cmn などを用い

ると、次式を得る。
∞∑
n=0

n∑
m=0

[Dnr amn (r)Cmn (θ, ϕ) +Dnr bmn (r)Smn (θ, ϕ)] = 0 (1.C.112)

ただし, Dnr φ =
1

r2
d

dr

(
r2
dφ

dr

)
− n(n+ 1)

r2
φ (1.C.113)

関数系 {Cmn , Smn }は線形独立なので、上式が成り立つのは全ての n,mについて次式が成
り立つときだけである。

Dnr amn (r) = 0 かつ Dnr bmn (r) = 0 (1.C.114)

この 2 階常微分方程式の一般解は

amn (r) = A(a)
n,mr

n +
B

(a)
n,m

rn+1
(1.C.115)

bmn (r) = A(b)
n,mr

n +
B

(b)
n,m

rn+1
(1.C.116)

である。確かに上式は任意定数を 2 つ含み、実際に代入すると微分方程式を満たす。球
面上の境界条件は、各々の amn (r), bmn (r)に対する境界条件に変換できる。例えば、ある
関数 φ0(θ, ϕ) が与えられて φ(r0, θ, ϕ) = φ0(θ, ϕ) という条件は、この関数 φ0(θ, ϕ) を
球面調和関数で展開したときの係数に amn (r0), b

m
n (r0)が一致するという条件に置き換わ

る。対称の領域を囲む 2 つの球面での境界条件が与えられれば、上の一般解の係数が定
まる�31。それを式 (1.C.111)に戻せば、φ(r, θ, ϕ)が求まる。

ベッセル関数 Jα(x), Nα(x)

定義
第 1 種ベッセル関数は次のように表される。

Jα(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(k + α+ 1)

(x
2

)2k+α
(1.C.117)

�31 対象の領域が、ある球面の外側全体の場合は、r → ∞ でゼロになるという条件より A
(.)
n,m がゼロになり、球面

上の条件より B
(.)
n,m が決定される。あるいは、球面内の領域を考える場合は、原点で発散しないという条件より

B
(.)
n,m がゼロになり、球面上の条件より A

(.)
n,m が決定される。
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図 1.14 ベッセル関数 Jα(x)の関数形

この式によって一般に複素数 αに対して定義できる。ただし、Γ(z)はガンマ関数と呼ば
れる。実部が正の複素数 z に対しては次のように表される�32。

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1 exp(−t)dt (1.C.118)

特に、α が整数 m の場合は次のように書くこともできる。

Jm(x) =
1

π

∫ π

0

cos(mt− x sin t)dt (1.C.119)

関数形
図 1.14にベッセル関数 Jα(x)を図示した。まず、α が非負の場合について、J0(0) = 1

であり、α > 0 のとき Jα(0) = 0 である。グラフは三角関数のようにうねっているが、
周期関数ではない。Jα(x) = 0となる x (ゼロ点) は αが大きくなる程原点から離れてい
く。ゼロ点は解析的に表現されないので、数値的に求める必要がある。いくつかの値を
表 1.2に示す。x≫ 1のとき、

Jα(x) ≃
√

2

πx
cos

(
x− 2α+ 1

4
π

)
(1.C.120)

�32 ガンマ関数は階乗の一般化である。ゼロと負の整数を除く複素数 z に対して次式が成り立つ。
Γ(z + 1) = zΓ(z)

実部がゼロまたは負の数である複素数 z に対しては、上式が成り立つようにして順次定義される。特に、
Γ(1) = 1,Γ(n+ 1) = n!,Γ(1/2) =

√
π である。
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表 1.2 ベッセル関数 Jα(x)の n番目のゼロ点の値
n J0(x) J1(x) J2(x) J3(x) J4(x) J5(x)

1 2.4048 3.8317 5.1356 6.3802 7.5883 8.7715

2 5.5201 7.0156 8.4172 9.7610 11.0647 12.3386

3 8.6537 10.1735 11.6198 13.0152 14.3725 15.7002

4 11.7915 13.3237 14.7960 16.2235 17.6160 18.9801

5 14.9309 16.4706 17.9598 19.4094 20.8269 22.2178

n J0.5(x) J1.5(x) J2.5(x) J3.5(x) J4.5(x) J5.5(x)

1 3.1416 4.4934 5.7635 6.9879 8.1826 9.3558

2 6.2832 7.7253 9.0950 10.4171 11.7049 12.9665

3 9.4248 10.9041 12.3229 13.6980 15.0397 16.3547

4 12.5664 14.0662 15.5146 16.9236 18.3013 19.6532

5 15.7080 17.2208 18.6890 20.1218 21.5254 22.9046

と近似できる�33。
α < 0の場合 (図の右側)、αが整数 −mならば原点で収束し、α = mのときの関数との
間に次の関係がある。

J−m(x) = (−1)mJm(x) (1.C.121)

αが整数でない場合は原点で発散し、αが逆符号のときの関数とは独立である。
微分方程式

ベッセル関数は次の微分方程式の解である。

x2
d2φ

dx2
+ x

dφ

dx
+ (λx2 − α2)φ = 0 (1.C.122)

境界条件を与えない場合、微分方程式 (1.C.57) (λ > 0) の一般解として sin(
√
λx) と

cos(
√
λx) の独立な 2 関数が得られるように、上式の解として第 1 種ベッセル関数

Jα(
√
λx)と第 2 種ベッセル関数

Nα(
√
λx) =

Jα(
√
λx) cos(απ)− J−α(

√
λx)

sin(απ)
(1.C.123)

の 2 つが得られる。ただし、αが整数 nの場合は次の極限として Nn(
√
λx)を考える。

Nn(
√
λx) = lim

α→n
Nα(
√
λx) (1.C.124)

�33 後に説明する第 2 種ベッセル関数は x≫ 1で次のように近似できる。

Nα(x) ≃
√

2

πx
sin

(
x−

2α+ 1

4
π

)
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Nα(x) は原点で発散する。第 2 種ベッセル関数はノイマン関数と呼ばれることもある。
あるいは、次の複素数値を返す 2 関数を考える場合もある。

H(1)
α (
√
λx) = Jα(

√
λx) + iNα(

√
λx) (1.C.125)

H(2)
α (
√
λx) = Jα(

√
λx)− iNα(

√
λx) (1.C.126)

これらはそれぞれ第 1 種と第 2 種のハンケル関数と呼ばれる。
区間 [0, 1]で上の微分方程式を考え、境界条件として

x = 0で有界, φ(1) = 0 (1.C.127)

を与えると、特異スツルム-リウヴィル固有値問題となる。ただし、αは与えられた定数
であり、固有値は λであることに注意が必要である。任意の区間 [0, a]での問題は適切に
変数変換すればこの問題に帰着する。Jα(t)の原点以外のゼロ点を小さい順に並べたもの
を {t = kα,n;n = 1, 2, 3, ...}とすると、固有値は λ = k2α,n となり、それに対応する固有
関数は Jα(kα,nx)である。つまり、

(Jα(kα,1x), Jα(kα,2x), Jα(kα,3x), · · · ) (1.C.128)

が直交関数系となる。第 nゼロ点がちょうど境界 x = 1に来るように伸縮した Jα の並
びである。

直交関係

∫ 1

0

Jα(kα,nx)Jα(kα,n′x)xdx =
δnn′

2
[J ′
α(kα,n)]

2
=
δnn′

2
[Jα+1(kα,n)]

2
(1.C.129)

漸化式

Jα+1(x)

xα
= − d

dx

(
Jα(x)

xα

)
(1.C.130)

xαJα−1(x) =
d

dx
(xαJα(x)) (1.C.131)

Jα+1(x) =
2α

x
Jα(x)− Jα−1(x) (1.C.132)

Jα+1(x) = −2J ′
α(x) + Jα−1(x) (1.C.133)

使いどころ 1 (2 次元ラプラシアンに対する固有値問題の解)

ベッセル関数は 2 次元の場に関する次の固有値問題の解になる。

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
=
∂2φ

∂r2
+

1

r

∂φ

∂r
+

1

r2
∂2φ

∂θ2
= −λφ (1.C.134)
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円周上で境界条件が与えられている場合は、2 次元極座標 (r, θ)で考えることで問題が簡
単になる。φ(r, θ)を θ 方向に三角関数系で展開する。

φ(r, θ) =
∞∑
n=0

[an(r) cos(nθ) + bn(r) sin(nθ)] (1.C.135)

ただし、b0(r) = 0である。この式を微分方程式に代入すると、次式を得る。
∞∑
n=0

[Dnr an(r) cos(nθ) +Dnr bn(r) sin(nθ)] = 0 (1.C.136)

ただし, Dnr φ =
d2φ

dr2
+

1

r

dφ

dr
+
n2

r2
+ λφ (1.C.137)

三角関数系は線形独立なので、上式が成り立つのは全ての nについて次式が満たされる
場合のみである。

Dnr an(r) = 0 かつ Dnr bn(r) = 0 (1.C.138)

この 2 階常微分方程式は上で述べたもので α = nとした場合なので、解はベッセル関数
になる。例えば円内の領域を考え、境界条件として円周 r = Rで φ = 0が与えられてい
るとする。このとき、上で述べた固有値問題に帰着するので、ベッセル関数 Jn(x)の m

番目 (m = 1, 2, ...) のゼロ点 (表 1.2) を x = kn,m と書くと、固有値は λ = (kn,m/R)
2

であり、それに対応する固有関数は

an(r)または bn(r) ∝ Jn
(
kn,m

r

R

)
(1.C.139)

となる。
使いどころ 2 (級数展開)

区間 (0, 1)で定義された区分的に連続な任意の関数 f(x)は、正規直交関数系

φn(x) =

√
2

Jm+1(km,n)
Jm(km,nx) (n = 1, 2, 3, ...) (1.C.140)

によって、次のようにフーリエ級数展開できる。

f(x) =

∞∑
n=1

anφn(x) (1.C.141)

Jm(x)には好きな次数 mを採用すればよい。km,n は Jm(x)の n番目のゼロ点である。
フーリエ係数は次のように計算される。

an =

∫ 1

0

φn(x)f(x)xdx (1.C.142)
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図 1.15 惑星のケプラー運動の軌道における離心近点角 ϕの定義

使いどころ 3 (ケプラー運動の解)

太陽に比べて質量が十分に小さい惑星のような天体は、太陽を焦点の 1 つとする楕円軌
道をとることが知られている (ケプラー運動)。図 1.15のように、楕円軌道内の惑星の位
置を表す変数として離心近点角 ϕを考える。これは、楕円軌道を真円に射影したときの
近日点から測った中心角である。また、運動の周期を P、惑星が近日点にいるときの時刻
を t = 0とし、時刻をラジアンの単位で表す変数 τ = 2πt/P (平均近点角) を導入する。
このとき、次のケプラー方程式が成り立つ (e.g. 木下宙, 1998, 節 2.2)。

ϕ− e sinϕ = τ (1.C.143)

eは楕円軌道の離心率である。ϕを τ の関数として表すことを考える。上式より、ϕ− τ
は ϕについて周期 2π の奇関数であることが分かるので、τ についての関数としても同じ
性質を持つ。よって、区間 [−π, π]でフーリエ級数展開をし、奇関数の項だけを取り出す
と、次式を得る。

ϕ = τ +

∞∑
n=1

an sin(nτ) (1.C.144)

奇関数と奇関数の積が偶関数となり、偶関数の区間 [−π, π]での積分は区間 [0, π]での積
分の 2 倍に置き換わることを用いると、フーリエ係数は次のように計算できる。

an =
2

π

∫ π

0

sin(nτ)(ϕ− τ)dτ (1.C.145)

=
2

nπ

∫ π

0

cos(nτ)

(
dϕ

dτ
− 1

)
dτ (1.C.146)

=
2

nπ

∫ π

0

cos(nϕ− ne sinϕ)dϕ (1.C.147)

ただし、2 段目への変形では部分積分をし、3 段目では式 (1.C.143) を代入した。これは
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ベッセル関数 Jn(ne) の積分表示 (1.C.119) である�34。よって、ϕ の表式として次を得
る。

ϕ = τ +
∞∑
n=1

2

n
Jn(ne) sin(nτ) (1.C.148)

これを太陽-惑星間の距離 r と楕円軌道の長半径 aの比に焼き直すと、次のように書ける
(e.g. 木下宙, 1998, 付録 D.5.2)。

r

a
= 1 +

e2

2
− 2e

∞∑
n=1

1

n2
d

de
Jn(ne) cos(nτ) (1.C.149)

球ベッセル関数 jl(x), nl(x)

定義
球ベッセル関数 jl(x) は次数が半整数の第 1 種ベッセル関数を用いて次のように表さ
れる。

jl(x) =

√
π

2x
Jl+1/2(x) (l = 0, 1, 2, ...) (1.C.150)

= (−x)l
(
1

x

d

dx

)l(
sinx

x

)
(1.C.151)

また、第 2 種ベッセル関数に対しても次のように定義される。

nl(x) =

√
π

2x
Nl+1/2(x) (1.C.152)

= −(−x)l
(
1

x

d

dx

)l (cosx
x

)
(1.C.153)

関数形
jl(x)は x→ 0で収束し、nl(x)は発散する。ベッセル関数と同じように、非周期的にう
ねる形をしており、x≫ 1では次のように近似できる。

jl(x) ≃
1

x
sin

(
x− lπ

2

)
(1.C.154)

nl(x) ≃
1

x
cos

(
x− lπ

2

)
(1.C.155)

一方、x≪ 1では次のように書ける。

jl(x) ≃
xl

(2l + 1)!!

(
1− x2

2(2l + 3)
+ · · ·

)
(1.C.156)

nl(x) ≃ −
(2l − 1)!!

xl+1
(1.C.157)

�34 ベッセル関数の積分表示について詳しくは、例えば 福山秀敏 & 小形正男 (2003) の節 8.3 を参照されたい。
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ただし、(2l + 1)!! = (2l + 1)(2l − 1) · · · 5 · 3 · 1である。
微分方程式

φ(x)に関する微分方程式

d2φ

dx2
+

2

x

dφ

dx
+

(
λ− l(l + 1)

r2

)
φ = 0 (1.C.158)

の独立な 2 解として jl(
√
λx)と nl(

√
λx)が得られる。実際に、φ(x) = w(x)/

√
xと置

いて代入すれば、w(x)が次数 (l + 1/2)のベッセル関数が満たす微分方程式に従うこと
が確かめられる。
境界条件として

x→ 0で有界, φ(1) = 0 (1.C.159)

を課すと、ベッセル関数 Jl+1/2(x) の n 番目のゼロ点を x = kl+1/2,n として固有値は
λ = k2l+1/2,n となり、それに対応する固有関数は jl(kl+1/2,nx)となる。

使いどころ 1 (3 次元ラプラシアンに対する固有値問題の解)

球ベッセル関数は 3 次元の場に関する次の固有値問題の解になる。

∇2φ =
∂2φ

∂r2
+

2

r

∂φ

∂r
+

1

r2
Ω̂θϕφ = −λφ (1.C.160)

Ω̂θϕ は式 (1.C.96)で定義された微分演算子である。球面上で境界条件が与えられている
場合は、極座標 (r, θ, ϕ)で考えることで、問題が簡単になる。φ(r, θ, ϕ)を球面調和関数
で展開する。

φ(r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=0

[aml (r)Cml (θ, ϕ) + bml (r)Sml (θ, ϕ)] (1.C.161)

ただし、b0l (r) = 0である。この式を微分方程式に代入すると、次式を得る。

∞∑
l=0

l∑
m=0

[Dlraml (r)Cml (θ, ϕ) +Dlrbml (r)Sml (θ, ϕ)] = 0 (1.C.162)

ただし, Dlrφ =
d2φ

dr2
+

2

r

∂φ

∂r
+

(
λ− l(l + 1)

r2

)
φ (1.C.163)

関数系 {Cml , Sml }は線形独立なので、上式が成り立つのは全ての l,mについて次式が満
たされるときのみである。

Dlraml (r) = 0 かつ Dlrbml (r) = 0 (1.C.164)

例えば、球面内部の領域を考え、球面 r = R上で φ = 0という境界条件が与えられてい
る場合は、上式は上で述べた固有値問題になる。つまり、ベッセル関数 Jl+1/2(x)の n番
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目のゼロ点 (表 1.2) を x = kl+1/2,n として、固有値は λ = (kl+1/2,n/R)
2 であり、それ

に対応する固有関数は

aml (r)または bml (r) ∝ jl
(
kl+1/2,n

r

R

)
(1.C.165)

となる。
使いどころ 2 (平面波の展開)

波数ベクトルが kの平面波 exp(ik · x)は次のように展開できる�35。

exp(ik · x) =
∞∑
n=0

(2n+ 1)injn(kr)Pn(cosΦ) (1.C.166)

= 4π

∞∑
n=0

n∑
m=−n

injn(kr)Y
∗
n,m(θk, ϕk)Yn,m(θ, ϕ) (1.C.167)

ただし、k は k の大きさ、r は原点からの距離、Φ は k · x = kr cosΦ を満たす角であ
る。特に、k の向きに z 軸を取った場合、Φは余緯度 θ に一致する。 2 段目は加法定理
(1.C.82) を用いて 1 段目を変形したものである。θ, ϕは極座標の 2 変数であり、θk, ϕk
は kの向きを極座標表示したものである。

ラゲール陪多項式 Lmn (x)

ロドリゲスの式
ラゲール陪多項式 Lmn (x)は次のように表される。

Lmn (x) = (−1)mx−m exp(x)
dn−m

dxn−m
[xn exp(−x)] (n = 0, 1, 2, ...;m = 0, 1, 2, ..., n)

(1.C.168)

=
dm

dxm

{
exp(x)

dn

dxn
[xn exp(−x)]

}
=

dm

dxm
Ln(x) (1.C.169)

ラゲール陪多項式はソニン多項式とも呼ばれる�36。L0
n(x)を特にラゲール多項式と呼び、

Ln(x)とも書く。
級数表示

Lmn (x)は次式でも表される。

Lmn (x) =

n−m∑
k=0

(−1)k+m (n!)2

k!(k +m)!(n−m− k)!
xk (1.C.170)

微分方程式

�35 波の基本知識については付録 1.Dを参照のこと。
�36 ソニン多項式と呼ばれている場合、係数の定義が異なる場合があるので注意を要する。
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ラゲール陪多項式は次の特異スツルム-リウヴィル固有値問題の固有関数である。

x
d2φ

dx2
+ (m+ 1− z)dφ

dx
+ (λ−m)φ = 0 (1.C.171)

m は非負整数である。x → +0 で有界であり、x → ∞ で多項式として振舞う、言
い換えると exp(−x/2)φ(x) が有界であるという境界条件を課す。すると、固有値は
n = m,m + 1,m + 2, ...として λ = nとなり、それに対応する固有関数は Lmn (x)とな
る。つまり、与えられたmに対して {Lmn (x);n = m,m+ 1,m+ 2, ...}が直交関数系に
なる。

直交関係 ∫ ∞

0

Lmn (x)Lmn′(x)xm exp(−x)dx = δnn′
(n!)3

(n−m)!
(1.C.172)

似た形式の関係式として、次式も有用である。∫ ∞

0

[Lmn (x)]2xm+1 exp(−x)dx =
(n!)3

(n−m)!
(2n−m+ 1) (1.C.173)

漸化式

(n+ 1)Lmn+1(x)− (2n+m+ 1− x)Lmn (x) + (n+m)Lmn−1(x) = 0 (1.C.174)

[Lmn+1(x)]
′ − [Lmn (x)]′ + Lmn (x) = 0 (1.C.175)

エルミート多項式 Hn(x)

ロドリゲスの式
エルミート多項式 Hn(x)は次のように表される。

Hn(x) = (−1)n exp(x2) d
n

dxn
[exp(−x2)] (n = 0, 1, 2, ...) (1.C.176)

級数表示
Hn(x)は次式でも表される。

Hn(x) = n!

[n/2]∑
k=0

(−1)k

k!(n− 2k)!
(2x)n−2k (1.C.177)

ただし、和の上限は n/2を超えない最大の整数である。
微分方程式

エルミート多項式は次の特異スツルム-リウヴィル固有値問題の固有関数である。

d2φ

dx2
− 2x

dφ

dx
+ 2λφ = 0 (1.C.178)
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|x| → ∞で多項式のように振舞う、言い換えると exp(−x2/2)φ(x)が有界であるという
境界条件を課す。すると、n = 0, 1, 2, ...として固有値は λ = nとなり、それに対応する
固有関数は Hn(x)となる。

直交関係 ∫ ∞

−∞
Hn(x)Hn′(x) exp(−x2)dx = δnn′2nn!

√
π (1.C.179)

漸化式

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0 (1.C.180)

H ′
n(x) = 2nHn−1(x) (1.C.181)

1.C.5 [トピック] 潮汐
図 1.16は和歌山県串本町で観測された 1 ヶ月分の潮位の記録である。下段は上段のデータを

フーリエ変換したものである。図を見ると、潮位の変動は様々な周期の成分から構成されるこ
とが分かるが、はっきりと確認できるのは半日周期、 1 日周期、半月周期の 3 成分である。1

日に 2 回ずつ満潮・干潮になるのが半日周期、その 2 回の潮位が異なるのが 1 日周期、大潮と
小潮を生み出すのが半月周期である。
この海洋潮汐の原因は地球が他天体から受ける潮汐力である。地球は太陽と月から潮汐力を

受けており、後者は前者の約 2 倍である。地球と太陽、地球と月はそれぞれ、共通重心を中心
にケプラー運動をしているが、地球が有限の大きさを持っているため、遠心力と重力のアンバラ
ンスによって地球を変形させようとする力がはたらく。これが潮汐力である。半月周期は太陽
と月の位置関係によって起きる。半日周期と日周期の成分を具体的に考えるにはルジャンドル
陪関数の知識を要する。本節では、半日周潮と日周潮の仕組みを単純化したモデルによって考
える。定性的な説明をした後に、重力ポテンシャルによる具体的な説明をする。

簡単な説明
地球と月の 2 天体のみに注目する。両天体は共通重心を中心にして互いに互いの周りを回っ

ている。この運動を円運動と考えることにする。この共通重心 G は地球中心 E から約 4600

km の位置にある。地球半径は約 6400 km なので、地球内部にある。地球の自転を無視した場
合、地球に固定された各点は一律に同じ半径の円運動をしている (図 1.17 A)。つまり、地球中
心の静止系で見た場合は、地球の各点は一様な遠心力を受ける。対して、月の引力は月からの距
離に依存するため、場所によって異なる (図 1.17 B)。両者は地球中心�37でちょうど相殺する。

�37 地球を完全な球体と考え、地球重心は地球中心に一致しているとみなす。
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図 1.16 (上段) 和歌山県串本町で観測された潮位。2020 年 7 月の 1 ヶ月分の毎時測定結果。
とある基準面に対する高さが cm の単位で示されている。気象庁ホームページより。(下段) 上
段のデータのパワースペクトル。

月に面した側の地球表面では引力の大きさが勝るため、月に近づく向きに正味の力が働く。対
して、月と反対側の地球表面では、遠心力の大きさが勝るため、月から離れる向きに正味の力が
働く。これが潮汐力である。
潮汐力は、地球を月とその反対方向に扁平にしようとする力である。この潮汐力に引っ張ら

れることで、海洋潮汐が起きる。地球は約 1 日の周期で自転しているため、海洋潮汐の基本成
分は半日周期である。つまり、大雑把には、月が南中している時刻とその半日後に満潮になる。
ただし、実際には様々な要因によって満潮の時刻はずれる。同様にして、太陽によっても潮汐力
が働く。太陽と月の位置関係は約 1 ヶ月周期で変化するため、月による潮汐力と太陽による潮
汐力の強め合い・弱め合いが半月周期で起きる。これが半月周潮を起こす。具体的には、地球か
ら見て太陽と月が同じ方向または反対の方向にあるときに大潮となり、直角に位置していると
きに小潮となる。
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図 1.17 (A) 共通重心 G 周りのケプラー運動の様子。(B) ケプラー運動の遠心力と月による引
力とのバランス関係。

ポテンシャルによる説明
地球の中心 O と月 Q の距離を d (定数) とし、O から距離 r の点 P を考える。点 P は地球

内部または近傍を想定しているので、r/d ≪ 1である。月の質量をM とする。OP と OQ の
なす角を Ψとすると、PQ の長さ lは余弦定理より次のように書ける。

l =
√
r2 + d2 − 2rd cosΨ (1.C.182)

月が点 P に及ぼす重力ポテンシャル V は l に反比例するが、公式 (1.C.83) を用いてルジャン
ドル多項式 Pn(x)で展開することで、次のように書ける。

V =
GM

l
(1.C.183)

=
GM

d

1√
1 + (r/d)2 − 2(r/d) cosΨ

(1.C.184)

=
GM

d

∞∑
n=0

( r
d

)n
Pn(cosΨ) (1.C.185)

Gは重力定数である。最初の数項を書き出すと次のとおりである。

V =
GM

d

[
1 +

r

d
cosΨ +

( r
d

)2 3 cos2 Ψ− 1

2
+ · · ·

]
(1.C.186)

第 1 項は定数なので、重力には寄与しない。第 2 項は、OQ の向きに x軸をとると、

V1 =
GM

d2
x (1.C.187)

と表せる。よって、この項が作り出す重力 g = ∇V1 = (GM/d2)x̂は各点で一様に OQ の向き
である。この力は地球をケプラー運動させる力であり、地球中心 O の静止系で見ると、ちょう
ど遠心力と相殺する。結局、潮汐力に関わるのは第 3 項以降である。第 4 項以降は第 3 項に比
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べ r/dのオーダーで小さいので、無視する。よって、次式のことを潮汐ポテンシャルと呼ぶこ
とにする。

V2 =
GMr2

d3
3 cos2 Ψ− 1

2
(1.C.188)

潮位は潮汐ポテンシャルが変化すると即座に対応し、海水面は常に等ポテンシャル面に一致
すると考える。この考え方を平衡潮という。実際の海洋潮汐は、陸地があることや海底で摩擦
が働くことなどの様々な要因によって、平衡潮とは異なる様相を示す。しかし、海洋潮汐を具体
的に考える第一歩としては良い近似だと思われる。V2 は Ψ = 0, πのときに最大になる。等ポテ
ンシャル面は地球から月を見た方向を軸としたラグビーボールのような対称性を持った形状に
なる。この等ポテンシャル面の中を地球が自転すると、基本的に半日周期が現れる。更に、月が
赤道面に無い場合、すなわち月の公転面に地球の自転軸が垂直でない場合は、 1 日周期も現れ
ることになる。このことを数式で説明する。
地球中心を原点 O とし、z 軸を地球の自転軸にとる。この座標系で極座標表示をしたときの

月の方角を (θ′, ϕ′)と書く。ただし、ϕ′ = 0と固定しておく。点 P の極座標表示を (r, θ, ϕ)と
する。ただし、地球は自転しているので、月が南中してから再び南中するまでの時間を P とし
て、ϕ = 2πt/P と書ける。V2 をルジャンドル多項式を用いた形に書き直し、加法定理 (1.C.81)

を用いることで、次式を得る。

V2 =
GMr2

d3
P2(cosΨ) (1.C.189)

=
GMr2

d3

[
P 0
2 (cos θ

′)P 0
2 (cos θ) +

1

3
P 1
2 (cos θ

′)P 1
2 (cos θ) cosϕ

+
1

12
P 2
2 (cos θ

′)P 2
2 (cos θ) cos(2ϕ)

]
(1.C.190)

上式の第 1 項は自転 (ϕ) には依らず、月の余緯度 θ′ の変化による周期を持つ項である。第 2 項
は cosϕに依存するので、 1 日周期性を強く持つ項である。これが日周潮に相当する。

P 1
2 (cos θ

′) = 3 sin θ′ cos θ′ (1.C.191)

に依存するので、月が赤道面 θ′ = π/2にあるときは現れない成分である。月と太陽の地球周り
の公転面がほとんど一致していると考えると、夏は地球から見て太陽と月が直角の方向にある
ときに θ′ = π/2となる。図 1.16を見ると、確かに小潮の時期に日周潮 (1 日 2 回の振幅の差)

が小さくなっている。日周潮は P 1
2 (cos θ)に依存することから、中緯度の地域で大きく現れる成

分であることも分かる。式 (1.C.190)の第 3 項は cos(2ϕ)に依存するので、半日周期性を強く
持つ項である。これが半日周潮に相当する。

P 2
2 (cos θ) = 3 sin2 θ (1.C.192)

に依存するので、低緯度の地域ほど大きく現れる成分であることが分かる。
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1.C.6 フーリエ変換
節 1.C.4で、有限区間で定義された任意の関数が三角関数のフーリエ級数で展開できることを

述べた。この考え方を拡張し、三角関数とオイラーの公式

exp(ix) = cosx+ i sinx (1.C.193)

で結ばれる複素指数関数によって、無限区間で定義される関数を展開する考え方をフーリエ変
換という。具体的には、関数 f(x)に対して次の関係にある関数 f̂(k)を f(x)のフーリエ変換と
いう。

f̂(k) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x) exp(−ikx)dx (1.C.194)

対して、次式を f̂(k)のフーリエ逆変換という�38。∫ ∞

−∞
f̂(k) exp(ikx)dk (1.C.195)

f(x)が区分的に滑らかで ∫∞
−∞ |f(x)|dx <∞ (絶対可積分) である場合、フーリエ逆変換は元の

関数 f(x)に一致する。区分的に滑らかとは、1 階導関数が区分的に連続なことを言う。
実関数 f(x) のフーリエ変換 (一般に複素数を返す関数) を f̂(k) としたとき、次の性質があ

る。ただし、f(x)→ f̂(k)のように書く。

af1(x) + bf2(x) −→ af̂1(k) + bf̂2(k) (1.C.196)

f(ax) −→ 1

|a|
f̂

(
k

a

)
(1.C.197)

f(x− x0) −→ f̂(k) exp(−ikx0) (1.C.198)

f ′(x) −→ ikf̂(k) (1.C.199)

f̂∗(k) = f̂(−k) (1.C.200)∫ ∞

−∞
f(x)g(x)dx = 2π

∫ ∞

−∞
f̂∗(k)ĝ(k)dk (1.C.201)

最後の式はパーセバルの定理と呼ばれる�39。

�38 ここではフーリエ変換の式に 1/(2π) が係るように定義しているが、逆変換の式に係る、あるいは両方の式に
1/

√
2π が係るように定義しても良い。また、ここではフーリエ変換を exp(−ikx)、逆変換を exp(ikx) を用い

て行っているが、k の符号を逆にしても良い。
�39 フーリエ変換と逆変換の両方に 1/

√
2π が係るように定義した場合は、等式に 2π が現れない。
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フーリエ変換に関連して、次の公式がある。∫ ∞

−∞
exp(ikx)dk = 2πδ(x) (1.C.202)

δ(x)はデルタ関数と呼ばれる、極限的な意味での関数である。デルタ関数については次節で説
明する。
関数 f(x), g(x)に対して、次の演算を畳み込み (convolution) という。

f(x) ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(s)g(x− s)ds (1.C.203)

畳み込みは可換であり、結合則を満たす。

f(x) ∗ g(x) = g(x) ∗ f(x) (1.C.204)

f(x) ∗ [g(x) ∗ h(x)] = [f(x) ∗ g(x)] ∗ h(x) (1.C.205)

畳み込みの微分は次の性質を持つ。

[f(x) ∗ g(x)]′ = f ′(x) ∗ g(x) = f(x) ∗ g′(x) (1.C.206)

畳み込みのフーリエ変換は次のようになる。ただし、変換の係数 1/(2π)の定義の仕方によって
係数は異なる。

f(x) ∗ g(x) −→ 2πf̂(k)ĝ(k) (1.C.207)

f(x)g(x) −→ f̂(k) ∗ ĝ(k) (1.C.208)

1.C.7 デルタ関数
どのような xのべき乗を乗じても |x| → ∞でゼロに収束するような任意の滑らかな関数 f(x)

に対して、 ∫ ∞

−∞
δ(x)f(x)dx = f(0) (1.C.209)

となるような関数 δ(x)を超関数の意味で考えることができる。これをデルタ関数という。
例えば、次の全ての性質を満たす連続関数の列 {δn(x);n = 1, 2, 3, ...}は n→∞の極限でデ

ルタ関数として振舞うことが知られている�40。

δn(x) ≥ 0; |x| > 1

n
のとき δn(x) = 0;

∫ 1

−1

δn(x)dx = 1 (1.C.210)

�40 例えば、次のような関数である。

δn(x) =

{
Cn exp[−1/(1− n2x2)] (|x| < 1/n)

0 (|x| ≥ 1/n)

ただし、定数 C は ∫ 1−1 δ1(x)dx = 1となるように選ぶ。
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実際に、定積分の平均値の定理から、−1/n < θn < 1/nとなる θn がとれて、∫ ∞

−∞
δn(x)f(x)dx = f(θn)

∫ 1/n

−1/n

δn(x)dx = f(θn) (1.C.211)

となり、n→∞のとき、f(θn)→ f(0)となる。このことを指して

δ(x) = lim
n→∞

δn(x) (1.C.212)

と書く。この例を眺めると、デルタ関数は面積 1 を保ったまま、x = 0でピークを持つ山の幅
を限りなく狭くしたような関数というイメージが持てる�41。δ(x)は次のような表現もできる。

δ(x) = lim
λ→∞

1

2π

∫ λ

−λ
exp(ikx)dk = lim

λ→∞

1

π

sin(λx)

x
(1.C.213)

δ(x) = lim
n→∞

√
n

π
exp(−nx2) (1.C.214)

δ(x) = lim
ε→0

1

π

ε

x2 + ε2
(1.C.215)

δ(x)は形式的に次の公式に従う。

∫ ∞

−∞
δ(x− a)f(x)dx = f(a) (1.C.216)

δ(−x) = δ(x) (1.C.217)

δ(ax) =
1

|a|
δ(x) (1.C.218)

f(x) = 0となる点を x = a1, a2, ..., an としたとき、

δ[f(x)] =

n∑
k=1

1

|f ′(ak)|
δ(x− ak) (1.C.219)

である。特に、a ̸= bに対して、

δ[(x− a)(x− b)] = 1

|a− b|
[δ(x− a) + δ(x− b)] (1.C.220)

である。

デルタ関数の微分は部分積分∫ ∞

−∞
δ′(x)f(x)dx = −

∫ ∞

−∞
δ(x)f ′(x)dx (1.C.221)

�41 ただし、デルタ関数は数学的には「関数 f(x)を与えたときに値 f(0)を返す写像」として定義されるものであり、
δ(x)は良い性質の関数 f(x)を乗じて積分した場合のみ意味をなす記号である。
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が形式的に行えるように、対象の任意の関数 f(x)に対して、∫ ∞

−∞
δ′(x)f(x)dx = −f ′(0) (1.C.222)

を満たすものとして定義される。これに関連する公式には次のものがある。

xδ′(x) = −δ(x) (1.C.223)

付録 1.D 波の考え方
MHDでは様々な種類の波を考えることがある。ここで言う「波」とは、場の量の擾乱の情報

が流体の速度 (流速)とは違う速度で空間中を伝わる現象のことを指す。波の解析の基礎をなす
線形波の考え方について、浅水波と内部重力波を例にして説明する。地球流体力学的な波につ
いては、例えば Pedlosky (2003)が詳しい。

1.D.1 波動方程式
例えば津波は、

� その波長に比べて海の深さ H(定数とする)が十分に浅い。
� 津波による水位の変動 h(x, y, t)が H に比べて十分に小さい。
� 変動の時間スケールが 1日に比べて十分短い。
� 背景の密度や圧力は水平方向に一様で、水の流れがない。或いは、一様な流れと同じ速度
で動く観測系で見る。

などの仮定の下で、次の浅水波方程式に従うことが知られている。

∂2h

∂t2
= c2

(
∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2

)
(1.D.1)

ただし, c =
√
gH (1.D.2)

g は重力加速度である。この偏微分方程式は、例えば

h(x, y, t) = h1(x, y, t), h(x, y, t) = h2(x, y, t) (1.D.3)

という 2つの解があったとき、その重ね合わせ

h(x, y, t) = h1(x, y, t) + h2(x, y, t) (1.D.4)

もまたこの偏微分方程式の解であるという性質を持つ。この性質を線形性と言う。線形な時間
発展方程式に対しては後述する一連の線形波の考え方が通用する。
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図 1.18 平面波

式 (1.D.1)の簡単な解として、

h(x, y, t) = h0 cos (kx− ωt) (1.D.5)

ただし, ω = ±c|k| (1.D.6)

がある。実際に代入すると解であることが分かる。この解は平面波と呼ばれ、k > 0, ω = c|k|
或いは k < 0, ω = −c|k|の場合は図 1.18のように、波長 2π/k のサインカーブが x軸正の方向
に速度 cで進むように見える波形を表す�42。k < 0, ω = c|k|或いは k > 0, ω = −c|k|の場合は
x軸負の向きに速度 cで動くように見える。この速度 cは位相速度と呼ばれる�43。h0 は振幅で
ある。y 軸方向には図の波形がずっと広がっている。k は波数、ω は角振動数と呼ばれる。計算
を簡便にするために、波の解析時には hを敢えて複素数に拡張して考える。実際に観測される
波形は hの実部である。すると、式 (1.D.5)の平面波は

h(x, y, t) = h0 exp [i(kx− ωt)] (1.D.7)

と表される�44。h0 も一般には複素数となる。もっと一般に、k = (kx, ky)の方向に位相速度 c

で進む、波長 2π/|k|の平面波も式 (1.D.1)の解であり、

h(x, y, t) = h0 exp [i(kxx+ kyy − ωt)] (1.D.8)

ただし, ω = c|k| (1.D.9)

と書ける。

�42 波長に比べて振幅が十分に小さいことが、水面波が浅水波方程式に従う条件のひとつである。図は縦軸が拡大さ
れている。

�43 expの肩の θ = kx− ωtを位相と言う。等位相面がその垂直な向きに動く速さが c = ω/|k|なので、cは位相速
度と呼ばれる。

�44 オイラーの公式
exp (iθ) = cos θ + i sin θ

に従う複素指数関数を考えると、実数の場合と同じ指数法則や微積分の法則に従って計算ができるため、sin, cos

を陽に考えるより計算が簡便になる。
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図 1.19 ガウス波束を初期条件に与えたときの浅水波方程式の数値計算結果：横軸 xは波の典型
的な空間スケール Lで、時間は位相速度が 1になるように L/cで規格化されている。波高 hは
典型的なスケール h0 で規格化されている。

平面波は、サインカーブの波がずっと続く形の解なので、現実ではあまり見ないが、一般の波
は平面波の重ね合わせで表すことができるため、波の解析においては特別な意味を持つ解であ
る。例えば図 1.19に、初期条件として

h(x, 0) = exp
[
−π
2
x2
]

(1.D.10)

∂h

∂t
(x, 0) = 0 (1.D.11)

を与えて、c = 1 とした浅水波方程式を数値計算した結果を示す。ただし、y 軸方向には一様
(∂/∂y = 0)な場合を考えている。t = 0で x = 0に置かれたガウス関数型の波束が高さ 1/2の
波束 2つに分かれて、それぞれ x軸正の向きと負の向きに形を保ったまま速度 1で移動する様
子が分かる。この解の挙動は次のように解釈できる。初期条件 (1.D.10)は次のように、平面波
exp [ikx]の重ね合わせで表現できる。

h(x, 0) =

∫ ∞

−∞
ĥ(k) exp [ikx]dk (1.D.12)

ただし, ĥ(k) =
1√
2π

exp

[
− k

2

2π

]
(1.D.13)

付録 1.C.6で説明しているフーリエ変換である。各平面波の時間発展は ω(k) = c|k|として

exp [i(kx± ω(k)t)] (1.D.14)

なので、平面波を重ね合わせた波束の時間発展は、

h(x, t) =

∫ ∞

−∞
ĥ(k){α exp [i(kx− ω(k)t)] + β exp [i(kx+ ω(k)t)]}dk (1.D.15)

ただし, α+ β = 1 (1.D.16)
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となる。ここで、初期条件 (1.D.11)より、

∂h

∂t

∣∣∣∣
t=0

=

∫ ∞

−∞
ĥ(k){−iω(k)α+ iω(k)β} exp [ikx]dk (1.D.17)

があらゆる xについてゼロなので、
α = β =

1

2
(1.D.18)

となる。よって、

h(x, t) =
1

2

∫ ∞

−∞
ĥ(k) exp [i(kx− ω(k)t)]dk + 1

2

∫ ∞

−∞
ĥ(k) exp [i(kx+ ω(k)t)]dk (1.D.19)

=
1

2

∫ ∞

−∞
ĥ(k) exp [ik(x+ ct)]dk +

1

2

∫ ∞

−∞
ĥ(k) exp [ik(x− ct)]dk (1.D.20)

=
1

2
exp

[
−π
2
(x+ ct)2

]
+

1

2
exp

[
−π
2
(x− ct)2

]
(1.D.21)

と書ける。第 1項が x軸負の向きに進む成分で、第 2項が正の向きに進む成分を表す。

1.D.2 波の分散
一般に、地球の大気は重力成層をしている。つまり、重力の影響で上層にいくほど圧力や密度

が小さくなった状態で存在している。重力成層した安定な流体の中で鉛直方向の擾乱が加わる
と、重力と浮力を復元力とした振動をし、それが波として伝わる。このような波を内部重力波
と言う。例えば、風が山を越えて吹くとき、山の存在により鉛直方向の風の流れが起こるので、
山の風下側では内部重力波が起こり、風が上下にうねるようにして存在する。このような風の
うねりは特に山岳波と呼ばれる。図 1.20に山岳波の例を示した。これはひまわり 8号衛星によ
り観測された日本付近の雲の様子�45だが、東北地方の太平洋側に、縦に並んだ雲の列が見える。
これは奥羽山脈にぶつかった東向きの風が風下側で内部重力波を起こして上下にうねった結果、
上昇流に伴って雲が発生し、その等位相面上に雲が並んでいると解釈できる。
内部重力波は、

� その擾乱の振幅が十分に小さい
� 背景の密度や圧力が水平方向に一様
� 背景の流速は水平方向の一様流

�45 出典：ひまわり 8号リアルタイムWeb https://himawari8.nict.go.jp/ (NICT, 2019 年 8 月 26 日閲覧)
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図 1.20 2016/01/31/08:30 の日本付近の雲の様子：東北地方の太平洋側に山岳波による雲の
列が見られる。ひまわり 8 号リアルタイムWeb https://himawari8.nict.go.jp/ (NICT,

2019 年 8 月 26 日閲覧) より。

などの仮定の下で、

∂2

∂t2

(
∂2vz
∂x2

+
∂2vz
∂y2

+
∂2vz
∂z2

)
+N2

(
∂2vz
∂x2

+
∂2vz
∂y2

)
= 0 (1.D.22)

ただし, N2 =
−g
ρ0

∂ρ0
∂z

(1.D.23)

という偏微分方程式に従うことが知られている。ただし、背景場の静止系、すなわち風と同じ
速度で動く観測系で見たときの方程式である。g は重力加速度、vz, ρ0 はそれぞれ、大気の z 方
向 (鉛直上向き)の速度場、大気 (背景場)の密度を表す。N はブラント-バイサラ振動数と呼ば
れる。
この方程式の性質を調べるために、y 軸方向には一様な状況を考え、

vz(x, z, t) = v̂z exp [i(kxx+ kzz − ωt)] (1.D.24)

という平面波を代入すると、

{ω2(k2x + k2z)−N2k2x}v̂z = 0 (1.D.25)
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という関係式が導出される。ここで、v̂z = 0という自明な解以外の場合を考えると、

ω2 =
N2k2x
k2x + k2z

(1.D.26)

となる。この関係式を満たす平面波だけが方程式の解として許される。一般にこのような ω と
kの間の関係式を分散関係 (dispersion relation) と呼ぶ。k = (kx, kz)として、この平面波の位
相速度 ω/|k|は

ω

|k|
= ±N |kx|

|k|2
(1.D.27)

となる。前節の浅水波方程式では分散関係が ω2 = c2|k|2 だったので、位相速度の大きさは k

に依らず一定だったが、本節の方程式の場合は平面波の位相速度は波数に依る。よって、一般に
異なる波数の平面波の重ね合わせで表される波束は、構成するそれぞれの平面波が違う位相速
度で移動するため、時間が経つと空間的に広がっていく。この性質を分散と言う。前節の方程
式のような分散関係の波は分散のない波と呼ばれる。

1.D.3 群速度
一般に分散関係が ω = ω(kx, ky, kz)のとき、

cg =
∂ω

∂kx
x̂+

∂ω

∂ky
ŷ +

∂ω

∂kz
ẑ (1.D.28)

というベクトルを群速度と言う。前節の分散関係の場合は

cg =

(
N

|k|
sin2 ϑ

)
x̂−

(
N

|k|
cosϑ sinϑ

)
ẑ (1.D.29)

となる。ただし、ϑは
cosϑ =

kx
|k|
, sinϑ =

kz
|k|

(1.D.30)

となるようにとった。
ω

kz
(cg · ẑ) < 0 (1.D.31)

k · cg = 0 (1.D.32)

という関係があることがすぐに分かるので、内部重力波の場合、平面波の位相の進む向き k と
群速度 cg は垂直で、例えば kz > 0の場合は cg の z 成分は負であることが分かる。
群速度は波束の移動する速度を意味する。後から数式を用いてこのことを説明するが、群速度

の理解が深まるような実験が「GFD-online (地球流体電脳倶楽部)」というチームによってウェ
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図 1.21 群速度と位相速度の違いを理解するための実験：食塩の濃度勾配を作り密度成層
させた流体に、画面右上で丸棒 4 本を揺らすことで内部重力波を起こしている。モアレ法
と呼ばれる手法で密度の擾乱を色の濃淡として可視化している。丸棒を揺らし始めると、
平面波が赤い矢印の向きに移動する様子が見られるが、擾乱は青い矢印の向きに伸びてい
く。平面波の等位相面の 1 つを赤い破線、擾乱波束の先端の大体の位置を青い破線で示し
た。実験の詳細とこのスナップショットの原動画は地球流体基礎実験集 第 2 版 https:

//www.gfd-dennou.org/library/gfd_exp/index.htm (地球流体電脳倶楽部, 2021 年 5 月
2 日閲覧) を参照。

ブで公開されているので先に紹介しておく�46。図 1.21がその実験の様子のスナップショットで
ある。重力成層に見立てて食塩の濃度勾配を作り、上層に行くほど密度が小さくなる状態にした
水槽に波を起こす実験である。実験の詳細は図のキャプションや原ウェブページを見て欲しい。
図を見ると、平面波の等位相面が移動する向きと擾乱が伝わる向きは垂直になっていることが
分かる。この擾乱が伝わる向きが群速度に相当する。つまり、群速度は波の情報が伝わる速度、
言い換えると波の振動によるエネルギーが伝わる速度を意味する。
群速度が波束の移動する速度を表すことを説明する。簡単のために 1次元で考える。注目す

るスカラー場 ϕ(x, t)について次の波束を考える。

ϕ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dkA(k) exp[i(kx− ωt)] (1.D.33)

ただし、ω は分散関係 ω = ω(k)で与えられたものとする。デルタ関数に関する公式

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp(ikx)dk (1.D.34)

�46 地球流体基礎実験集 第 2版 https://www.gfd-dennou.org/library/gfd_exp/index.htm (地球流体電脳倶
楽部, 2021 年 5 月 2 日閲覧)
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図 1.22 k0 の周りの波数帯の平面波の重ね合わせで表される波束 (青色)とその包絡線 (赤色)の
概念図

を見ると、無限小の幅を持つ関数は全波数帯 (−∞,∞)における平面波の重ね合わせで表される
ことが分かる。一方で平面波自身は

exp(ik0x) =

∫ ∞

−∞
dkδ(k − k0) exp(ikx) (1.D.35)

と書けるが、この式を見ると空間的に無限に広がる関数は無限小の幅の波数帯 (k0)での平面波
の重ね合わせで表されることが分かる。現実に存在するような有限の幅を持つ波束は有限の幅
の波数帯の平面波の重ね合わせで表される。式 (1.D.33) の A(k) が k0 の周りでのみ大きな値
を持つとする。例えば式 (1.D.10) のガウス波束の場合は、式 (1.D.12) を見ると分かるように
k0 → 0であり、図 1.21の実験の場合は赤い矢印の向きに移動するように見える平面波の波数が
k0 にあたる。このとき、分散関係を k0 の周りで

ω(k) ≃ ω0 + ω′
0(k − k0) (1.D.36)

ただし, ω0 = ω(k0), ω′
0 =

∂ω(k0)

∂k
(1.D.37)

と展開して式 (1.D.33)に代入することで、

ϕ(x, t) ≃ exp[i(k0x− ω0t)]

∫ ∞

−∞
dkA(k) exp[i(k − k0)(x− ω′

0t)]︸ ︷︷ ︸
α(x−ω′

0t)

(1.D.38)

と書ける。図 1.22に示したように、α(x−ω′
0t)はこの波束の包絡線を表す。αが (x−ω′

0t)の関
数であることから、この包絡線は速度 ω′

0 で移動することが分かる。この ω′
0 が群速度にあたる。
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図 1.23 図の ◦で示した点で強制振動を与えたときの時間発展の数値計算結果：境界は h(x, y, t)

に関して自由端。与えた強制振動の角振動数は (A)が ω =
√
2π、(B)が ω = 1.7π。ただし、空

間は L、時間は L/c = L/
√
gH、角振動数は c/L、波高 hは h0 = v0

√
H/g/100で規格化され

ている。(A)ではある程度の時間が経つと図の 2つの状態を行き来するようになるが、(B)では
特定の状態を行き来することはなく、励起される波高の振幅も (A)のように時間が経つごとに
大きくなるわけではない。原動画は https://youtu.be/6U_Zv6lvlCY

1.D.4 固有モード
前節までは、無限に広がる領域内、あるいは領域の境界条件を考えなくて良い程度の局所的な

波について説明した。本節では境界に囲まれた領域内での大域的な波の挙動について説明する。
節 1.D.1で考えた浅水波方程式を、一辺の長さが Lの正方形の領域内で考えてみる。領域の端
(境界)は水面波を反射する壁と考える。境界条件を具体的に考えるために、式 (1.D.1)を導出す
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る元となる式
∂vx
∂t

= −g ∂h
∂x

(1.D.39)

∂vy
∂t

= −g ∂h
∂y

(1.D.40)

∂h

∂t
= −H

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

)
(1.D.41)

を考える。vx, vy はぞれぞれ x, y 方向の速度場 (流速)の擾乱である。境界条件は速度場の壁に
垂直な成分がゼロということになる。例えば、x軸方向に垂直な境界面 (x = x0)では

vx(x0, y, t) = 0 (1.D.42)

が境界条件である。式 (1.D.1)を考えるときは、式 (1.D.39)より

∂h

∂x
(x0, y, t) = 0 (1.D.43)

が境界条件となる。このような境界条件を「vx について固定端、h について自由端」と表現
する。

vx(x, y, 0) = 0 (1.D.44)

vy(x, y, 0) = 0 (1.D.45)

h(x, y, 0) = 0 (1.D.46)

という初期条件の下で、上端の壁の一部 (x = 2L/3, y = L)において、周期 2π/ωの強制的な速
度場の擾乱

vy(2L/3, L, t) = v0 sinωt (1.D.47)

を与え、系の時間発展を数値計算した結果の動画を YouTube に上げた�47。動画のスナップ
ショットを図 1.23 に示す。(A) は ω =

√
2πc/L、(B) は ω = 1.7πc/L とした。図を見ると、

(A) の角振動数の場合は大きな振幅の波高が励起されて一定の空間パターンを行き来するよう
な波が見られる。このような状態の波を定在波と言う。一方、(B)の角振動数では定在波は励起
されない。一般に、ある系で (A)のような波が安定して存在しうる角振動数を、その系の固有
振動数と言う。また、各固有振動数における定在波の空間パターンを固有モードと言う。固有
振動数と固有モードは系が従う偏微分方程式と境界条件 (境界の形や種類)によって決まる。
固有モードを調べるには、方程式 (1.D.1)に角振動数 ω で振動する解の形

h(x, y, t) = ĥ(x, y) exp (iωt) (1.D.48)

�47 https://youtu.be/6U_Zv6lvlCY
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図 1.24 固有振動数と対応する固有モードの数値計算結果：縦に並んだ固有モードは縮退してい
る。固有モードは最大値が 1になるように規格化されていて、固有振動数は c/Lで規格化され
ている。

を代入する。すると、
−
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ĥ(x, y) =

ω2

c2
ĥ(x, y) (1.D.49)

という関係式が出てくる。この関係を満たす ω と ĥ(x, y)、すなわち固有振動数と対応する固有
モードを求めることを「固有値問題を解く」と表現する。この問題が行列の固有値と固有ベク
トルを求める問題に対応することを説明するために、固有モードを数値計算する過程を考える。
数値的に計算するために正方形の領域を N 個のグリッドに分け、式 (1.D.49)を節 1.5.4で説明
したような方法で離散化すると、

h⃗ =


ĥ1
ĥ2
...

ĥN

 (1.D.50)

と適当な N 次正方行列 D を用いて
Dh⃗ =

ω2

c2
h⃗ (1.D.51)

となる。これは付録 1.A.4で説明したように、ω2/c2 が行列 D の固有値であり、h⃗がそれに対
応する固有ベクトルであることを意味する。
行列 D の固有値問題をコンピューターで解いて、求まった固有振動数のうち |ω|の小さいも

のから 8個と、それに対応する固有モードを図 1.24に示した。図を見ると、(A)の場合は左か

112 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.D 波の考え方

図 1.25 図の ◦で示した点で強制振動を与えたときの時間発展の数値計算結果：境界は h(x, y, t)

に関して自由端。与えた強制振動の角振動数は (C)が ω = 2π、(D)が ω = π。ただし、空間は
L、時間は L/c = L/

√
gH、角振動数は c/L、波高 hは h0 = v0

√
H/g/100で規格化されてい

る。(C)は大まかに定在波が励起されている。(D)は波形が回転するパターンの固有モードが励
起されている。原動画は https://youtu.be/6U_Zv6lvlCY

ら 2列目の固有モードが励起されていた一方で、(B)の場合の ω = 1.7πc/Lという固有振動数
は持たないことが分かる。
図 1.24 を見ると、ωL/c = 1.00π, 2.00π などのモードは縮退している。(x = 3L/4, y = L)

という点で角振動数 ω = 2πc/Lの強制振動を与えた場合の、系の時間発展の数値計算結果を図
1.25の (C)に示した。結果を見ると、固有モード (仮に ĥ0(x, y)とする)が励起されていること
が分かるが、固有モードのパターンは図 1.24の 2パターン (仮に ĥ1(x, y), ĥ2(x, y)とする)と
は異なる。行列の固有値が縮退している場合に固有ベクトル 2つの線形結合もまた固有ベクト
ルになったように、ĥ0 も ĥ1, ĥ2 の重ね合わせ

ĥ0(x, y) = αĥ1(x, y) + βĥ2(x, y) (1.D.52)

で表すことができる。この場合はほとんど

α = β (1.D.53)
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である。ただし、α, β は一般には複素数である�48。例えば、ω = πc/Lとして、正方形の上側 2

つの角で位相を π/2だけずらして、同じ強さの強制振動を与えた場合の数値計算結果を図 1.25

の (D)に示した。波形が時計回りに回転するような固有モードが励起されていることが分かる。
図 1.24の ω = 1.00πc/Lの上のモードを ĥ1(x, y)、下のモードを ĥ2(x, y)とした場合、この回
転するモード ĥ0(x, y)は、ほとんど

ĥ0(x, y) = α{ĥ1(x, y)− iĥ2(x, y)} (1.D.54)

と表される。
この固有値問題を解析的に考えてみる。目標は、式 (1.D.49) と自由端境界条件を満たす非自

明 (ĥ(x, y) ̸= 0) な解が存在するような ω > 0 の値 (固有値) と、そのときの解 (固有関数) の
組を全て見つけることである。級数展開や固有値問題については付録 1.Cで説明している。正
方形の左下が (x, y) = (0, 0)、右上が (x, y) = (L,L)となるように座標を設定する。まず、x方
向の自由端境界条件を満たす完全系として、cos 系を選び、ĥ(x, y) を展開する。

ĥ(x, y) =
∞∑
n=0

an(y) cos
(πn
L
x
)

(1.D.55)

これを式 (1.D.49)に代入すると、次式を得る。
∞∑
n=0

[
d2an
dy2

+

(
ω2

c2
− π2n2

L2

)
an

]
sin
(πn
L
x
)
= 0 (1.D.56)

cos 系は内積 (f, g) =
∫ L
0
f(x)g(x)dx の下で直交関数系を成し、直交関数系は 1 次独立なので、

上式が成り立つのは全ての n に対して次式が成り立つ場合に限る。

d2an
dy2

= −
(
ω2

c2
− π2n2

L2

)
an (1.D.57)

これに y 方向の自由端境界条件を課したときの固有値問題の解は次のようになる。

固有値 :
ω2

c2
− π2n2

L2
=
π2m2

L2
; m = 0, 1, 2, ... (1.D.58)

固有関数 : anm(y) ∝ cos
(πm
L
y
)

(1.D.59)

以上の議論をまとめると、初めの固有値問題の解は次のようになる。

固有値 : ω =
πc

L

√
n2 +m2; n,m = 0, 1, 2, ...; (n,m) ̸= (0, 0) (1.D.60)

固有関数 : ĥnm(x, y) ∝ cos
(πn
L
x
)
cos
(πm
L
y
)

(1.D.61)

�48 観測される波形は ĥ exp (iωt)の実部である。
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つまり、固有振動数 ω = πc/Lに対する固有モードは (n,m) = (1, 0), (0, 1)の場合の 2つ

ĥ10 = cos
(π
L
x
)

(1.D.62)

ĥ01 = cos
(π
L
y
)

(1.D.63)

であることが分かる。図 1.24に示した 2つのモードはそれらの重ね合わせ
ĥ上段 = −ĥ10 + ĥ01 (1.D.64)

ĥ下段 = ĥ10 + ĥ01 (1.D.65)

にあたる。また、固有振動数 ω =
√
2πc/Lに対する固有モードは (n,m) = (1, 1)の場合の 1つ

ĥ11 = cos
(π
L
x
)
cos
(π
L
y
)

(1.D.66)

であることなども分かる。
この問題のように正方形の 2次元領域で固有値問題 (1.D.49)考える場合、或いは立方体の 3

次元領域で固有値問題
∇2f(x, y, z) = λf(x, y, z) (1.D.67)

考える場合は、適切に境界条件を組み込めば三角関数同士の積によって固有モードを表せる。一
方で、円形の 2次元領域で同様の固有値問題を考えるときは三角関数とベッセル関数の積、球
形の 3次元領域を考える場合は球面調和関数と球ベッセル関数の積で固有モードが表されるこ
とを覚えておくと良い。詳しくは付録 1.C.4にまとめてある。

1.D.5 波の減衰と不安定性
前節までで説明した方程式においては、分散関係の場合も固有振動数の場合も、ωは実数とし

て求まった。これは方程式を導くにあたって、ある種の理想化を施していたためである。一般
的には ω が複素数として求まることがある。例えば、粘性や電気抵抗などの、エネルギーが不
可逆的に熱に変わってしまうような過程を考慮すると、分散関係に虚数単位 iが混じり、ωi(k)
を正の値をとる関数として、

ω = ωr(k)− iωi(k) (1.D.68)

となることがある。このとき、平面波は
exp [i(kx− ωt)] = exp [i(kx− ωr(k)t)] exp [−ωi(k)t] (1.D.69)

となり、波の振幅が時間の経過とともに指数関数的に小さくなるような解になる。この現象は
内部減衰�49と呼ばれる。

�49 ただし、一般に波の減衰と呼ばれる現象には、この内部減衰以外にも波の分散によって波束の高さが小さくなる
現象や、波が球面的に広がることで波のエネルギー密度 (すなわち振幅)が小さくなる現象 (幾何減衰)、媒質 (背
景場)が一様でないために生じる波の散乱による減衰 (散乱減衰)などを含む場合があるので注意が必要である。
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第 1 章 数学的準備と流体力学の考え方 1.D 波の考え方

固有モードを考える場合にも、固有振動数 (すなわち前節の行列 D の固有値)として、

ω = ωr − iωi (1.D.70)

が求まることがある。これを仮定した振動解に戻すと、

exp (iωt) = exp (iωrt) exp (ωit) (1.D.71)

となる。ωi < 0の場合、これは自発的に減衰するモードを表す。一方、ωi > 0の場合、一旦励
起されると時間経過と共に自発的に振幅が増大していくモードを表す。このようなモードを不
安定と言う。不安定な波の解が現れることは、設定した系 (背景場)が安定して存在できないと
いうことである。波の解析手法は考える系の不安定性を調べるときにも用いられる。
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2
電磁気学の基礎方程式

MHDの基礎方程式を考えるには、電磁気学の基礎方程式と流体力学の基礎方程式が出発点に
なる。この章では、電磁気学の諸法則の説明をしてから、それを流体に適用できる形に持ってい
く。運動物体での電磁場を扱うためには、途中で特殊相対性理論の枠組みでの話をせざるを得
ないが、本書は基本的に光速より十分に遅い流体を対象とする。次章で説明する流体の基礎方
程式には相対論の考え方は組み込まれていないので、本書の大部分で扱う非相対論的MHDは
光速に対して無視できない速さを持つ場合や、動的で強い重力下での相対論的な流体には適用
できない。相対論的MHDについては第 7章で説明する。
この章の内容は、主に砂川重信 (1999), Davidson (2001), Kulsrud (2004)を参考にしている。

2.1 マクスウェル方程式
電磁場を支配するマクスウェル方程式について説明する。

2.1.1 近接作用の考え方
「下敷きを髪に擦り付けると静電気が溜まって髪が下敷きにくっつく」というシチュエーショ
ンにおいて、「髪に現れた電荷と下敷きの電荷との間に引力が働いて両者は引き合う」というよ
うに考える場合、離れたものの間に力が働くという遠隔作用の立場に立っている。現代の物理
学では、寧ろ近接作用の立場に立つことが主流である。この宇宙空間のあらゆる点と時刻にお
いて電磁場を定義する。下敷きと髪を擦って電荷が現れると、その電荷によって周りの電場が
変化する。すると髪に現れた電荷は、その位置の電場に従って下敷きの方角の力を受ける。こ
のように、時空間中に定義された電磁場を媒介して力を及ぼすという考え方が近接作用の立場
である。従って、電磁場は場の量として記述される。
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第 2 章 電磁気学の基礎方程式 2.1 マクスウェル方程式

2.1.2 真空でのマクスウェル方程式
真空での電磁場はあらゆる点と時刻で次の法則に反してはならない。

ϵ0∇ ·E = ρe (2.1.1)

∇ ·B = 0 (2.1.2)

∇×E +
∂B

∂t
= 0 (2.1.3)

1

µ0
∇×B − ϵ0

∂E

∂t
= j (2.1.4)

これは真空でのマクスウェル方程式と呼ばれる。E(x, t) は電場、B(x, t) は磁場�1である。
ρe(x, t)は電荷密度と呼ばれるスカラー場で、j(x, t)は電流密度と呼ばれるベクトル場である。
電流密度はしばしば略して電流と呼んでしまう。

ϵ0 = 8.85× 10−12 m−3kg−1s4A2, (2.1.5)

µ0 = 1.26× 10−6 m kg s−2A−2 (2.1.6)

はそれぞれ真空の誘電率、真空の透磁率と呼ばれる、次元を合わせるための定数である。ρe と j

が空間と時間の関数として与えられると、この 4法則によって磁場と電場の分布が決定される。
ここで単位系の話をしておく。本書では、現在国際標準とされているMKSA単位系で法則を記
述するが、宇宙関係の分野では cgsガウス単位系もよく使われる。MKSA単位系と cgsガウス
単位系では諸法則の係数の記述が異なる。前者から後者への記述の変換は次のようにすれば良
い�2。

1. 光速 c = 1/
√
ϵ0µ0 という関係を使って µ0 を消去し、係数を ϵ0, cで表す。

2. ϵ0 を 1/(4π)と書き換え、B をB/cと書き換える。

式 (2.1.1)はガウスの法則である。任意の領域 V で積分すると∫
∂V

ϵ0E · dS =

∫
V

ρedV (2.1.7)

となる。つまりこの法則は、領域内の電荷の総和がその領域から流出するように見える電場の
総和 (電束)になることを意味する。大雑把に言うと、電荷があるとその分電場が湧き出すよう
な分布になる、ということである。

�1 B は電磁気学では磁束密度と呼ばれるが、MHDの分野ではこれを磁場と呼ぶ。
�2 式 (2.1.3)は cgsガウス単位系では

∇×E +
1

c

∂B

∂t
= 0

と書かれる。これらの式を見ると、MKSA単位系では磁場と電場の次元が速度の次元分だけ異なるが、cgsガウ
ス単位系では同じ次元を持つことが分かる。
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第 2 章 電磁気学の基礎方程式 2.1 マクスウェル方程式

式 (2.1.2)を任意の領域 V で積分すると、∫
∂V

B · dS = 0 (2.1.8)

となる。これは、磁場に対しては電荷のような湧き出しがないことを表す。磁場の面積分、すな
わち、ある面を考えたときにその面を貫くように見える磁場の総量を磁束と言うが、この法則は
磁束の一種の保存則を表す。ある領域に入った分だけ出てくるのである。接線の方向がその点
での磁場の方向と一致し、任意の面を磁束に比例した本数だけ貫くような曲線群を磁力線と言
う。この法則は、磁力線が途中で分裂したり合流することがなく、必ずループを描くか無限の彼
方まで伸びていることを表す。この磁力線という概念は、磁場の可視化の方法として便利だが、
MHDにおいてはある種の実体を帯びた重要な概念になることを節 4.2.2で説明する。
式 (2.1.3)はファラデーの電磁誘導の法則である。任意の閉曲線 C で張られた面 S で積分す

ると、 ∫
C

E · dl = − d

dt

∫
S

B · dS (2.1.9)

となる。大雑把に言うと、時間変化する磁束の周りには電場のループがあることを表す。
式 (2.1.4)はアンペール-マクスウェルの法則である。任意の閉曲線 C で張られた面 S で積分

すると、 ∫
C

1

µ0
B · dl =

∫
S

j · dS +
d

dt

∫
S

ϵ0E · dS (2.1.10)

となる。大雑把に言うと、電流あるいは時間変化する電束の周りには磁場のループがあること
を表す。マクスウェルが、それまで知られていたアンペールの法則に、変位電流と呼ばれる、電
場の時間変化の項を加えて整備した法則である。

2.1.3 静止物体中のマクスウェル方程式
流体を構成する各分子の原子核や電子が作り出す電磁場は、前節で述べた真空でのマクスウェ

ル方程式に従うべきであるが、MHDにおいて知りたい電磁場はそういった微視的で複雑な電磁
場をある時間、空間で平均した、巨視的な意味での電磁場である。前節の方程式を粗視化した、
巨視的な電磁場が従う方程式を考える必要がある。
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第 2 章 電磁気学の基礎方程式 2.2 ローレンツ力

一般的な電磁気学の教科書では、ここで分極�3や磁化�4という概念を導入して粗視化した結果、

∇ ·D = ρe (2.1.11)

∇ ·B = 0 (2.1.12)

∇×E +
∂B

∂t
= 0 (2.1.13)

∇×H − ∂D

∂t
= j (2.1.14)

という方程式が導出される。これを静止物体中のマクスウェル方程式と言う。D,H は

D = ϵ0E + P (2.1.15)

H =
1

µ0
B −M (2.1.16)

と定義される。P は分極ベクトル、M は磁化ベクトルと呼ばれる場の量である。多くの物質で
P ,M は、静的な状況下でそれぞれ E,B に比例することが実験で分かっているので、

D = ϵ0E + ϵ0χE = ϵE (2.1.17)

B = µ0H + µ0χmH = µH (2.1.18)

という関係を仮定する。χ, χm はそれぞれ電気感受率、磁化率と呼ばれ、ϵ, µ はそれぞれ誘電
率、透磁率と呼ばれる。
MHDで扱うような液体金属やプラズマにおいては、分極の効果は小さいとして無視し、磁化

の効果も、キュリー温度�5を超えている場合を考えるので無視する。結局 ϵ = ϵ0、µ = µ0 とし
て考えるので、粗視化したマクスウェル方程式も式 (2.1.1)-(2.1.4)と形が変わらない。

2.2 ローレンツ力
電磁場の中を速度 vq で動く電荷 q には

F = q(E + vq ×B) (2.2.1)

�3 誘電体が外部電場を受けると、分子内に拘束された電子が引き寄せられて双極子をつくる。或いは水分子など、
元から極性をもった分子からなる物質では、各分子の極性が電場によって揃う。これを平均して巨視的に見ると、
分極という性質になる。

�4 「電子は原子核の周りを回っている」「電子はスピンと呼ばれる自転をしている」と形容されるように、物質を構
成する各分子や電子は磁気モーメントと呼ばれる量を持つ。磁性体が外部磁場を受けると各磁気モーメントの向
きが揃う。これを巨視的に見ると、磁化という性質になる。あるいは、強磁性体は外部磁場が無くとも自発磁化
を持つ。なお、プラズマの文脈で磁化は節 6.1.6で説明する別の現象を指す。

�5 常温で磁化率の高い物質であっても、キュリー温度と呼ばれる温度を超えると磁気モーメントが揃わなくなり、
自発磁化がなくなる。
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第 2 章 電磁気学の基礎方程式 2.3 電磁場のローレンツ変換

図 2.1 電磁場の変換についての思考実験

という力が働く。これをローレンツ力と言う。第 1項は電荷が電場の向きに引かれる力を表し、
クーロン力と呼ばれることがある。第 2項は動く電荷が磁場の存在によって、フレミングの左手
の法則で示される向きに受ける力を表し、この項だけを指してローレンツ力と言う場合もある。
これを流体に適用するために粗視化する。すなわち、単位体積あたりで合計すると、∑ qは電

荷密度 ρe、
∑
qvq は電流密度 j に他ならないので、単位体積あたりのローレンツ力は

f = ρeE + j ×B (2.2.2)

となる�6。

2.3 電磁場のローレンツ変換
図 2.1のように、一様磁場 B = B0ẑ、一様電場 E = v0B0ŷ が課された空間を考えたとき、

電荷 qは図のようにローレンツ力が働いた結果、力が釣り合って等速直線運動をする。では、こ
の状況を電荷が静止して見えるような慣性系で見るとどうなるだろうか。電荷は静止している
ので磁場からは力を受けない。よって、電荷が静止し続けるためには電場がゼロにならないと
いけない。このような思考実験から分かるように、電場と磁場は観測する慣性系に依存した量
である。違う慣性系から見るとどのように電場と磁場が変換されるかについては、特殊相対論
によってその法則が与えられる。
特殊相対論によると、ある慣性系 Kに対して図 2.2のように一定の速度 V で動く慣性系 K’

�6 このとき、E,B も粗視化している。積の平均を平均の積で表していることになるので、q と E、qvq とB の
間に相関 (共分散)がないことを暗に仮定している。
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第 2 章 電磁気学の基礎方程式 2.3 電磁場のローレンツ変換

図 2.2 慣性系 Kと K’

を考えた場合、時刻と座標は次のように変換される�7。

x′ =W (x− V t) (2.3.1)

y′ = y, z′ = z (2.3.2)

ct′ =W

(
ct− V

c
x

)
(2.3.3)

これはローレンツ変換と呼ばれるもので、cは光速、W は

W =
1√

1− V 2/c2
(2.3.4)

と定義される。非相対論的極限 |V |/c≪ 1において、ローレンツ変換は

x′ = x− V t (2.3.5)

y′ = y, z′ = z (2.3.6)

t′ = t (2.3.7)

となり、ニュートン力学において仮定されていた座標変換であるガリレイ変換と一致する。
上記のようなローレンツ変換において電場と磁場は次のように変換する。

E′
x = Ex, B′

x = Bx (2.3.8)

E′
y =W (Ey − V Bz) , B′

y =W

(
By +

V

c2
Ez

)
(2.3.9)

E′
z =W (Ez + V By) , B′

z =W

(
Bz −

V

c2
Ey

)
(2.3.10)

観測系を変えると、電場の見え方は大きく変わる。一方で、非相対論的極限の場合は磁場の見え
方は変わらないみなせる。図 2.1の場合、V = v0 として上記の変換則を適用すると、静止系 K’

�7 相対論について詳しく知りたい方は第 7章を読んで欲しい。
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第 2 章 電磁気学の基礎方程式 2.4 オームの法則

での一様電場と一様磁場は

E′ =W (v0B0 − v0B0)ŷ = 0 (2.3.11)

B′ =

√
1− v20

c2
B0ẑ (2.3.12)

となっていることが分かる。確かに電荷の静止系で見ると電場はゼロになっている。
一方で、電荷密度と電流密度は上記のローレンツ変換において次のように変換する。

ρ′e =W

(
ρe −

V

c2
jx

)
(2.3.13)

j′x =W (jx − V ρe) (2.3.14)

j′y = jy, j′z = jz (2.3.15)

2.4 オームの法則
静止した伝導体では、電流密度はしばしば自由電子に働く力に比例する。これをオームの法

則と言う。流体においてもこの法則を適用し、微小領域において

jr = σEr (2.4.1)

を仮定する。ただし jr,Er はこの微小領域の静止系で見たときの電流と電場であり、一般に微
小領域が速度場 v に従って動くときは、前節で説明した変換則を一般化して用いて、

j = σ(E + v ×B) (2.4.2)

となる。ただし、非相対論的極限を考えている。電流は jr = j − ρev と変換するが、次節で
述べる理由により典型的には |ρev|/|j| ∼ (V/c)2 (ただし V は調べる流体の典型的な速度) とな
るので、非相対論的流体において jr = j とした。
σは電気伝導率 (electrical conductivity) と呼ばれる。電気伝導率は流体の微視的性質の考察

か、或いは観測や実験による結果によって決定されるべき量である。温度などの熱力学量に依る
ことが期待されるが、定数として考えられていることもある。液体金属における典型的な値は
Davidson (2001)の Appendix 3、地球の外核における観測値や理論ついては Stacey (2007a),

Price (2007), Stacey (2007b)を参考にすると良い。完全に電離したプラズマにおける理論は節
6.4で説明する。
プラズマにおいては複数の仮定の下で上式を適用することになる。逆に、上式の精度が悪い系

では、プラズマを記述するのに多流体方程式系や運動論を用いるべきかの選択が迫られる。詳
しくは節 6.2で説明する。例えば太陽大気 (光球や彩層)は僅かにしか電離しておらず、ほとん
どの H, He元素が中性粒子の状態で存在している。このようなプラズマでの現象を調べる際に
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第 2 章 電磁気学の基礎方程式 2.5 MHD流体への適用

は、中性粒子との衝突による効果を含めたもう少し複雑な形式がオームの法則として採用され
る。詳細は一般化されたオームの法則の節 6.5.2で説明する。

2.5 MHD流体への適用
光速に対して十分に遅い伝導流体を考える際には、マクスウェル方程式をいくらか簡素化す

ることで、電磁場の時間発展を支配する方程式は誘導方程式のひとつに集約される。

2.5.1 スケーリング
前節までで、MHDで使われる電磁気学の法則は全て説明した。ここで、

� 光速に対して十分に遅い流体を考える。
� 考える流体現象の時間スケールが十分に長い。

という仮定�8の下で、方程式への寄与が常に小さく、無視できる項を 2つ落とす。
まず、2番目の仮定の具体的な意味を説明する。アンペール-マクスウェルの法則 (2.1.4)の両

辺�9に ∇·を作用させ、ガウスの法則 (2.1.1)を代入すると、

∂ρe
∂t

+∇ · j = 0 (2.5.1)

を得る。この式は、ある点に流れ込んだ正味の電流がその点での電荷の時間変化になるという
意味であり、電荷の保存則を表す。オームの法則 (2.4.2)の両辺に ∇·を作用させたものをこの
式に代入し、ガウスの法則も使うと、

∂ρe
∂t

+
ρe
τe

+ σ∇ · (v ×B) = 0 (2.5.2)

という式が出てくる。ただし、σ は定数としている。ここで、τe = ϵ0/σ は考える流体の電気伝
導率で決まる値である。液体金属やプラズマの典型的な値 σ = 10−4 − 106 S m−1 を考えると、
τe = 10−17 − 10−7 sとなり、どの場合も 1秒よりずっと短い値になる。v = 0の状況を考える
と、この式は

ρe(x, t) = ρe(x, 0) exp [−t/τe] (2.5.3)

という解を持つ。つまり、十分に電気を通す流体の内部では、ある時刻に電荷が存在したとして

�8 例えば太陽の表面付近で起こる現象においては、速くて 100 km s−1 のオーダーの速度である。或いはコロナ質
量放出と呼ばれる現象などでは 1000 km s−1 のオーダーの速度が観測されることがあるが、それでもなお光速
3× 105 km s−1 に比べたら 1 % 程度である。

�9 真空のマクスウェル方程式を参照しているが、形が同じだけで、考えているのは粗視化したマクスウェル方程式
である。
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も、その電荷は直ぐに τe の時間スケールで雲散霧消する�10。この意味を込めて、τe は電荷緩和
時間と呼ばれる。
ただし、密度の小さいプラズマの場合、上述したような短い時間スケールにおいてオームの法

則 (2.4.2) は適用できないため、上述の議論は意味をなさない。例えば太陽コロナ (温度や密度
については表 6.2 参照) の場合、0.05 s 程度より長い時間スケールの現象に対してのみ、電子の
慣性を無視することで式 (2.4.2) の形式のオームの法則が適用できる�11。
いずれにせよ、調べたい現象の時間スケール T が τe やオームの法則を適用できる限界より

ずっと長い場合、式 (2.5.2) は有効である。そのときの第 1項と第 2項の比は、

|∂ρe/∂t|
|ρe/τe|

∼ τe
T
≪ 1 (2.5.4)

となり、第 2項に比べて第 1項は無視できる。∼は値が同じオーダーであることを表す。よっ
て、第 2項は第 3項と釣り合う必要があるので、考える空間スケールを L、流体の速度のスケー
ルを V、磁場強度のスケールを B、電気伝導率のスケールを σ とすると、

ρe
τe
∼ σV B

L
(2.5.5)

となる。更に電場強度のスケールを E としてガウスの法則も使ってスケーリングすると、結局

E ∼ V B (2.5.6)

となることが分かる。
次に、アンペール-マクスウェルの法則の磁場の項と変位電流の項の比を考えると、

|µ0ϵ0
∂E
∂t |

|∇ ×B|
∼ 1/c2 · E/T

B/L
∼ L

c2T
· E
B

(2.5.7)

である。ここで先ほどの関係 (2.5.6)を使うと、

|µ0ϵ0
∂E
∂t |

|∇ ×B|
∼ V

c
· L
cT

(2.5.8)

となる。1番目の仮定より、この値は 1よりずっと小さいことが分かる。よって、変位電流の項
は今後無視する。アンペール-マクスウェルの法則は

�10 今は巨視的な立場で議論しているので、ここで言う「電荷」は微視的な意味での電子やイオンなどを指すのでは
なく、それらの微視的電荷を適当な時空間で平均 (合計)した量のことである。

�11 具体的には、電子の慣性や圧力の項を無視せずに残した形式のオームの法則 (6.2.157) において、ジュール抵抗
の項に対して慣性項を無視できる条件を考えた。プラズマの電気抵抗については節 6.4.2 で説明しているスピッ
ツァーの輸送係数によって見積もることができる。
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j =
1

µ0
∇×B (2.5.9)

となる�12。
次に、ローレンツ力 (2.2.2)の 2項の比を考える。ガウスの法則 (2.1.1)とアンペールの法則

(2.5.9)を使うと、

|ρeE|
|j ×B|

∼ |µ0ϵ0(∇ ·E)E|
|(∇×B)×B|

∼ E2/L

c2B2/L
∼ 1

c2

(
E

B

)2

∼ 1

c2

(
L

T

)2

(2.5.10)

となり、やはり 1よりずっと小さいことが分かる。よって電場から流体が受ける力は今後無視
する。つまり、ローレンツ力は

f = j ×B (2.5.11)

となる。

2.5.2 誘導方程式
ファラデーの法則 (2.1.3)にオームの法則 (2.4.2)を代入すると、

∂B

∂t
= ∇× (v ×B)−∇×

(
1

σ
j

)
(2.5.12)

となり、更にアンペールの法則 (2.5.9)を代入すると、

∂B

∂t
= ∇× (v ×B)−∇× (η∇×B) (2.5.13)

となる。これが、MHDにおいて時間発展を司る 4法則のうちのひとつ、誘導方程式 (induction

equation)である。ある時間ステップでの速度場 v と磁場 B の空間分布が分かれば、この方程
式から磁場の時間発展が分かる。η = 1/(µ0σ) は磁気拡散率 (magnetic diffusivity) と呼ばれ

�12 まとめると、電荷緩和時間が考える時間スケールよりもずっと短いため、電荷保存則の時間変化の項が無視でき
ることから、変位電流が無視できることにつながった。逆に、電荷緩和時間が考える時間スケールよりもずっと
長いような流体、すなわち電気を通さないために電荷をため込むことができる流体を考える場合には、流体が光
速よりずっと遅いという仮定の下で、変位電流の代わりにファラデーの法則の時間変化項を無視することになる。
このような場合の定式化を電気流体力学 (EHD)と言う (e.g. Zhakin, 2012)。
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る�13。特に η が空間的に一様の場合、ベクトル解析の公式を用いて、
∂B

∂t
= ∇× (v ×B) + η∇2B (2.5.14)

となる。∇2 が出てくるので、確かにこの項が磁場の拡散を司る項であることが分かる。右辺第
1項を変形して保存則の形で表すと、

∂B

∂t
+∇ · (vB −Bv) = −∇× (η∇×B) (2.5.15)

と書ける。ただし、一般にベクトル v とB のテンソル積を vB と書き、∇ · (vB),∇ · (Bv)は
それぞれ添え字形式での

∂

∂xj
(vjBi),

∂

∂xj
(Bjvi) (2.5.16)

を表している。誘導方程式の具体的な意味については節 4.2.2で説明する。

付録 2.A 電磁波
マクスウェル方程式に従う電磁場に何らかの擾乱が与えられると、その擾乱は波として空間中

を伝わる。電磁波と呼ばれる現象である。この付録の前半は電磁波の基本的な性質を理解する
ために、真空中に電荷も電流もない場合の電磁波について説明する。荷電粒子と電磁波の相互
作用によって電磁波の向きが変えられる現象を散乱と言う。これは古典電磁気学的�14には、入
射波によって力を受けた荷電粒子が振動し、その加速度によって別の方向に電磁波が放射され
る現象と解釈できる。散乱は第 5章の放射輸送を考える際に重要なので、この付録の後半は荷
電粒子による電磁波の放射を古典電磁気学的に扱う手法の説明をした後、非相対論的な自由電
子による電磁波の散乱 (トムソン散乱)と原子に束縛された電子による散乱 (レイリー散乱)につ
いて説明する。

2.A.1 電磁ポテンシャル
ポテンシャルを用いて真空中のマクスウェル方程式 (2.1.1)-(2.1.4) を書き換える方法につい

て説明する。磁場B は非発散の場 (∇ ·B = 0)なので、ヘルムホルツの定理 (節 1.4.7参照)よ
り、ベクトルポテンシャルAによって

B = ∇×A (2.A.1)

�13 文脈によっては電気伝導率の逆数である電気抵抗率 (electrical resistivity) 1/σ に η の文字が割り当てられて
いることもあるので注意が必要である。電気抵抗率と磁気拡散率は次元が µ0 の分だけ違うが、物理的には同じ
量とみなせる。

�14 量子化されていない電磁気学という意味。電磁場の量子化については付録 5.B.10 で、量子論的電磁場による散
乱の考え方については節 5.3.5で説明する。
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と表せる。これをファラデーの法則に代入することで

∇×
(
E +

∂A

∂t

)
= 0 (2.A.2)

となる。上式の括弧内は非回転の場であることが分かるので、ヘルムホルツの定理より、スカ
ラーポテンシャルを用いて

E +
∂A

∂t
= −∇ϕ −→ E = −∂A

∂t
−∇ϕ (2.A.3)

と表せる。つまり、電場と磁場を式 (2.A.1), (2.A.3)のようにベクトルポテンシャルとスカラー
ポテンシャルを用いて表せば、マクスウェル方程式のうちの 2 式を自動的に満たす。残りの 2

式 (ガウスの法則、アンペール-マクスウェルの法則)から A, ϕが従う方程式を導く。両式に式
(2.A.1), (2.A.3)を代入して、ベクトル解析の公式を用いて変形すると、

∇
(
∇ ·A+

1

c2
∂ϕ

∂t

)
+

(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
A = µ0j (2.A.4)

∇ ·
(
∂A

∂t

)
+∇2ϕ = −ρe

ϵ0
(2.A.5)

となる。c = 1/
√
ϵ0µ0は光速である。この 2式より、与えられた j, ρeと境界条件に対してA, ϕ

が求まれば、式 (2.A.1), (2.A.3)によって電場と磁場が決定される。
ポテンシャルの選び方には自由度がある。任意の微分可能な関数 χ(x, t)を持ってきて、

A′ = A+∇χ (2.A.6)

ϕ′ = ϕ− ∂χ

∂t
(2.A.7)

というように新しいポテンシャルA′, ϕ′ を作ると、

∇×A′ = ∇×A+∇× (∇χ) = ∇×A (2.A.8)

−∂A
′

∂t
−∇ϕ′ = −∂A

∂t
−∇

(
∂χ

∂t

)
−∇ϕ+∇

(
∂χ

∂t

)
(2.A.9)

= −∂A
∂t
−∇ϕ (2.A.10)

となるので、A′, ϕ′ も A, ϕ と同じ B,E を与えることが分かる。つまり、電磁ポテンシャル
A, ϕ には任意関数 χ について上述のような不定性がある。式 (2.A.6), (2.A.7) で表される、
B,E を不変に保つ変換をゲージ変換と言う。ゲージ変換が式 (2.A.4), (2.A.5)の形も不変にし
ていることも直ぐに確かめられる。
対象とする系において与えられた j, ρe と境界条件の下で式 (2.A.4), (2.A.5)を解き、とある

解A0(x, t), ϕ0(x, t)を得たとする。すると、式 (2.A.4), (2.A.5)を満たす一般解は、関数 χ(x, t)
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を用いて

A = A0 +∇χ (2.A.11)

ϕ = ϕ0 −
∂χ

∂t
(2.A.12)

と書ける。ここで、χ(x, t)はどのような関数であっても正しい B,E を与えるため、次の方程
式の解を持ってくることにする。

∇2 − 1

c2
∂2χ

∂t2
= −

(
∇ ·A0 +

1

c2
∂ϕ0
∂t

)
(2.A.13)

上式を満たす解 χのひとつを用いて

AL = A0 +∇χ (2.A.14)

ϕL = ϕ0 −
∂χ

∂t
(2.A.15)

を満たす量 AL, ϕL を作ると、当然これらは対象とする系において式 (2.A.4), (2.A.5) を満た
し、正しいB,E を与える。一方でAL, ϕL は

∇ ·AL +
1

c2
∂ϕL
∂t

= ∇ ·A0 +
1

c2
∂ϕ0
∂t

+∇2χ− 1

c2
∂2χ

∂t2
(2.A.16)

= 0 (2.A.17)

も満たす。よって、AL, ϕL が従う方程式 (2.A.4), (2.A.5)は次のように書き換えられる。(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
AL = µ0j (2.A.18)(

1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
ϕL =

ρe
ϵ0

(2.A.19)

以上の議論をまとめると、マクスウェル方程式は次の手順で解くことができる。与えられた
j, ρeと境界条件の下で上式の成分にして 4つの波動方程式を解く。それによって得た解AL, ϕL

のうち、条件 (2.A.17) を満たすものだけを取り出す。そのようにして求まったポテンシャル
AL, ϕL は、

B = ∇×AL (2.A.20)

E = −∂AL

∂t
−∇ϕL (2.A.21)

によって正しい電磁場を与える。式 (2.A.17)はローレンツのゲージ条件、または単にローレン
ツ条件と呼ばれる。マクスウェル方程式をこのように書き換えて、AL, ϕL を用いて電磁場を考
えることを「ローレンツゲージで考える」と表現する。

129 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 2 章 電磁気学の基礎方程式 2.A 電磁波

ローレンツゲージの方程式系 (2.A.17)-(2.A.21)は(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
χ0 = 0 (2.A.22)

を満たす関数 χ0 によるゲージ変換

AL −→ A′
L = AL +∇χ0 (2.A.23)

ϕL −→ ϕ′L = ϕL −
∂χ0

∂t
(2.A.24)

において不変である。対象とする系のあらゆる点と時刻で j, ρe がゼロである場合、上記のゲー
ジ変換によって更に方程式系を簡単にすることができる。ゲージ変換の χ0 として、

∂χ0

∂t
= ϕL (2.A.25)

を満たすものを持ってくる。ρe = 0であるため、式 (2.A.19)より、この χ0 が式 (2.A.22)の制
限を侵すことはない。すると、新しいスカラーポテンシャルは

ϕ = ϕL −
∂χ0

∂t
= ϕL − ϕL = 0 (2.A.26)

となり、方程式系はベクトルポテンシャルのみによって

B = ∇×A (2.A.27)

E = −∂A
∂t

(2.A.28)(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
A = 0 (2.A.29)

∇ ·A = 0 (2.A.30)

と表される。このような表し方を放射ゲージと言う。新たなゲージ条件である式 (2.A.30)は横
波条件と呼ばれる。その所以は次節で説明する。

2.A.2 自由電磁波
真空中に電荷も電流もない場合のマクスウェル方程式は

∇ ·E = 0 (2.A.31)

∇ ·B = 0 (2.A.32)

∇×E +
∂B

∂t
= 0 (2.A.33)

∇×B − ϵ0µ0
∂E

∂t
= 0 (2.A.34)
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となる。この方程式に従う電磁場を特に自由場と呼ぶ。式 (2.A.33) の両辺に ∇× を作用させ
て、式 (2.A.34)を代入してベクトル解析の公式を用いて変形すると、

∂2E

∂t2
= c2∇2E (2.A.35)

ただし, c2 =
1

ϵ0µ0
(2.A.36)

という波動方程式が出てくる。また、E,B について先ほどと対称的な式変形をすると、

∂2B

∂t2
= c2∇2B (2.A.37)

という波動方程式も出てくる。或いは放射ゲージを用いれば、ベクトルポテンシャルは波動方
程式 (2.A.29)に従う。
式 (2.A.29)に平面波

A(x, t) = Ã exp [i(k · x− ωt)] (2.A.38)

を代入すると、その分散関係は
ω2 = c2|k|2 (2.A.39)

となることが分かる�15。一方で、上記の平面波を式 (2.A.30)に代入することで

k · Ã = 0 (2.A.40)

という関係が出てくるので、ベクトルポテンシャルの擾乱は平面波の進行方向に垂直であるこ
とが分かる。このような波を横波と言い、式 (2.A.30)は横波条件と呼ばれる。式 (2.A.28)より
電場の擾乱はベクトルポテンシャルに平行なので、電場も平面波の進行方向に垂直である。ま
た、式 (2.A.27)より

B(x, t) = i(k × Ã) exp [i(k · x− ωt)] (2.A.41)

なので、磁場の擾乱は平面波の進行方向にもベクトルポテンシャル (すなわち電場)にも垂直で
あることが分かる。

2.A.3 偏光
前節で電磁波は横波であることを説明した。例えば

A(x, t) = ax̂ exp [i(kz − ωt)] (2.A.42)

�15 波の考え方の基本については付録 1.Dを参照のこと。
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図 2.3 右円偏光の古典的イメージ：特定の点に注目すると、時間の経過と共に青色の矢印の向
きにAが回転する。kに平行な直線上の各点に注目すると、Aの矢印の先は赤い破線のような
螺旋を描き、その螺旋は時間の経過と共に赤い矢印の向きに位相速度 cで進行する。特定の位置
のAが回転する向きと伝搬方向 kが右ねじの関係にある。

という、ベクトルポテンシャルの x方向への擾乱が z 方向へ進行する平面波も考えることがで
きる。また、次のような平面波の重ね合わせもまた平面波であり、方程式系 (2.A.29)&(2.A.30)

の解となる。
A(x, t) = (a1x̂+ a2ŷ) exp [i(kz − ωt)] (2.A.43)

a1, a2 が実数の場合、この解は (a1x̂ + a2ŷ)の方向への擾乱が z 方向に進行する解となる。一
方で、例えば a2 = ia1 の場合を考える。nを整数として i = exp (πi/2 + 2nπi)なので、

A(x, t) = a1x̂ exp [i(kz − ωt)] + a1ŷ exp [i(kz − ωt+ π/2 + 2nπ)] (2.A.44)

と書け、擾乱の方向が互いに垂直で位相が π/2だけずれた平面波を重ね合わせる場合を考えて
いることになる。このとき、Aの実部をとると、

Re[A] =

 |a1| cos(kz − ωt+ ϕ)
−|a1| sin(kz − ωt+ ϕ)

0

 (2.A.45)

と書ける。k > 0の場合、この解は図 2.3のように進行する平面波を表す。このような平面波を
右円偏光と呼ぶことにする。右-左の定義の仕方は双方の流儀があるため、注意が必要である。
本書は Landi Degl’Innocenti & Landolfi (2004) の定義に合わせてある。a1 = −ia2 の場合は
左円偏光の解になる。これに対して式 (2.A.42)のような平面波を直線偏光と言う。一般に特定
の方向に進む平面波は、直交する向きの 2つの直線偏光の重ね合わせで表せると同時に、右円
偏光と左円偏光の重ね合わせでも表現できる。
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2.A.4 ポインティングベクトル
一般に

S =
1

µ0
E ×B (2.A.46)

というベクトル場はポインティングベクトルと呼ばれる。電磁波に伴う単位面積、単位時間あ
たりの平均のエネルギーフラックスはポインティングベクトルの時間平均

S =
1

µ0
E ×B (2.A.47)

で表され、電磁場のエネルギー密度の時間平均は

w =
ϵ0
2
|E|2 + 1

2µ0
|B|2 (2.A.48)

で表される。例えば式 (2.A.42)の平面波を考えると、この平面波による電磁場の擾乱は

E(x, t) = iωax̂ exp[i(kz − ωt)] (2.A.49)

B(x, t) = ikaŷ exp[i(kz − ωt)] (2.A.50)

と書ける�16。これらの実部を取って S, w を計算し、1 周期分で時間平均するという操作は、
E,B を上記のように複素数に拡張されたままの量として

S =
1

2µ0
E ×B∗ (2.A.51)

w =
ϵ0
4
E ·E∗ +

1

4µ0
B ·B∗ (2.A.52)

を計算する操作に等しいことが直ぐに確かめられる。ただし、B∗ は B の複素共役という意味
である。実際に計算すると、

S =
ck2

2µ0
|a|2ẑ (2.A.53)

w =
1

4

(
ϵ0ω

2|a|2 + 1

µ0
k2|a|2

)
(2.A.54)

=
k2

2µ0
|a|2 (2.A.55)

となる。エネルギーは電磁波の伝搬する方向に流れることが分かる。また、電磁波においては
磁場のエネルギーと電場のエネルギーは等しいことも分かる。

�16 ω = c|k| なので、平面波において |B| = |E|/c が成り立っていることもこの式から分かる。ただし、|B| =
B∗ ·B = |ka|とはB の振幅のことである。
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2.A.5 リエナール-ヴィーヘルトポテンシャル
本節からは、荷電粒子による電磁波の放射について説明する。一般のマクスウェル方程式

(2.1.1)-(2.1.4)をローレンツゲージで考える。

E = −∂A
∂t
−∇ϕ (2.A.56)

B = ∇×A (2.A.57)(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
A = −µ0j (2.A.58)(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
ϕ = − 1

ϵ0
ρe (2.A.59)

∇ ·A+
1

c2
∂ϕ

∂t
= 0 (2.A.60)

式 (2.A.58),(2.A.59) の成分にして 4 つの波動方程式の解の中でローレンツ条件 (2.A.60) を
満たすベクトルポテンシャル A(x, t) とスカラーポテンシャル ϕ(x, t) の組が求まれば、式
(2.A.56),(2.A.57)より電磁場が求まるという寸法である。無限遠方で両ポテンシャルがゼロに
なるという境界条件の下での式 (2.A.58),(2.A.59)の形式的な解を求めるために、まずは各量を
次のようにフーリエ変換する。

A(x, t) =

∫ ∞

−∞
Ã(x, ω) exp(−iωt)dω (2.A.61)

ϕ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ϕ̃(x, ω) exp(−iωt)dω (2.A.62)

j(x, t) =

∫ ∞

−∞
j̃(x, ω) exp(−iωt)dω (2.A.63)

ρe(x, t) =

∫ ∞

−∞
ρ̃e(x, ω) exp(−iωt)dω (2.A.64)

これらを式 (2.A.58),(2.A.59)に代入すると、

∇2Ã+
ω2

c2
Ã = −µ0j̃ (2.A.65)

∇2ϕ̃+
ω2

c2
ϕ̃ = − 1

ϵ0
ρ̃e (2.A.66)

という、ポアソン方程式 (1.5.15)の亜種の方程式が得られる。この方程式の無限遠でゼロにな
る解を求めるにはグリーン関数法が用いられる。式 (2.A.65),(2.A.66) に対するグリーン関数、
すなわち (

∇2 +
ω2

c2

)
G(x) = −δ3(x) (2.A.67)

の解の中で無限遠でゼロになるものは

G(x) =
1

4π

exp(±iω|x|/c)
|x|

(2.A.68)
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であることが知られている。これより

Ã(x, ω) =
µ0

4π

∫
j̃(x′, ω)

|x− x′|
exp

(
±iω

c
|x− x′|

)
d3x′ (2.A.69)

ϕ̃(x, ω) =
1

4πϵ0

∫
ρ̃e(x

′, ω)

|x− x′|
exp

(
±iω

c
|x− x′|

)
d3x′ (2.A.70)

が分かるので、これを式 (2.A.61)に代入すると、

A(x, t) =
µ0

4π

∫ ∞

−∞
dω exp(−iωt)

∫
d3x′

j̃(x′, ω)

|x− x′|
exp

(
±iω

c
|x− x′|

)
(2.A.71)

=
µ0

4π

∫
d3x′

1

|x− x′|

∫ ∞

−∞
dω exp

(
−iωt± iω

c
|x− x′|

)
· 1

2π

∫ ∞

−∞
dt′j(x′, t′) exp(iωt′) (2.A.72)

=
µ0

8π

∫
d3x′

1

|x− x′|

∫ ∞

−∞
dt′j(x′, t′)

∫ ∞

−∞
dω exp

[
iω

(
t′ − t± |x− x′|

c

)]
(2.A.73)

=
µ0

4π

∫
d3x′

∫ ∞

−∞
dt′

1

|x− x′|
δ

(
t− t′ ∓ |x− x′|

c

)
j(x′, t′) (2.A.74)

となる。更に t′ に関する積分を実行すると、

A(x, t) =
µ0

4π

∫
d3x′

j(x′, t′)

|x− x′|
(2.A.75)

と書け、ϕについても同様の計算を行うと

ϕ(x, t) =
1

4πϵ0

∫
d3x′

ρe(x
′, t′)

|x− x′|
(2.A.76)

と書ける。ただし、
t′ = t∓ |x− x′|

c
(2.A.77)

である。上の符号を採用したときのポテンシャルは遅延ポテンシャルと呼ばれる。時刻 t′ に位
置 x′ における j, ρe によって発せられた電磁波は時刻 t = t′ + |x− x′|/cに位置 xで受信され
る。遅延ポテンシャルの表式は、各点で過去に発せられた電磁波の寄与の合計が、現在の注目す
る点での電磁ポテンシャルであることを表している。上式で書かれた電磁ポテンシャルがロー
レンツ条件 (2.A.60)を満たすことは、実際に電荷の保存則 (2.5.1)も用いて計算すれば分かる。
点電荷が軌道 r = r(t)を描いて運動しているとする。点電荷の電荷量を q とすると、電荷密

度と電流密度は

ρe(x, t) = qδ3(x− r(t)) (2.A.78)

j(x, t) = qṙ(t)δ3(x− r(t)) (2.A.79)
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と書ける。すると遅延ポテンシャルは、式 (2.A.74)にこれを代入することで、

A(x, t) =
µ0q

4π

∫
d3x′

∫ ∞

∞
dt′

ṙ(t′)

|x− x′|
δ

(
t− t′ − |x− x′|

c

)
δ3(x′ − r(t′)) (2.A.80)

=
µ0q

4π

∫ ∞

−∞
dt′

ṙ(t′)

|x− r(t′)|
δ

(
t− t′ − |x− r(t′)|

c

)
(2.A.81)

と計算できる。ここで、積分変数を

s = t′ +
|x− r(t′)|

c
= f(t′) (2.A.82)

と変換し、この式は t′ について t′ = f−1(s)と解けるものとする。すると上式の積分は

A(x, t) =
µ0q

4π

∫ ∞

−∞
ds
df−1(s)

ds

ṙ(f−1(s))

|x− r(f−1(s))|
δ (t− s) (2.A.83)

=
µ0q

4π
· ṙ(f−1(t))

|x− r(f−1(t))

df−1(t)

dt
(2.A.84)

と実行できる。t = f(t′)を満たす t′ を t0 とすると、

df−1(t)

dt
=

[
df(t0)

dt0

]−1

(2.A.85)

であり、
df(t0)

dt0
= 1− 1

c
· x− r(t0)

|x− r(t0)|
· dr(t0)
dt0

(2.A.86)

と計算できる。すると結局、ベクトルポテンシャルは

A(x, t) =
µ0q

4π

ṙ(t0)

|x− r(t0)| − ṙ(t0) · (x− r(t0))/c
(2.A.87)

と書ける。ϕについても同様にして

ϕ(x, t) =
q

4πϵ0

1

|x− r(t0)| − ṙ(t0) · (x− r(t0))/c
(2.A.88)

と書ける。ただし、t0 は
t0 = t− |x− r(t0)|

c
(2.A.89)

の解として与えられる発信時刻である。上記のポテンシャルはリエナール-ヴィーヘルトポテン
シャル (Liénard-Wiechert potentials)と呼ばれる。このポテンシャルから電場と磁場を計算す
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ると、

E(x, t) =
q

4πϵ0

[
(n(t0)− β(t0))(1− β2(t0))

α3(t0)R2(t0)
+

n(t0)× {(n(t0)− β(t0))× β̇(t0)}
cα3(t0)R(t0)

]
(2.A.90)

B(x, t) =
1

c
n(t0)×E(x, t) (2.A.91)

ただし, R(t0) = |x− r(t0)| (2.A.92)

n(t0) =
x− r(t0)

|x− r(t0)|
(2.A.93)

β(t0) =
ṙ(t0)

c
(2.A.94)

α(t0) = 1− n(t0) · β(t0) (2.A.95)

と書ける�17。式 (2.A.90)の右辺第 1項は点電荷が等速直線運動をする場合に放射される電磁場
であり、R−2 に比例する。これは電荷の静止系で見たときの静電場 (クーロン場)に相当する。
一方で第 2項は点電荷が加速度 β̇ を持つ状況において発せられる電磁波を表しており、R−1 に
比例する。よって、点電荷から十分に遠方では第 2項の寄与が支配的になる。

2.A.6 制動放射
電荷が加速度を持つことによって電磁波を放射する現象を制動放射 (bremsstrahlung、ブレー

ムシュトラルンク)と言う。放射される電磁場は式 (2.A.90)の第 2項だけを考えて、

E(x, t) =
q

4πϵ0

n(t0)× {(n(t0)− β(t0))× β̇(t0)}
cα3(t0)R(t0)

(2.A.96)

B(x, t) =
1

c
n(t0)×E(x, t) (2.A.97)

と書ける。上式より、電荷から観測者に向く単位ベクトル nと E,B は互いに直交関係にある
と分かるので、電荷から十分に離れた領域では放射された電磁波は自由電磁波の性質を持つこ
とが分かる。ポインティングベクトルを計算すると、

S(x, t) =
1

µ0c
[E(x, t)]2n(t0) (2.A.98)

=
q2

16π2ϵ0c

n(t0)

α6(t0)R2(t0)

[
n(t0)× {(n(t0)− β(t0))× β̇(t0)}

]2
(2.A.99)

�17 非常に煩雑な計算となる。詳しくは例えば砂川重信 (1999)の第 9章 §3を参照のこと。
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となる。点電荷が単位時間加速されたときに放射されるエネルギーのうち、観測者が受け取る
フラックスは

dE

dt0
=
dE

dt

dt

dt0
(2.A.100)

= (S(x, t) · n(t0))α(t0) (2.A.101)

なので、電荷が単位時間加速されて全方向に放射するエネルギーの総量は、これを電荷を中心と
する半径 R(t0)の球面上で全立体角 4π について積分することで、

dW

dt0
=

∫
4π

S(x, t) · n(t0)α(t0)R2(t0)dΩ (2.A.102)

=
q2

16π2ϵ0c

∫
4π

dΩ

[
n(t0)× {(n(t0)− β(t0))× β̇(t0)}

]2
(1− n(t0) · β(t0))5

(2.A.103)

と書ける。特に、電荷の速度が光速に比べて十分に小さいときは

dW

dt0
=

q2

16π2ϵ0c

∫
4π

dΩ
[
n(t0)× (n(t0)× β̇(t0))

]2
(2.A.104)

=
q2

16π2ϵ0c3
[v̇(t0)]

2

∫
4π

dΩsin2 θ (2.A.105)

=
q2

6πϵ0c3
[v̇(t0)]

2 (2.A.106)

となる。ただし、θ は放射方向 n(t0)と電荷の加速度 v̇(t0)のなす角度である。これはラーモア
の公式と呼ばれる。放射のエネルギーは電荷の加速度の 2乗に比例し、主に加速度と垂直な方
向に放射されることが分かる。

2.A.7 散乱
トムソン散乱
まずは、非相対論的な速さの自由電子による電磁波の散乱現象であるトムソン散乱について

考察する。平面波が電子に入射し、電子が力を受ける状況を考える。自由電子の運動方程式は

mz̈(t) = −e [E(z(t), t) + ż(t)×B(z(t), t)] (2.A.107)

である。e = 1.60× 10−19 Cは素電荷、z(t)は電子の軌道を E,B と同じように複素数に拡張
したものである。電磁波においては |B| = |E|/cであるため、|ż|/c≪ 1の場合には磁場から受
ける力は電場から受ける力に比べて無視できる。入射波は直線偏光を考え、電場の振動する方
向の単位ベクトルを êとして振幅 (実数)を E0 とすると、

E(x, t) = E0ê exp[i(k · x− ωt)] (2.A.108)
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図 2.4 散乱に関する角の関係

と書ける。すなわち、電場から受ける力のみを考慮した運動方程式は

mz̈(t) = −eE0ê exp[i(k · z0 − ωt)] (2.A.109)

と書ける。電子は電場から力を受けて振動するが、その振動による位置の変化は電磁波の波長
に比べて十分に小さいとして、expの肩の z(t)を電子の平均的な位置 z0 で置き換えた。これは
長波長近似と呼ばれる。この運動方程式より、電荷の加速度は

z̈(t) = −eE0

m
ê exp[i(k · z0 − ωt)] (2.A.110)

と求まる。電子によって単位時間、単位立体角あたりに単位ベクトル nの方向へ放射される平
均エネルギーは、式 (2.A.104)の非積分関数を時間平均して、

dP

dΩ
=

e2

16π2ϵ0c3
|n× (n× Re[z̈(t)])|2 (2.A.111)

=
e2

32π2ϵ0c3
|n× (n× z̈(t))|2 (2.A.112)

=
e4E2

0

32π2ϵ0m2c3
|n× (n× ê)|2 (2.A.113)

と書ける。一方で、単位時間、単位面積あたりの入射波のエネルギーは、節 2.A.4で説明したよ
うに、

S =
cϵ0
2
E2

0 (2.A.114)

と書ける。
ここで、

dσ

dΩ
=
dP

dΩ
/S (2.A.115)

という量を考える。これは面積の次元を持つ量で、特定の方向から平面波が入射したときに、特
定の方向に放射されるエネルギーの割合に比例する。微分断面積と呼ばれる。トムソン散乱の
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微分断面積は
dσT
dΩ

= r20 |n× (n× ê)|2 (2.A.116)

= r20 sin
2 Θ (2.A.117)

ただし, r0 =
e2

4πϵ0mc2
= 2.82× 10−15 m (2.A.118)

と計算できる。r0 は古典電子半径と呼ばれる定数である。Θは放射方向 nと入射波の偏極ベク
トル êがなす角度である。図 2.4のように、入射波の伝搬方向 kと放射の方向 nがなす角度を
θ として、図の赤く示された 3方向が作る球面三角において球面余弦定理を使うと、

sin2 Θ = 1− sin2 θ cos2 ϕ (2.A.119)

という関係が分かる。入射波に偏極がないとすると、これを ϕ について平均することで、式
(2.A.117)の sin2 Θは

1

2π

∫ 2π

0

(1− sin2 θ cos2 ϕ)dϕ =
1

2
(1 + cos2 θ) (2.A.120)

に置き換えられる。よって微分断面積は
dσT
dΩ

=
1

2
r20(1 + cos2 θ) (2.A.121)

となり、全放射方向 4π で積分したトムソン散乱の全断面積は

σT =
8π

3
r20 (2.A.122)

と書ける。全断面積は散乱の起こりやすさの尺度になる。

レイリー散乱
原子に束縛された電子による電磁波の散乱現象をレイリー散乱と言う。レイリー散乱のいち

ばん簡単なモデルとして、電子が角振動数 ω0 の弾性力によって束縛されていると考えて断面積
を計算する。電子の運動方程式は、長波長近似の下で、

mz̈(t) = −mω2
0z(t)− eE0ê exp[i(k · z0 − ωt)] (2.A.123)

と書ける。この微分方程式の特解を求めることによって、

z̈(t) =
eω2E0

m(ω2
0 − ω2)

exp[i(k · z0 − ωt)] (2.A.124)

と書けることが分かるので、レイリー散乱の断面積は
dσR
dΩ

=
dσT
dΩ

ω4

(ω2
0 − ω2)2

(2.A.125)

σR = σT
ω4

(ω2
0 − ω2)2

(2.A.126)
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と計算できる。特に、入射波の角振動数が ω ≪ ω0 を満たす場合には

σR ≃ σT
ω4

ω4
0

(2.A.127)

と書ける。節 5.3.5 で簡単に説明するが、量子論的電磁気学を用いたレイリー散乱の考察から
も、各振動数が小さい場合には σR は ω4 に比例することが言える。大気を構成する無色の気体
分子の場合、ω0 に対応する典型的な波長は可視光の波長よりも短いため、可視光の散乱を考え
る場合はこの近似が良く成り立つ。図 2.5に、地球大気に対するレイリー散乱断面積のモデルを
示した。散乱断面積が λ−4 に比例することから、短い波長 (大きな振動数、青色)の光ほど散乱
効率が大きいことが分かる。従って昼間の空は青く見え、逆に夕焼けは散乱されずに残った光
を見るために赤く見える。また、微分断面積に (1 + cos2 θ)が係ることから、入射光と同じ方向
か逆の方向には散乱が起きやすく、入射光と直交する向きには起きにくいことが分かる。我々
が空を眺めるときには、太陽の方向から飛んできて 1回だけレイリー散乱を受けた光を見てい
る�18ので、空気の綺麗な日�19に太陽が東の空にあった場合、東と西の空は比較的明るい青に見
え、天頂は濃い (暗い)青に見えるはずである。

2.A.8 クーロン相互作用と放射場の分離
前述した散乱問題のような、荷電粒子と電磁場の相互作用を量子力学的に考察する手法を節

5.3で説明するが、その際の定式化の土台となる考え方を説明する。クーロンゲージと呼ばれる
電磁ポテンシャルを用いれば、電荷と電磁場が共存する系のダイナミクスを荷電粒子の運動方程
式とベクトルポテンシャルの時間発展方程式のみで記述することができ、スカラーポテンシャ
ルの自由度を考慮する必要が無くなる。
節 2.A.1で説明したゲージ変換において、ローレンツゲージにつながる式 (2.A.13)の代わり

に、
∇2χ = −∇ ·A0 (2.A.128)

�18 (大雑把な見積もり) 第 5 章で詳しく説明するが、散乱断面積を σ、大気の数密度を n としたとき、l = 1/(nσ)

という値は光が散乱を受けずに大気を直進できる平均的な距離 (平均自由行程)を表す。例えば地球大気による波
長 450 nmでのレイリー散乱断面積として 1.0× 10−30 m2(Bodhaine et al., 1999)を使い、大気の数密度は
地上を想定して 2.5× 1025 m−3 とすると、l = 40 kmと計算できる。実際の地球大気は高いほど希薄になるの
で、この l は過小評価である。一方で、地球大気のスケールハイト (節 4.3.1)はおよそ 8.4 km なので、光の自
由平均行程は大気の厚さより大きいことが言える。つまり、大部分の光は地球大気でレイリー散乱を受けること
なく直進し、ほんの一部の光が高々 1 回散乱される。空は太陽よりも十分に暗いために直視できることを考える
と、当たり前かもしれない。

�19 例えば煙などの塵や水滴などの大きな粒子が大気中に存在しない日のことを指す。光の波長に対して無視できな
い大きさの球形粒子による散乱を考える理論にはミー理論 (Mie theory) がある。雲を構成する粒子によるミー
散乱では散乱断面積の波長依存性は少ないので、雲は白色に見える。
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図 2.5 地球大気のレイリー散乱断面積のモデル：対数-対数グラフで書かれている。破線は
y = ax−4 の傾きを表す。Bodhaine et al. (1999)より。

という方程式の解のひとつである χ(x, t)を持ってきて、

AC = A0 +∇χ (2.A.129)

ϕC = ϕ0 −
∂χ

∂t
(2.A.130)

と変換する。すると、マクスウェル方程式系は次のように書き換えられる。

B = ∇×AC (2.A.131)

E = −∂AC

∂t
−∇ϕC (2.A.132)(

1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
AC = µ0j −

1

c2
∇
(
∂ϕC
∂t

)
(2.A.133)

∇2ϕC = −ρe
ϵ0

(2.A.134)

∇ ·AC = 0 (2.A.135)

これをクーロンゲージと言う。ゲージ条件の式 (2.A.135)は横波条件と呼ばれる。ρe, j が存在
しない状況では ϕC = 0の解が得られるので、放射ゲージに一致する。以下添え字の C は省略す
る。ヘルムホルツの定理 (節 1.4.7参照)より、任意のベクトル場Qは縦成分Q∥(∇×Q∥ = 0)

と横成分Q⊥(∇ ·Q⊥ = 0)に分けることができる。磁場B は常に横成分しか持たないし、ベク
トルポテンシャル Aもクーロンゲージにおいては横成分しか持たない。電場 E を 2つの成分
に分けると、A, ϕとの間に

E⊥ = −∂A
∂t

, E∥ = −∇ϕ (2.A.136)
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という関係を持つことが分かる。また、j を 2つの成分に分けることで、式 (2.A.133)から横成
分のみを抽出することができ、 (

1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
A = µ0j⊥ (2.A.137)

と書ける。
以上の議論を眺めると、次のことが言える。まず、スカラーポテンシャル ϕは電場の縦成分

E∥ を司るポテンシャルであり、荷電粒子の運動方程式によってある時刻での電荷密度 ρe が決
まれば、ポアソン方程式 (2.A.134)より決定される。一方で、磁場 B と電場の横成分 E∥ はベ
クトルポテンシャル Aによって表されていて、Aの時間発展は外場 j⊥ の下で式 (2.A.137)に
従う。このようにして、電磁場の成分を、荷電粒子の運動の下で静電場のように振舞う成分 E∥

と、独立した時間発展方程式に従う成分 E⊥,B に分けることができた。前者はクーロン相互作
用 (Coulomb interaction)、後者は放射場 (radiation field)と呼ばれる。
点電荷から成る系を考える場合は、電荷密度と電流は次のように書ける。

ρe(x, t) =
∑
n

enδ
3(x− rn(t)) (2.A.138)

j(x, t) =
∑
n

enṙn(t)δ
3(x− rn(t)) (2.A.139)

ただし、各電荷のラベルを nと書くことにし、n番目の荷電粒子 (電荷 en)の描く軌道を rn(t)、
その時間微分を ṙn(t)と書いた。上式の ρe の下でポアソン方程式 (2.A.134)を解くと、

ϕ(x, t) =
∑
n

en
4πϵ0|x− rn(t)|

(2.A.140)

となる。n番目の荷電粒子の運動方程式は、質量をmn として、

mnr̈n(t) = en
[
E∥(rn(t), t) +E⊥(rn(t), t) + ṙn(t)×B(rn(t), t)

]
(2.A.141)

=
∑

n 以外の m

enem
4πϵ0

rn(t)− rm(t)

|rn(t)− rm(t)|3
− en

∂A(rn(t), t)

∂t
+ enṙn(t)× [∇×A(rn(t), t)]

(2.A.142)

と書ける�20。荷電粒子の運動方程式と電磁場の方程式を併せた全体の方程式系はマクスウェル-

ローレンツ方程式系と呼ばれる。

�20 式 (2.A.140) で与えられる ϕ について −∇ϕ(rn(t), t) を計算することで第 1 項を計算すると、m = n の場合
の項が発散する。これは荷電粒子を点とみなしてデルタ関数を用いたことによる不都合であり、自己エネルギー
の問題と呼ばれる。点電荷は自分自身の作りだすクーロン場からは力を受けないとして、この項の存在を無視し
て議論を進める。

143 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


3
流体の基礎方程式

流体力学では、流体の質量密度 ρ、速度場 v に加え、熱力学的状態量 1 つ (例えばエントロ
ピー sや内部エネルギー e、温度場 T など)の成分にして計 5つの場の量の分布と時間発展を計
算する。その際に使うのが、質量保存則、運動量保存則、エネルギー保存則の成分にして計 5つ
の偏微分方程式である。密度と状態量 1つの時間発展が求まれば、他の状態量の分布は状態方
程式を使って求められる。MHDでは、更に磁場 B の時間発展を計算するために、前章で述べ
た誘導方程式も用いられる。磁場の時間発展が求まれば、他の電磁気学的量の分布はアンペー
ルの法則 (2.5.9)やオームの法則 (2.4.2)を用いて求められる。本章では流体の時間発展を司る
主軸の 3保存則と、方程式系を閉じるために必要な状態方程式の説明をする。
流体力学の基礎方程式の説明の仕方には、現象論的な立場と原理的な立場がある。後者では、

流体を構成する各粒子の運動を統計的に扱う方程式 (運動論的方程式) に平均操作を施すこと
で、各保存則が導入される。この立場での説明は、プラズマの場合について第 6章で行う。本
章では前者の立場から、保存則を出発点として説明する。その際、保存則の基本的な枠組みの上
に、対象とする系に適した現象論的な構成則や状態方程式を採用して肉付けすることで、方程式
系が完成する。このため、各保存則は系によって形を変え、しばしば混乱を招く。本節では、一
般的な保存則の形を示したうえで、仮定を課して具体的に用いられる形式を導入するような説
明の順序を心がけた。
この章の内容の骨格は Kulsrud (2004)と Priest (2014)を参考にし、流体力学的側面の補足

は私が東京大学理学部で受けた講義のノートを参考にしている。関連した文献としては、例え
ば B. J. Cantwell 氏のスタンフォード大学での流体力学の講義のテキストがウェブ�1で閲覧で
きるが、数学的準備や熱力学の基礎から丁寧に書かれていて分かりやすい (Cantwell)。流体力
学の教科書には、上で述べたものを除くと、例えば一般向けのものとして Landau & Lifshitz

(1987)、宇宙物理学のためのものとして Kato & Fukue (2020)、地球の外核のような液体金属
を念頭に置いたものとして Davidson (2001) 、大気や海洋への応用のためのものとして Vallis

(2017)、工学向けの圧縮性流体について 松尾一泰 (2020) がある。

�1 https://web.stanford.edu/~cantwell/ (2021 年 5 月 17 日閲覧)
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第 3 章 流体の基礎方程式 3.1 質量保存則 (連続の式)

図 3.1 移流の概念

3.1 質量保存則 (連続の式)

質量保存則は、質量が湧き出すことも消滅することもないことを表す法則である。節 1.5.3で
説明した保存則の基本形通りに、

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (3.1.1)

と書き表される。第 2項をベクトル解析の公式を用いて分解すると、
Dρ

Dt
+ ρ∇ · v = 0 (3.1.2)

となる。
特に液体を考えるときなどには、その流体が常に ∇ · v = 0を満たすと仮定する場合がある。

このとき、質量保存則は
Dρ

Dt
= 0 (3.1.3)

となる。密度のラグランジュ微分がゼロ、すなわち流体粒子に沿った密度の時間変化がないと
いう意味であり、考える流体が圧縮も膨脹もしないことを表す。

3.1.1 移流項
ラグランジュ微分を具体的に書き表すと、式 (3.1.3)は

∂ρ

∂t
= −(v · ∇)ρ (3.1.4)

となるが、右辺、すなわちラグランジュ微分の第 2 項の意味について考えてみる。速度場が x

軸の向き (v = vxx̂)だった場合、この式は

∂ρ

∂t
= −vx

∂ρ

∂x
(3.1.5)
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図 3.2 応力を介して微小領域が受ける力

となる。つまり、v · ∇ は、流れ場の向きに微分して、その流れ場の大きさをかけたものに
なる。とある ρ の分布が微小時間 δt 後に、vx の流れに従って図 3.1 のように動いたとする。
vx > 0, ∂ρ/∂x > 0の場合、とある点での ∂ρ/∂tは負になる。これが式 (3.1.5)の意味である。
つまり、ラグランジュ微分の第 2項 (v · ∇)は、ある物理量が流れに乗って移動するときの変化
分を表す。その意味を込めて移流項 (advection term)と呼ばれる。

3.2 運動量保存則 (運動方程式)

運動量保存則の一般形から出発し、仮定を与えることで具体的に用いられる形式の運動方程
式を導出する。

3.2.1 一般形
流体の単位体積あたりの運動量は ρvと表される。運動量保存則を添え字形式で書き下すと、

∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂xj
(ρvivj) =

∂τij
∂xj

+ εijkjjBk + fi (3.2.1)

となる。左辺は保存則の基本形通り、すなわち、ある微小領域での運動量の時間変化と流れに
乗って微小領域から流出する運動量のフラックスの正味量を表す。運動量はこれ以外に、隣の
微小領域から直接、応力として受け取ることができるので、その効果を表す右辺第 1項が加わ
る。τij は応力テンソルと呼ばれる。更に、ローレンツ力 j ×B や重力 ρg などの外力が加わる
と、それは微小領域にとって運動量の湧き出しとしてはたらくため、右辺第 2,3項が加わる。
応力についてもう少し詳しく説明する。流体の各微小領域は互いに押し合っている。ある面

を考えたとき、その面で隔てられるふたつの領域がその面上で押し合っているが、その単位面積
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あたりの力を応力と言う。例えば、図 3.2のようなキューブ状の微小領域の、x軸に垂直な面に
ついて考える。各面では作用・反作用の法則に従って互いに押し合っているが、x 座標の小さ
い側の領域が大きい側の領域から受ける応力を τx とする。このとき、図のような考察の結果、
x軸に垂直な面に関して微小領域が受ける正味の力は、単位体積あたりにして ∂τx/∂xとなる。
このような考察を y, z に垂直な面に対しても行うと、微小領域が隣の領域から受ける正味の力
は、単位面積あたりにして

∂τx
∂x

+
∂τ y
∂y

+
∂τ z
∂z

(3.2.2)

となる。この τx, τ y, τ z をまとめたものが式 (3.2.1)の応力テンソル τij である。一般の平面を
考えた場合、その面上で法線ベクトル n̂ = (n1, n2, n3)が向く向きの領域から反対の領域が受け
る応力は、

τijnj (3.2.3)

となる。節 3.2.3で、この τij が具体的にどういう形になるのかを考える。

3.2.2 電磁場の運動量とマクスウェルの応力
MHDにおいて外力として加わることになるローレンツ力 j ×B は、流体の運動量保存とい

う観点からみると運動量の湧き出しと考えられることを前節で述べた。その湧き出した分の運
動量がどこから来るのかについて不思議に思った方もいるかもしれない。それは、電磁場自体
が運動量を持つと考えることで解決する。
ローレンツ力は次のように変形できる。

fi = εijkjjBk (3.2.4)

= εijk

(
1

µ0
εjlm

∂Bm
∂xl

)
Bk (3.2.5)

=
∂T ′

ij

∂xj
(3.2.6)

ただし, T ′
ij =

1

µ0

(
BiBj −

1

2
δijB

2

)
(3.2.7)

2段目ではアンペールの法則 (2.5.9)を代入した。あとは式変形するだけである。今は変位電流
と電場による力を無視して考えているが、これらの項も考慮し、マクスウェル方程式を総動員し
て同じような式変形をすると、

fi = −
∂pi
∂t

+
∂Tij
∂xj

(3.2.8)

ただし, pi = ϵ0εijkEjBk (3.2.9)

Tij = ϵ0

(
EiEj −

1

2
δijE

2

)
+

1

µ0

(
BiBj −

1

2
δijB

2

)
(3.2.10)
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となる。これを運動量保存則 (3.2.1)に代入すると、

∂

∂t
(ρvi + pi) +

∂

∂xj
(ρvivj) =

∂

∂xj
(τij + Tij) (3.2.11)

となる。ここで電磁場が pi という運動量�2を持つと考えると、この式は、流体＋電磁場の全体
の運動量保存則とみなせる。Tij は電磁場の存在によって隣の微小領域から受ける応力とみなせ
るため、マクスウェルの応力と呼ばれる。式 (3.2.6)と (3.2.8)を見比べると、MHD流体の場合
は光速より十分に遅い場合を考えているがゆえに、電磁場の運動量の時間変化と、マクスウェル
の応力の電場による成分は考えなくて良いと解釈できる。マクスウェルの応力の具体的な説明
は節 4.2.3でする。

3.2.3 ニュートン流体
応力は流体を構成する物質の性質と流体の速度場の状況に依存する。よって応力と速度

場の関係は、対象の物質によってケースバイケースで考えるものであり、その物質の構成則
(constitutive relation) と呼ばれる。太陽大気のようなプラズマの構成則を原理的に考察するな
らば、第 6章で説明する運動論が用いられる。
現象論的によく使われる構成則にニュートンの粘性法則がある。この法則が適用される流体

をニュートン流体と呼ぶ。ニュートン流体では以下のことが仮定されている。

� 速度場がゼロの時の応力は、面を垂直に押す向きに等方的に働く圧力だけである。
� 速度場の勾配が十分に小さい。
� 速度場に対する流体の応答が等方的である。

uij =
∂vi
∂xj

(3.2.12)

と書くことにする。uij を速度勾配テンソルと呼ぶ。2番目の仮定より、ukl の二次以上の項は
無視して、

τij = aij +
∂τij
∂ukl

ukl +O(u2kl) (3.2.13)

と展開できる。
まず、速度場がゼロの状況を考えると

τij = aij (3.2.14)

となる。すると 1番目の仮定より、pを圧力として、

aij = −pδij (3.2.15)

�2 ポインティングベクトル S を用いると p = S/c2 と書ける。
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となる�3。
次に、速度場がある状況を考えるが、ここで

ekl =
1

2

(
∂vk
∂xl

+
∂vl
∂xk

)
(3.2.16)

Ωkl =
∂vk
∂xl
− ∂vl
∂xk

(3.2.17)

とおくと、速度勾配テンソルは
ukl = ekl +

1

2
Ωkl (3.2.18)

と表される。Ωkl は ∇× v の成分を持つテンソルで、流体の剛体回転の効果を表している。ekl
は速度勾配テンソルから剛体回転の効果を差し引いたテンソルで、歪速度テンソルと呼ばれる。
流体が剛体回転をしていても、静止している場合と同じように圧力しか働かず、回転の効果を差
し引いたときの歪みがせん断応力を生むので、τij は ekl の関数になる。つまり、

τij = −pδij + bijklekl (3.2.19)

である。また、3番目の仮定より、bijkl は 4階の等方テンソルになる必要がある。等方テンソ
ルとは、どのような向きの正規直交基底で展開しても、同じ成分で表されるようなテンソルであ
る。一般に 4階のテンソルは成分が 34 個あるが、等方であるという仮定を課すと独立な成分が
3つに減らせて、

bijkl = Aδijδkl +Bδikδjl + Cδilδjk (3.2.20)

となることが知られている。つまり、

τij = −pδij +Aδijekk +Beij + Ceji (3.2.21)

= −pδij +Aδij ·
∂vk
∂xk

+
1

2
(B + C)

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
(3.2.22)

である�4。慣習として
A = λ,

1

2
(B + C) = µ (3.2.23)

と書く。すると、
τij = −pδij + µ

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ λδij

∂vk
∂xk

(3.2.24)

�3 例えば、図 3.2の面 S’では x軸負の向きに圧力を受けることになるので、pが正の数になるように定義すると、
前に負号が付く。

�4 ∂vk/∂xk とは ∇ · v のことである。
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となる。ここで、主応力�5の大きさの平均を考えると、∑
i τii
3

= −p+
(
2

3
µ+ λ

)
∂vk
∂xk

(3.2.25)

= −p+ ζ
∂vk
∂xk

(3.2.26)

となる。ζ = 2µ/3 + λは、流体が圧縮膨脹するとき (∇ · v ̸= 0のとき)の、主応力の静止圧力
からのずれの平均と解釈できる。この ζ を用いて応力テンソルを書き直すと、ニュートン流体
の構成則は

τij = −pδij + µ

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− 2

3
δij

∂vk
∂xk

)
+ ζδij

∂vk
∂xk

(3.2.27)

となる。µ は粘性率 (viscosity)、ζ は体積粘性率と呼ばれる。体積粘性率は小さいので、特殊
な場合を除いて考えないことが多い。粘性率を密度で割った動粘性率 ν = µ/ρを用いることも
ある。
一般に、粘性率は考えている流体の微視的な性質についての考察か、或いは観測や実験による

結果によって決定されるべき量である。温度などの熱力学量に依ることが期待されるが定数と
して考えられていることもある。液体金属における典型的な値については Davidson (2001)の
Appendix 3、地球の外核における観測値や理論ついては Stacey (2007a), Price (2007), Vočadlo

(2007) を参考にすると良い。完全に電離したプラズマにおける理論については節 6.4 で説明
する。
式 (3.2.1)にローレンツ力とニュートン流体の構成則を適用し、左辺を質量保存則を用いて式

変形すると、
ρ
Dv

Dt
= −∇p+ j ×B + µ∇2v +

1

3
µ∇ (∇ · v) + fg (3.2.28)

となる。ただし、粘性率は空間的に一様として、体積粘性率は無視した。この式はナビエ-ス
トークス方程式と呼ばれる。左辺の速度場のラグランジュ微分とは加速度のことを指すので、
ニュートンの運動方程式に対応した形になっている。右辺第 1,3,4項は応力テンソルを分解した
結果出てきた項である。第 1項は圧力勾配による力、すなわち微小領域が各方向から受ける圧
力を差し引きした結果加わる正味の力を表す (傾圧項)。第 3項を見ると、上で導入した粘性は
速度場を拡散させる効果を持つことが分かる。つまり、速度差による歪みを緩和する方向に粘性
応力が働いた結果、粘性流体の速度場は均されていく。第 4項は流体が圧縮膨脹するときに働
く粘性の効果を表す。第 5項は重力の項であり、具体的な形は次節で説明する。ナビエ-ストー
クス方程式において粘性率をゼロとした場合の運動方程式は、特にオイラー方程式と呼ばれる。

�5 応力テンソルは式 (3.2.21) の段階で対称テンソル (添え字を入れ替えても同じ値になるようなテンソル) である
と分かる。対称テンソルの固有値は実数であるという性質に関連して、各基本ベクトル n̂i に垂直な面に働く応力
τ i が面に垂直 (τ i = αin̂i)になるような直交基底 {n̂1, n̂2, n̂3}をとることができる (テンソルの対角化)。そ
の時の各応力 (テンソルの固有値) τ1, τ2, τ3 を主応力と呼ぶ。主応力の大きさの総和 (トレース) α1 + α2 + α3

は、任意の基底でテンソルを展開したときの対角成分の和 τ11 + τ22 + τ33 に等しい。正方行列については付録
1.A、テンソル場については付録 1.Bにまとめてある。
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3.2.4 重力
重力は、重力加速度を g(x)として

fg = ρg (3.2.29)

と表される。
例えば太陽大気を調べる場合、原理的には大気自身の密度によっても重力場が決定するため、

ニュートン力学の範疇で考えるなら、

g = −∇ϕg (3.2.30)

と重力ポテンシャル ϕg(x)を導入して、ポアソン方程式

∇2ϕg = 4πGρ (3.2.31)

を解くべきである。しかし、太陽大気において働く重力は、そのほとんどが太陽内部の質量によ
るものなので、大気自身による重力は無視して、g を与えられたものとして計算する。また、太
陽内部の対流を調べる場合は、対流の質量変動による重力場の摂動は無視して重力場を球対称
として考え、M(r)をその点より内側にある質量の総和として

g(r) = −GM(r)

r2
r̂ (3.2.32)

として考える�6。地球の外核での対流を調べる場合は、更に密度を一様 (M(r) ∝ r3)とみなし
て�7

g(r) = −go
r

Ro
r̂ (3.2.33)

とすることがある (e.g. Christensen & Wicht, 2015)。go ≃ 11 m s−2 はマントルとの境界
Ro ≃ 3.5× 106 mでの重力加速度である。
一方で、自己重力を無視できない場合はポアソン方程式を解く必要性が出てくるが、重力が大

きい場合や激しく時間変化する場合はニュートン力学の範疇では扱えなくなるので、一般相対
論を考える必要がある�8。ニュートン力学の範疇で毎時ポアソン方程式によって決定される (準

�6 球対称の薄い球殻が作る重力場は、球殻の外側では球殻の質量が全て中心に集まっていると考えた場合と同じ重
力場になり、球殻の内側では相殺されてゼロになるという性質がある。このことから、太陽を平均的に球対称と
考えた場合、内部の注目している点より内側の質量だけを考えれば良いことが分かる。太陽の M(r) について
は”Standard Solar Model”(e.g. Guenther et al., 1992; Christensen-Dalsgaard et al., 1996) を調べて欲
しい。特に Christensen-Dalsgaard et al. (1996)のモデルは Model S と呼ばれる。 Model S の実データは
http://owww.phys.au.dk/jcd/solar_models/を参照のこと。

�7 実際は外核の外側で 1.0× 104 kg m−3、内側で 1.2× 104 kg m−3 程度であると考えられている (Dziewonski

& Anderson, 1981, PREM と呼ばれる地球内部の標準モデル)。密度を一様とみなすのは、節 4.6.6 で説明す
るブシネスク近似の仮定のひとつである。

�8 一般相対論的流体力学は例えば中性子星やブラックホールを調べるときに使われる。相対論については第 7章を
読んで欲しい。
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図 3.3 慣性系 Iと回転系 R

定常の)重力場を考える場合は、

ρgi = −
∂T

(g)
ij

∂xj
(3.2.34)

ただし, T
(g)
ij =

1

8πG

∂ϕg
∂xk

∂ϕg
∂xk

δij −
1

4πG

∂ϕg
∂xi

∂ϕg
∂xj

(3.2.35)

と変形することで、重力を応力として扱える。

3.2.5 コリオリの力
回転系で考える場合、流体には遠心力とコリオリの力という慣性力が働く。慣性系 I の z 軸

周りに図 3.3のように一定の角速度 Ωで回転する系 Rを考え、回転系で見た物理量はプライム
(′)を付けて表すことにする。
まず、電磁気学的量の慣性系と回転系の間の変換について、非相対論的極限では各場の量と

ローレンツ力は次のように変換することが知られている (e.g. Arendt, 1998; McDonald, 2008)。

ρ′e = ρe (3.2.36)

j′ = j − ρeΩ× r (3.2.37)

E′ = E + (Ω× r)×B (3.2.38)

B′ = B (3.2.39)

f ′ = ρ′eE
′ + j′ ×B′ (3.2.40)

= ρeE + j ×B (3.2.41)

= f (3.2.42)

ただし、

Ω = Ωẑ (3.2.43)

r(x, y, z) = xx̂+ yŷ + zẑ (3.2.44)
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である。磁場とローレンツ力がこの変換に対して不変であることに留意されたい。こうして変
換された各量は、(Ω× r)/cについて 1次以上の項を無視すると、慣性系と同じ形のマクスウェ
ル方程式に従う�9。また、オームの法則 (2.4.2)もこの変換について共変である。以上のことか
ら、誘導方程式もこの変換について共変になる。
次に、速度場 v の変換を考えるために、ラグランジュ微分の変換を考える。回転系 Rと慣性

系 Iのデカルト座標の基底には、

x̂′ = x̂ cos (Ωt+ φ) + ŷ sin (Ωt+ φ) (3.2.45)

ŷ′ = −x̂ sin (Ωt+ φ) + ŷ cos (Ωt+ φ) (3.2.46)

ẑ′ = ẑ (3.2.47)

という関係がある。ここから直ぐに、

∂x̂′

∂t
= Ωŷ′,

∂ŷ′

∂t
= −Ωx̂′,

∂ẑ′

∂t
= 0 (3.2.48)

という関係が計算できる。よって、ベクトル場Qの、慣性系 Iでのラグランジュ微分は、(
DQ

Dt

)
I

=
DQx′

Dt
x̂′ +

DQy′

Dt
ŷ′ +

DQz′

Dt
ẑ′ +Qx′

Dx̂′

Dt
+Qy′

Dŷ′

Dt
+Qz′

Dẑ′

Dt
(3.2.49)

=
DQx′

Dt
x̂′ +

DQy′

Dt
ŷ′ +

DQz′

Dt
ẑ′ +ΩQx′ ŷ′ − ΩQy′ x̂

′ (3.2.50)

となる。ここで回転系でのラグランジュ微分を、Qの回転系における成分のラグランジュ微分(
DQ

Dt

)
R

=
DQx′

Dt
x̂′ +

DQy′

Dt
ŷ′ +

DQz′

Dt
ẑ′ (3.2.51)

とすると、 (
DQ

Dt

)
I

=

(
DQ

Dt

)
R

+Ω×Q (3.2.52)

となる。慣性系で見たときの各流体粒子の位置 r = (x, y, z)をベクトル場と見てこの変換法則
を適用すると、v = Dr/Dtであることから、

v = v′ +Ω× r (3.2.53)

となる。更に、v について変換法則を適用して、(
Dv

Dt

)
I

=

(
Dv

Dt

)
R

+Ω× v (3.2.54)

=

(
Dv′

Dt

)
R

+ 2Ω× v′ +Ω× (Ω× r) (3.2.55)

�9 変換前と変換後で方程式の形が変わらないことを、その方程式はその変換について共変であると言う。
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となる。
質量密度 ρ はスカラー場なので回転系への変換について不変 ρ′ = ρ であり、スカラー場の

微分や空間微分は非相対論的極限では回転系への変換について形が変わらない。このことと
∇× r = 0より、質量保存則 (3.1.2)は回転系への変換について共変であることが分かる。
運動量保存則の変換性を考える。式 (3.2.1)の左辺は質量保存則を用いると ρDv/Dt となる

ので、
ρ

(
Dv

Dt

)
I

= ρ

(
Dv′

Dt

)
R

+ 2ρΩ× v′ − ρΩ2(x′x̂′ + y′ŷ′) (3.2.56)

となる。一方で右辺は共変なので、構成則が共変であると仮定すれば、回転系での運動量保存則
は慣性系での形のまま、まるで

f = −2ρΩ× v′ + ρΩ2(x′x̂′ + y′ŷ′) (3.2.57)

という外力 (慣性力)が働いているかのように書き下せば良いことになる。第 1項はコリオリの
力と呼ばれ、第 2項は遠心力と呼ばれる。自己重力を考慮しない重力場を考える場合、遠心力
は重力と同じように ρに比例することを用いて、重力加速度 g に組み込まれることが多い�10。
よって、遠心力を組み込んだ重力加速度を用いて重力を表せば、回転系への変換による付加項は
コリオリの力の項だけになる。
コリオリの力は常に速度場 v′ と垂直なため、流体に対して仕事をしない。よって、重力加速

度に遠心力を組み込む場合には、回転系への変換による運動エネルギー保存則への影響はない。

3.2.6 渦度方程式
ω = ∇× v を渦度 (vorticity) と言う。運動方程式の代わりに渦度の時間発展方程式を考える

ことがある。まず、ベクトル解析の公式から、

(v · ∇)v = ω × v +
1

2
∇v2 (3.2.58)

という関係があることが分かる。ナビエ-ストークス方程式 (3.2.28) の移流項に上式を代入し、
両辺に ∇×を作用させると、勾配の回転がゼロであることを用いて、次式を得る。

∂ω

∂t
= ∇× (v × ω) +

∇ρ×∇p
ρ2

+ ν∇2ω +∇×
(
1

ρ
j ×B

)
(3.2.59)

ν = µ/ρは動粘性係数と呼ばれる。これを渦度方程式と言う。右辺第 2 項は傾圧項であり、密
度一定の場合、あるいは等密度面と等圧面が一致する場合にゼロになる。逆に、傾圧力 −∇pに
直交する向きに密度差があった場合、慣性の違いによって流体の加速に差が生まれ、その結果渦

�10 そしてしばしば、重力に比べて十分に小さいとして無視される。
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が生成される。傾圧項とローレンツ項が無視できる場合、上式は誘導方程式 (2.5.14)と同じ形
であることを特筆しておく。
上式の右辺第 1 項をベクトル解析の公式を用いて変形すると、次のようにも書ける。ただし、

他の項は無視する。
Dω

Dt
= (ω · ∇)v − (∇ · v)ω (3.2.60)

上式は流体粒子に沿った渦度の時間変化を表す。右辺の意味を分かりやすくするために、
ω = (0, 0, ωz)の場合を考える。

右辺 = ωz
∂vx
∂z

x̂+ ωz
∂vy
∂z

ŷ − ωz
(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

)
ẑ (3.2.61)

初めの 2 項は、渦度に垂直な向きの流れによって渦度の向きが変わる効果を表す。残りの項は、
渦度に直交する平面内で圧縮流があった場合に渦度が強められる効果を表す。これらの効果は、
節 4.2.2で述べる磁力線凍結定理が渦線�11の場合にも言えることを考慮すれば分かりやすい。

3.3 エネルギー保存則
流体力学では連続体近似のもとで考えると節 1.2.1で述べたが、エネルギーについて考える場

合には、各流体粒子はほとんど熱平衡の状態にあるという仮定のもとで考えることになる。局所
熱平衡 (local thermodynamic equilibrium; LTE)と呼ばれる仮定である。この仮定の意味につ
いては、第 6章で理解が深まると思われる。また、付録 3.Aも参照して欲しい。今はとにかく
そうすることで、平衡系の熱力学の概念を使ってエネルギーを議論する。各流体粒子において、
単位質量あたりの内部エネルギー eを考える�12。各流体粒子内の微視的な意味での力学的エネ
ルギーをブラックボックスにして e に押し付けるというイメージである。MHD 方程式系を解
くという観点では、エネルギー保存則を使って求めたいのは内部エネルギーの時間発展である。
その意味では、節 3.3.3の内部エネルギー保存則が肝なのだが、代わりに、運動エネルギーと電
磁場のエネルギーも加えた全エネルギー保存則や、エントロピーの保存則を考えると便利な場
合もある。
平衡系での熱力学の基礎知識については付録 3.Aにまとめた。

�11 接線がその点での渦度の向きに一致するような曲線群のこと。渦度も磁場と同様に非発散の場なので、渦線は分
岐・合流することはない。渦線の密集度は渦度の大きさに相当する。

�12 勿論、記述方法としてはオイラー的記述である。
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3.3.1 運動エネルギー保存則
運動量保存則 (3.2.1)の両辺に vi を乗じて、適宜質量保存則を用いながら式変形すると、

∂

∂t

(
1

2
ρv2
)
+

∂

∂xj

(
1

2
ρv2vj

)
=

∂

∂xj
(τijvi)− τij

∂vi
∂xj

+ εijkvijjBk + vifi (3.3.1)

となる。ただし、v2 = vivi は速度場の大きさの 2乗である。この式は流体の単位体積あたりの
運動エネルギー ρv2/2についての保存則と解釈できる。右辺第 1項は応力を介した隣の微小領
域とのエネルギーのやり取りである。第 2項は応力を介した運動エネルギーと内部エネルギー
との変換を表す。第 3,4項はローレンツ力や外力によってなされる仕事率である。
特に、ニュートン流体を考える場合、構成則を代入することで、右辺第 2項は

−τij
∂vi
∂xj

= p(∇ · v)− Φ (3.3.2)

ただし, Φ = 2µ

{
eijeij −

1

3
(∇ · v)2

}
(3.3.3)

となる。eij は節 3.2.3で述べた歪速度テンソルである�13。体積粘性率は考えていない。第 1項
は圧力による熱力学的な意味での仕事である。第 2項の Φは散逸関数と呼ばれる正の値をとる
関数で、粘性による散逸の効果、すなわち粘性による運動エネルギーから内部エネルギーへの変
換を表す。もっと一般に、応力を等方的な圧力 pと粘性応力 τνij に

τij = −pδij + τνij (3.3.4)

と分け、散逸関数を
Φ = τνij

∂vi
∂xj

(3.3.5)

と定義すれば、式 (3.3.2)のように書ける。

3.3.2 電磁場のエネルギー保存則
∇ · (E ×B)という量を考えると、

∇ · (E ×B) = B · (∇×E)−E · (∇×B) (3.3.6)

= −B · ∂B
∂t
− µ0E · j (3.3.7)

= − ∂

∂t

(
1

2
B2

)
− µ0

{
j2

σ
− j · (v ×B)

}
(3.3.8)

�13 内部エネルギーの表記と混同しないように注意されたい。
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となる。2 段目ではファラデーの法則 (2.1.3) とアンペールの法則 (2.5.9) を用い、3 段目では
オームの法則 (2.4.2)を用いた。これを書き直すと、

∂

∂t

(
1

2µ0
B2

)
+∇ ·

(
1

µ0
E ×B

)
= −j

2

σ
− v · (j ×B) (3.3.9)

となる。この式は、磁場のエネルギー B2/(2µ0)の保存則と解釈できる。ポインティングベクト
ル S = E ×B/µ0 はエネルギーフラックスである。右辺第 1項はジュール熱やオーム散逸と呼
ばれ、電磁場のエネルギーから内部エネルギーへの変換を表す。第 2項はローレンツ力がする
仕事率、すなわち運動エネルギーとの変換を表す。
変位電流と電場による力の項を無視せずに同じような式変形を行うと、

∂

∂t

(
ϵ0
2
E2 +

1

2µ0
B2

)
+∇ ·

(
1

µ0
E ×B

)
= −j

2

σ
− v · (j ×B) (3.3.10)

となる。式 (3.3.9)と見比べると、非相対論的MHD流体の場合は電場のエネルギーは考えなく
て良いと解釈できる。

3.3.3 内部エネルギー保存則
内部エネルギーの保存則は次のように表される。

∂

∂t
(ρe) +

∂

∂xj
(ρevj) = −

∂qj
∂xj

+ τij
∂vi
∂xj

+
j2

σ
− L (3.3.11)

右辺第 1項の q は熱流束と呼ばれ、流体の流れがなくとも隣の微小領域へ熱伝導として流出
するエネルギーフラックスを表す。第 2,3 項は前節までで述べた圧力による仕事と粘性散逸、
オーム散逸である。第 4項の Lはそのほかの理由、例えば節 3.4.5で説明する放射などの理由
によって消失する単位体積あたりのエネルギーや、熱源があった場合の収入を表す。
熱流束について、熱的緩和時間より十分長い時間スケールにおいては、

qi = −κij
∂T

∂xj
(3.3.12)

が成り立つ。T は流体の温度である。これをフーリエの法則と言い、κij は熱伝導率 (thermal

conductivity) と呼ばれる。等方的に同じ効率で熱が伝わると考える場合は κij = κδij、すなわ
ち式 (3.3.11)の熱流束の項は

∇ · (κ∇T ) (3.3.13)

となる。強い磁場中の希薄なプラズマの場合、磁力線に垂直な方向 (⊥)の熱伝導率は、磁力線に
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沿った方向 (∥)への熱伝導率より小さいと考えられる (節 6.1.6参照)。その場合、熱流束の項は

∇∥ · (κ∥∇∥T ) +∇⊥ · (κ⊥∇⊥T ) (3.3.14)

= ∇ · (κ⊥∇T ) +∇ ·
{
κ∥ − κ⊥
B2

(B · ∇T )B
}

(3.3.15)

と表される。熱伝導率は粘性率と同じように、流体の微視的性質についての考察か、或いは観
測や実験による結果によって決定されるべき量である。温度などの熱力学量に依ることが期
待されるが定数として考えられていることもある。液体金属における典型的な値については
Davidson (2001)の Appendix 3、地球の外核における観測値や理論ついては Stacey (2007a),

Price (2007), Stacey (2007c)を参考にすると良い。完全に電離したプラズマにおける理論につ
いては節 6.4で説明する。
応力を式 (3.3.4)のように、等方的な静止圧力と粘性応力に分けて表した場合、質量保存則を

用いることで、内部エネルギー保存則は

ρ
De

Dt
− p

ρ

Dρ

Dt
= − ∂qj

∂xj
+Φ+

j2

σ
− L (3.3.16)

となる。Φは式 (3.3.5)で定義された散逸関数である。あるいは、式 (3.3.11)の左辺をラグラン
ジュ微分に書き換え、付録 3.A.5 の知識を用いて他の状態量についてのラグランジュ微分に変
換し、適宜質量保存則も用いることで、次式を得る。

ρcv
DT

Dt
+
αT

χT

∂vj
∂xj

= − ∂qj
∂xj

+Φ+
j2

σ
− L (3.3.17)

1

γ̃

Dp

Dt
+
ρcp
α

∂vj
∂xj

= − ∂qj
∂xj

+Φ+
j2

σ
− L (3.3.18)

αは熱膨張率、cv は定積比熱、cp 定圧比熱、χT は等温圧縮率、γ̃ はグリュナイゼン定数である
(付録 3.A.5参照)。本章で τij と書いている応力テンソルは圧力 pも含んでいることに注意され
たい。特に、理想気体 p = ρkBT/m (節 3.4.1参照) の場合は、γ を比熱比として、

α =
1

T
, cv =

1

γ − 1

kB
m
, cp = cv +

kB
m
, χT =

1

p
, γ̃ = γ − 1 (3.3.19)

である。

3.3.4 全エネルギー保存則
前節までで述べた MHD 流体でのエネルギー収支をまとめると、図 3.4のようになる。運動

エネルギーと電磁場のエネルギーと内部エネルギーの保存則を足した、全エネルギーについて
の保存則は次のようになる。
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図 3.4 エネルギー収支

∂

∂t

(
1

2
ρv2 + ρe+

1

2µ0
B2

)
+

∂

∂xj

[
1

2
ρv2vj + (ρe+ p)vj +

1

µ0
εjikEiBk − τνijvi + qj

]
= vifi − L

(3.3.20)

ただし、応力は式 (3.3.4)のように、等方的な圧力と粘性応力に分けて書いた。各項の意味を
まとめる。まず、左辺の時間微分内の各項

Ek =
1

2
ρv2, Ei = ρe, Em =

1

2µ0
B2 (3.3.21)

はそれぞれ、流体の運動エネルギー密度 (kinetic)、内部エネルギー密度 (internal)、磁場のエネ
ルギー密度 (magnetic) である。左辺の ∇·内の各項は隣の微小領域とのエネルギーのやり取り
(フラックス)を表し、

Fk =
1

2
ρv2v, Fh = (ρe+ p)v, Fm =

1

µ0
E ×B, Fν = −v · τ ν , q (3.3.22)

はそれぞれ、移流による運動エネルギーのフラックス、移流によるエンタルピーフラックス、電
磁場のエネルギーフラックス、粘性によるフラックス、熱伝導によるフラックス (熱流束)であ
る。右辺は、系の内部でのエネルギー変換を表す項が打ち消しあった結果、外力による仕事と、
熱のロスや熱源を表す項だけが残る。
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3.3.5 エントロピーについての方程式 (熱輸送の式)

静止圧力が等方的な流体を考える。微小変化について

Tds = de+ pd

(
1

ρ

)
(3.3.23)

という関係�14を満たす量 sを考える。sは単位質量あたりのエントロピーと呼ばれる。この関
係から

T
Ds

Dt
=
De

Dt
− p

ρ2
Dρ

Dt
(3.3.24)

となることが分かるので、式 (3.3.16)より sの時間発展式は

ρT
Ds

Dt
= − ∂qj

∂xj
+Φ+

j2

σ
− L (3.3.25)

となる。この式を見ると、圧力による可逆的な仕事を表す項が消え、散逸による非可逆な加熱
を表す項や冷却の項だけが残っている。エントロピーが時間的または空間的に一定に保たれて
いる状況を断熱的 (adiabatic, isentropic) という。例えば、熱対流を調べるときにはエントロ
ピーを考えると便利であることが節 4.6で分かる。

3.3.6 重力エネルギー
重力が流体にする仕事は、運動エネルギー保存則 (3.3.1)或いは全エネルギー保存則 (3.3.20)

の右辺において、
v · (ρg) = −ρv · ∇ϕg (3.3.26)

という項を考えることで表現できる。
まず、質量の移動による自己重力を無視し、重力加速度 g を時間に依らない与えられたもの

として考える場合について説明する。この場合、重力エネルギーは

Eg = ρϕg (3.3.27)

と表される。Eg の時間微分を計算すると、

∂Eg
∂t

= ϕg
∂ρ

∂t
(3.3.28)

= −ϕg∇ · (ρv) (3.3.29)

= −∇ · (ρϕgv) + ρv · ∇ϕg (3.3.30)

�14 1/ρ を単位質量あたりの体積と解釈すれば、熱力学の教科書に書いてある形式と整合する。熱力学の基本知識に
ついては付録 3.Aを参照のこと。
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となるので、この式を全エネルギー保存則 (3.3.20)に加えることで、ρv · ∇ϕg が相殺して、
∂

∂t
(Ek + Ei + Em + Eg) +∇ · (Fk +Fh +Fm +Fν + q + ρϕgv) = −L (3.3.31)

となる。
Fg = ρϕgv (3.3.32)

は重力エネルギーのフラックスである。
次に、自己重力を考慮して、重力ポテンシャル ϕg がポアソン方程式

∇2ϕg = 4πGρ (3.3.33)

によって毎時刻決定される場合を考える。この場合、重力エネルギーとして

Eg =
1

2
ρϕg (3.3.34)

を考える。∫ EgdV の時間微分を計算すると、
d

dt

∫
V

EgdV =
1

2

∫
V

(
ϕg
∂ρ

∂t
+ ρ

∂ϕg
∂t

)
dV (3.3.35)

=
1

2

∫
V

ϕg
∂ρ

∂t
dV +

∫
V

∇2ϕg
8πG

∂ϕg
∂t

dV (3.3.36)

=
1

2

∫
V

ϕg
∂ρ

∂t
dV +

∫
V

ϕg
8πG

∇2 ∂ϕg
∂t

dV (3.3.37)

=
1

2

∫
V

ϕg
∂ρ

∂t
dV +

1

2

∫
V

ϕg
∂ρ

∂t
dV (3.3.38)

=

∫
V

ϕg
∂ρ

∂t
dV (3.3.39)

=

∫
V

{−∇ · (ρϕgv) + ρv · ∇ϕg} dV (3.3.40)

となる。ただし、2段目から 3段目の変形では、第 2項の積分を 2回部分積分�15し、表面積分
項を無視した。表面積分項を無視するには、ϕg を無限遠でゼロになるようにとり、積分領域 V

をその表面が無限遠とみなせるくらい広くとれば良い。そのような領域を考えることができる
系では上式が成り立ち、大域的に
d

dt

∫
V

(Ek + Ei + Em + Eg)dV +

∫
∂V

(Fk +Fh +Fm +Fν + q) · dS = −
∫
V

LdV (3.3.41)

が成り立つ。

�15 例えば
∇ · (f∇g) = ∇f · ∇g + f∇2g

という関係式を体積分することで、∫
V
f∇2gdV =

∫
∂V

(f∇g) · dS −
∫
V
∇f · ∇gdV

という部分積分公式が得られる。
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3.3.7 ベルヌーイの定理
外力については、前節で述べたような定常的に与えられた重力を考え、電磁場が無く、散逸を

無視できる状況 (完全流体、qj = τνij = 0) を考える。エネルギー消失項もゼロである (L = 0)

とする。これは、熱輸送の式 (3.3.25) を考慮すれば、Ds/Dt = 0 の状況を考えていることに相
当する。
更に、定常状態 (∂/∂t = 0) を考えた場合、質量保存則より∇ · (ρv) = 0 となることと全エネ

ルギー保存則 (3.3.20) から、次式が言える�16。

v · ∇
[
1

2
v2 + e+

p

ρ
+ ϕg

]
= 0 (3.3.42)

単位質量あたりのエンタルピー h = e+ p/ρ (付録 3.A.3参照) を導入すると、上式は

B =
1

2
v2 + h+ ϕg (3.3.43)

が流線 (各点で v が接ベクトルとなるような曲線) に沿って一定に保たれることを言っている。
これをベルヌーイの定理という�17。B はベルヌーイ関数と呼ばれ、次に述べるように、考える
系によって形を変える。
ρが pのみの関数であるような状況をバロトロピック (barotropic、順圧) というが、バロト

ロピックな状況を考える場合、付録 3.A.3で説明している hの全微分より、次式が成り立つこ
とが分かる。

v · ∇h = Tv · ∇s+ 1

ρ
v · ∇p (3.3.44)

今は、sが流線に沿って一定な状況 (v · ∇s = 0) を考えているので、ρ = ρ(p)の場合は、不定
積分を用いて

v · ∇h = v · ∇
∫
dp

ρ
(3.3.45)

と書ける。すなわち、この場合は

B =
1

2
v2 +

∫
dp

ρ
+ ϕg (3.3.46)

�16 電磁場がある状況でも、電気伝導率が無限大 (オーム散逸が無い) とみなせ、ローレンツ力が流体に仕事をしない
場合は、電磁場のエネルギー保存則を繰り込まなくとも全エネルギー保存則が閉じるため、この節の議論が成り
立つ。

�17 ベルヌーイの定理には、本節で述べるものとは別に、いわゆる一般化された (拡張された) ベルヌーイの定理もあ
る。これは、バロトロピック (ρ = ρ(p)) かつ渦なし (∇ × v = 0) の流れについての定理である。定常の条件
を課す必要はない。渦なしであることから、流れのポテンシャル Φ を v = ∇Φ と導入する。すると、バロトロ
ピックな場合には、オイラー方程式を書き換えることで、次式が言える。

∇
(
∂Φ

∂t
+

1

2
|∇Φ|2 +

∫
dp

ρ
+ ϕg

)
= 0

つまり、左辺のカッコ内は時刻のみの関数であり、空間的に一様である。
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である。
別の例として、非圧縮 (∇·v = 0)の流れを考える場合は、質量保存則より v ·∇ρ = 0が言える

ので、内部エネルギー保存則 (3.3.16) より v ·∇e = 0が得られる。よって、v ·∇h = v ·∇(p/ρ)
であり、

B =
1

2
v2 +

p

ρ
+ ϕg (3.3.47)

である。
あるいは、理想気体の場合は、比熱比を γ として h = γp/[(γ − 1)ρ]と書ける (節 3.4.1参照)

ので、
B =

1

2
v2 +

γ

γ − 1

p

ρ
+ ϕg (3.3.48)

である。

3.4 状態方程式
前節までで、誘導方程式、質量保存則、運動量保存則、エネルギー保存則 (或いはエントロ

ピーについての方程式)の、成分にして 8つの独立な方程式を説明した。そこには未知数として
v,B と熱力学的状態量 ρ, p, T, e (或いは s)、輸送係数 (磁気拡散率、粘性率、熱伝導率) が出て
きた。輸送係数については考えないことや、定数として扱うことも多いと述べた。輸送係数を
除いても、未知数が成分にして 10個あるので、方程式系を閉じるためには更に熱力学的状態量
の間の関係式が必要である。その関係は状態方程式と呼ばれる。今までは流体に共通した巨視
的な性質に注目して方程式系を組み立ててきたが、ここで、考える系に固有の状態方程式を採用
することによって、考えている流体の微視的な性質 (どういう粒子からなる気体か、或いは液体
かなど)の情報を方程式系に取り入れることになる。よく使われる状態方程式をいくつか紹介す
る。適宜付録 3.Aや 3.Bも参考にして欲しい。

3.4.1 理想気体
気体を構成する粒子間の相互作用が (衝突の効果を除いて) 存在しないとした仮想的な気体を

理想気体と言う。気体のいちばん簡単なモデル化であり、太陽大気のような弱結合 (節 6.1.2参
照) かつ非縮退 (節 6.1.7参照) のプラズマでは良い精度で成り立つ。
平衡系の熱力学によると、系のエントロピーが示量変数�18の関数として与えられれば、その

モデルの巨視的な性質の情報が全て、その関係式から導き出せる (e.g. 清水明, 2021)。これを

�18 系のエネルギーやエントロピー、体積、粒子数などのように、同じ平衡状態で大きさが 2 倍の系では値が 2 倍に
なる量を示量変数と言う。示量変数には、共役な示強変数が存在する。示強変数は系の大きさが 2 倍になっても
値が変わらない。
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基本関係式を言う。本書では基本的に、示量変数については単位質量あたりの量を考えている。
特に、単位質量当たりの体積 v = 1/ρ を比体積と呼ぶ。単位質量あたりの粒子数 ñ は、気体を
構成する分子の平均質量 m の逆数である (ñ = 1/m)。理想気体の基本関係式は次のように与
えられる�19�20。

s(e, v, ñ) =
ñ

ñ0
s0 + ñkB ln

[(
e

e0

)1/(γ−1)(
v

v0

)(
ñ

ñ0

)−γ/(γ−1)
]

(3.4.1)

ここで、kB = 1.38× 10−23 J K−1 はボルツマン定数であり、s0, e0, v0, ñ0 は適当な基準状態で
の値を指す。γ は比熱比と呼ばれるパラメータであり、気体を構成する分子の微視的な性質から
決まる。
式 (3.4.1) を e, v について偏微分し、熱力学的関係 (3.A.11) を用いることで、次の 2 つの状

態方程式を得る。

p = ρ
kB
m
T (3.4.2)

e =
1

γ − 1

kB
m
T (3.4.3)

ここで、T は温度である。気体の数密度 n = ρ/m や無次元の平均分子量 µ = m/mp (mp は陽
子質量)�21、気体定数 R = kB/mp を用いると、式 (3.4.2) は次のようにも表される。

p = nkBT = ρ
R

µ
T (3.4.4)

完全電離していて陽子と電子の数密度が等しい水素の場合、電子質量をme = 9.11× 10−31 kg

として、
m = (mp +me)/2 ≃ 0.5mp (3.4.5)

となる。つまり µ = 0.5である。部分電離した水素の場合については次節で説明する。一般に、
cv = (∂e/∂T )v を定積比熱と言うが、m (や γ) の変化しない理想気体の場合は定数であること
が分かる。式 (3.4.2) を用いると、式 (3.4.3) は次のようにも書ける。

e =
p

(γ − 1)ρ
(3.4.6)

�19 付録 3.B.3 では、統計力学の原理から、適当なモデルを考えることでこの関係を導出している。具体的にはヘル
ムホルツの自由エネルギー F (T, V,N) を導いているが、それをルジャンドル変換 (付録 3.A.3) すれば良い。

�20 lnxは自然対数を表す。
�21 mp = 1.67× 10−27 kg ではなく、寧ろ原子質量単位 mu = 1.66× 10−27 kg を用いて分子量を表す方が行儀
のよい書き方かもしれない。
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プラズマを構成する粒子の微視的運動自由度 Ñ を用いて γ を表すと、エネルギー等分配則�22よ
り、

γ =
Ñ + 2

Ñ
(3.4.7)

となる。また、エントロピーは p, ρ を用いると次のように書ける。

s = cv ln

(
p

ργ

)
+定数 (3.4.8)

一般に断熱的 (adiabatic) ds = 0な変化の際の

γad =

(
∂ ln p

∂ ln ρ

)
s

(3.4.9)

を断熱指数と言うが、理想気体の場合は断熱指数は比熱比に等しいことが分かる。
静止圧力が等方的で粘性や熱伝導を考えず、電気伝導度が無限大の流体を完全流体と言うが、

完全流体かつ理想気体を考える場合の全エネルギー保存則は、構成則と式 (3.4.6)を式 (3.3.20)

に代入して、
∂

∂t

(
1

2
ρv2 +

p

γ − 1
+

1

2µ0
B2

)
+∇·

{(
1

2
ρv2 +

γp

γ − 1

)
v +

1

µ0
E ×B

}
= v ·f−L (3.4.10)

となる。或いは内部エネルギー保存則は式 (3.3.11)より、
Dp

Dt
+ γp(∇ · v) = −(γ − 1)L (3.4.11)

というように、圧力 pについての時間発展方程式に帰着する。
密度の高いプラズマを良い精度で計算するためには、理想気体の状態方程式からのずれを考

慮しなければならない場合がある。非理想気体の状態方程式については、付録 6.Aでいくつか
の場合について紹介している。

3.4.2 サハの式：部分電離プラズマ
前節で、完全電離した水素、すなわち H+ と e− が等しい数密度で存在するプラズマの場合、

平均分子量は µ = 0.5になると述べた。太陽の表面 (光球)付近などの場合、例えば電子 2つと

�22 統計力学によると、系の持ち得るエネルギーが連続的とみなせる場合、系の微視的な意味での自由度ごとに、巨
視的に見るとエネルギー kBT/2が配分される。完全電離した水素ガスの場合、各粒子の自由度は並進運動 3方
向の Ñ = 3であり、単位体積あたりに粒子は平均して ρ/m個存在するので、系としての自由度は単位体積あた
り 3ρ/mとなり、

ρe =
3ρ

2m
kBT

となる。すなわち cv = 3kB/(2m)であり、γ = 5/3である。ただし、低温の系を考える際には系の持ち得るエ
ネルギーが離散的であると考える (量子力学的効果を考慮する)必要が出てくるため、エネルギー等分配則が単純
に成り立つわけではない。詳しくは付録 3.Bを読んで欲しい。
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H+ が衝突して片方の電子がエネルギーを失い、H+ に拘束されたり、逆に Hに電子が衝突して
電子を剥がしたりすることで

H+ e− ⇌ H+ + 2e− (3.4.12)

のような反応が起きている。或いは Hに光子が衝突して電子を剥がしたり (光電離)、その逆の
過程も起きている。その結果、熱平衡状態では Hと H+ が混在している。このように部分電離
したプラズマを扱う際も、理想気体と同様に、例えば式 (3.4.2)が使われるが、そこで必要にな
る平均分子量は電離度によって変化することになる。また、内部エネルギーも電離による、T に
ついて非線形な効果を考える必要がある。
プラズマが H, H+, H+ と同じ数密度の e− からなると考えて、Hの質量密度を ρHI、H+ の

質量密度を ρHII として、電離度 xを

x =
ρHII

ρHI + ρHII
(3.4.13)

と定義したとき、xは次の式によって、全体の質量密度 ρ(= ρHI + ρHII + ρe ≃ ρHI + ρHII)と
温度 T の関数として決定される。

x2

1− x
=
mpge
ρUHI

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

exp

(
− χH

kBT

)
(3.4.14)

この式はサハの式と呼ばれる。サハの式についての詳しい説明は付録 3.B.5を参照のこと。

χH =
mee

4

32π2ϵ20ℏ2
= 13.6 eV = 2.18× 10−18 J (3.4.15)

は水素の第一イオン化エネルギー、すなわち孤立した水素原子から電子を無限遠に引き離すの
に必要なエネルギーである。ただし、e = 1.60× 10−19 Cは素電荷である。
このとき、プラズマガス全体の平均分子量は、電離度を用いて、

µ =
1

1 + x
(3.4.16)

と表せる。また、ガス全体としての内部エネルギーは、電離した分だけポテンシャルを持つと考
えて、

ρe =
3

2
nkBT + χHnHII (3.4.17)

=
ρ

mp

(
3kBT

2µ
+ χHx

)
(3.4.18)

となる。
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3.4.3 HとHeからなるプラズマ
主に Hと Heからなるプラズマを考える場合、元素 Hの質量分率を X、元素 Heの質量分率

を Y、その他の元素 (金属と呼ばれる)の質量分率を Z と書く。太陽の場合は、X = 0.73, Y =

0.25, Z = 0.02程度と考えられている (Grevesse & Sauval, 1998)。この節では金属元素の電離
は考慮しないことにする。
HはH2, H(=H I), H+(=H II)の状態で存在していると考えられる�23。一方でHeはHe(=He

I), He+(=He II), He2+(=He III)の状態で存在すると考えられる。前節の考えを発展させて、各
電離度、解離度を

x =
ρHII

ρH2 + ρHI + ρHII
=

nHII

2nH2 + nHI + nHII
(3.4.19)

y =
ρHI

ρH2 + ρHI + ρHII
=

nHI

2nH2 + nHI + nHII
(3.4.20)

z1 =
ρHeII

ρHeI + ρHeII + ρHeIII
=

nHeII

nHeI + nHeII + nHeIII
(3.4.21)

z2 =
ρHeIII

ρHeI + ρHeII + ρHeIII
=

nHeIII

nHeI + nHeII + nHeIII
(3.4.22)

と定義する。ガスの全質量密度を ρとすると、

Xρ = ρH2 + ρHI + ρHII (3.4.23)

Y ρ = ρHeI + ρHeII + ρHeIII (3.4.24)

ne = nHII + nHeII + 2nHeIII (3.4.25)

=
ρ

mp

(
Xx+

Y z1
4

+
Y z2
2

)
(3.4.26)

などの関係があるので、Hの電離、Heの 1階電離、2階電離に関するサハの式はそれぞれ、

x

y

(
Xx+

Y z1
4

+
Y z2
2

)
=
mpge
ρUHI

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

exp

(
− χH

kBT

)
(3.4.27)

z1
1− z1 − z2

(
Xx+

Y z1
4

+
Y z2
2

)
=
mpUHeIIge
ρUHeI

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

exp

(
−χHeI

kBT

)
(3.4.28)

z2
z1

(
Xx+

Y z1
4

+
Y z2
2

)
=

mpge
ρUHeII

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

exp

(
−χHeII

kBT

)
(3.4.29)

となる。H2 分子の解離については、サハの式において me を H 原子 2 つについての換算質量
mp/2に置き換えて同じように考えることで、

2y

1− x− y

(
Xx+

Y z1
4

+
Y z2
2

)
=
mpU

2
HI

ρUH2

(
mpkBT

4πℏ2

)3/2

exp

(
− χH2

kBT

)
(3.4.30)

�23 H− も微小量存在すると考えられるが、今は無視する。
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図 3.5 太陽対流層上部の大雑把な電離度：水素の電離とヘリウムの 1 階、 2 階電離を考慮し
て、サハの式を連立させて計算した値。サハの式に現れる分配関数は基底状態だけを考慮した。
温度と密度の構造には Christensen-Dalsgaard et al. (1996) の値を用いた。

と書ける。T, ρが分かっていれば、上記 4式を連立させることで、x, y, z1, z2 を決定できる。
平均分子量 µは

µ =
ρ

mp(nH2 + nHI + nHII + nHeI + nHeII + nHeIII + ne + nmetal)
(3.4.31)

=

{
X

2
(1 + 3x+ y) +

Y

4
(4 + z1 + 2z2) + ⟨

1

A
⟩Z
}−1

(3.4.32)

となる。ただし、⟨1/A⟩は金属元素の原子量の逆数の平均であり、太陽の場合は ⟨1/A⟩ ≃ 1/15.5

となる。
一方、ガス全体としての内部エネルギーは、各粒子の並進自由度の寄与、H2 分子の内部自由

度の寄与、電離、解離した分のポテンシャルに分けて考えて、

ρe =
3

2
nkBT + nH2(⟨er⟩+ ⟨ev⟩) + χHnHII + χH2nHI + χHeInHeII + χHeIInHeIII (3.4.33)

=
ρ

mp

{
3kBT

2µ
+
X(1− x− y)

2
(⟨er⟩+ ⟨ev⟩) + χHXx+ χH2Xy + χHeIY z1 + χHeIIY z2

}
(3.4.34)

となる。理想気体の内部エネルギーの考え方について詳しくは付録 3.B.3, 3.B.4 を読んで欲
しい。
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図 3.6 太陽大気の電離度のモデル：縦軸は各粒子種の質量存在率で横軸は太陽表面からの高度。
H+, H, H2, He+, He2+ について、それぞれ本節で定義した x, y, 1− x− y, z1, z2 に相当する量
をプロットしている。Fontenla et al. (1993)の model C のデータから作成。

太陽の表面 (光球)付近は、図 3.5 (内部側), 3.6 (大気側)のように部分電離の状態にあるため、
光球付近での現象を調べるときにはこの節の手法が使われるようだ (e.g. Vögler et al., 2005;

Iijima & Yokoyama, 2015; Schlichenmaier et al., 1998)�24。一般に電離度がサハの式からずれ
た場合、例えばサハの式より大きな値になった場合は、電離過程よりも再結合過程の方が多く起
きることで、サハの式に戻ろうとする。このような現象を緩和と言う。光球ではこの電離平衡
への緩和がすぐに起きるため、電離度がずっとサハの式に従っているという仮定が比較的良く
成り立つ。一方で、光球の上空の彩層は密度が小さいために電離や再結合の反応速度が遅く、緩
和にかかる時間が注目する流体現象の時間スケールと同じくらいか、それよりも長くなってい
ると考えられている (Carlsson et al., 2019)。故に、彩層では電離度がサハの式からずれている
ことによる効果を考慮する必要が出てくる。このような太陽大気での現象を調べる際には節 6.5

で説明する多流体方程式の考え方が用いられる。
他には、星間雲の研究に関して Black & Bodenheimer (1975), 一般の宇宙物理的な流体につ

いて Vaidya et al. (2015)でもこの節と同じような議論がされている。

�24 ただし、これらの研究では主要な金属元素の電離まで考慮されている一方、H2 分子は完全に解離している
(y = 1− x)として考慮していないようである。
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図 3.7 サハの式を仮定して計算された太陽内部の電離度：水素の電離とヘリウムの 1 階、 2 階
電離を考慮して、サハの式を連立させて計算した値。サハの式に現れる分配関数は基底状態だ
けを考慮した。温度と密度の構造には Christensen-Dalsgaard et al. (1996) の値を用いた。

図 3.8 サハの式が仮定している束縛ポテンシャルと太陽深部のポテンシャルのイメージ

3.4.4 [トピック] 太陽中心の圧力電離
図 3.7は、太陽内部の水素とヘリウムの電離度を、単純にサハの式を連立させることによって

計算したものである。表面付近では部分電離の状態だが、表面から離れると殆ど完全電離の状
態になっている。しかし、0.5R⊙ (R⊙ は太陽半径) より内側の領域では再び電離度が低くなっ
ている。この内側の領域ではサハの式を適用することはできず、実際には水素やヘリウムは完
全電離の状態にあると考えられている。
詳しくは付録 3.B.5で説明しているが、サハの式において、水素原子内の電子は図 3.8の左の
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ように、独立した原子を想定したポテンシャルによって束縛されていると仮定されている。し
かし、太陽深部のように密度が高くなってくると、大雑把には図の右のように、近隣の原子の
ポテンシャルの重ね合わせに束縛されていると考える必要がある。その結果、イオン化エネル
ギーが小さくなり、サハの式の場合より電離しやすい状況になっている。このような仕組みに
よる電離を圧力電離 (pressure ionization) と言う。
圧力電離が起きる条件を大雑把に見積もる。簡単のために、純粋な水素気体を考える。水素の

束縛電子軌道の半径は、その軌道の主量子数 (付録 5.B.6参照) を ν、ボーア半径を a0 として、

a = a0ν
2 (3.4.35)

と見積もれる。一方で、水素の数密度を nH とすれば、1 個の水素原子が占める体積は 1/nH で
ある。よって、2 つの水素原子間の平均距離は、球の半径を考えることで、

d =

(
3

4πnH

)1/3

(3.4.36)

と見積もられる。原子間距離より大きな半径を持つ軌道は存在できないと考えると、電子が束
縛され得る軌道が持つ最大の主量子数は、

a <
d

2
−→ ν2 <

(
3

4πnH

)1/3
1

2a0
(3.4.37)

と見積もられる。ここに太陽中心の値 ρc ≃ 150 g/cm
3
, nH ≃ ρc/mp を代入すると、ν2 < 0.13

を得る。これは、いちばん軌道半径の小さい基底状態の束縛電子すら太陽中心では存在できな
いことを言っている。つまり、水素原子は完全に電離していなければならない。d > a0 を満た
す条件は、

ρ <
3mp

4πa30
= 3 g/cm

3
(3.4.38)

である。太陽内部で質量密度がこのオーダーになるのは大体 0.5R⊙ である。
上では水素原子が静止しているのを暗に仮定して考察したが、実際にはそれぞれが勝手な向

きに運動している。また、隣の水素との距離が近くなると、量子力学のトンネル効果によって、
束縛電子が隣の原子に移動する現象も考える必要が出てくる。Kippenhahn et al. (2012)によ
ると、圧力電離を完璧に記述できる手法はまだ無いらしい。恒星内部の構造を調べる文脈の場
合、深部では強制的に完全電離の状態に固定して考えることもあるようだ (Kippenhahn et al.,

2012; Christensen-Dalsgaard, 2021)。

3.4.5 放射
高温のプラズマでは、電磁波によるエネルギー輸送の効果も考慮する必要がある。電磁波の

ように流体の時空間スケールより小さいスケールでの現象は、方程式の粗視化をする際に切り
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捨てられたが、温度が高い場合はこの違うスケールの現象が流体のダイナミクスに大きな影響
を与えるため、電磁波を巨視的に見た放射場として考え、場合によっては放射輸送方程式という
ものを解くことで考慮対象に戻す。放射が流体に及ぼす作用は運動量交換とエネルギー交換で
ある。放射場の存在により、新たに放射圧という圧力が流体に加わる。また、エネルギー保存則
に放射による加熱および冷却を表す項が加わる。放射輸送について詳しくは第 5章で説明する。

3.4.6 ポリトロープ
理想気体を考えているときに、更に

p

ρα
= 一定 (3.4.39)

という関係を仮定して議論する場合がある。この関係は状態方程式ではなく、熱輸送に関する
近似的条件とみなすべきである。αはポリトロープ指数と呼ばれる。例えば、熱伝導が起こる時
間スケール�25より短い時間スケールでの現象を調べる場合�26は、流体粒子が断熱的であると仮
定して αを断熱指数と同じ値に設定する。逆に、調べたい時間スケールで流体が常に等温と考
えられる場合には α = 1に設定する。他にも考える流体の条件に従って適宜値を設定する。

3.4.7 一般的な状態方程式の線形化
地球の外核などの対流問題を扱う場合は、例えば節 4.3.1で説明する静水圧平衡のような平衡

状態での ρ, p, T を基本場 ρ0, p0, T0 として、

ρ(x, t) = ρ0(x) + ρ1(x, t) (3.4.40)

p(x, t) = p0(x) + p1(x, t) (3.4.41)

T (x, t) = T0(x) + T1(x, t) (3.4.42)

のように、場の量を基本場とそこからのずれに分けて考える。そしてそのずれは小さいとして、
状態方程式を

ρ = ρ(p, T ) (3.4.43)

= ρ0 +

(
∂ρ0
∂p

)
T

p1 +

(
∂ρ0
∂T

)
p

T1 (3.4.44)

= ρ0(1 + χT p1 − αT1) (3.4.45)

というように、p1, T1 の 1次の項までで展開する。χT , αはそれぞれ等温圧縮率、熱膨張率と呼
ばれる。χT , αや後に出てくるような熱力学的係数は液体分子の微視的構造に立ち入って理論的

�25 例えば κを熱伝導率、Lを考えている空間スケールとして L2/κが典型的な時間スケールである。
�26 ただし熱的緩和時間よりは長くなければならない。
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に考察するか、地震波による観測、或いは実験室での測定によって決定されるべき量である�27。

3.4.8 2 成分からなる混合液体
地球の外核は、主成分の Fe に加えて、質量にして 10% 程度の軽元素 (S,Si,O など) が含ま

れていると考えられている (市川浩樹 & 土屋卓久, 2018)。よって外核の対流の計算では、質
量分率 ξ の S と質量分率 1 − ξ の Fe からなる流体と考えることがある (e.g. Jones, 2015)。ξ
のことを組成と呼ぶ。本節の議論は Braginsky & Roberts (1995), Landau & Lifshitz (1987,

Chapter VI)を参考にした。

熱力学的関係
組成 ξ の変化を考慮する場合、熱力学第 1 法則は次のように書ける。

de = Tds+
p

ρ2
dρ+ µdξ (3.4.46)

µは化学ポテンシャルと呼ばれる。付録 3.A.6で説明している量とは異なる定義だが、同様の役
割を持つ。エントロピーを T, p, ξ の関数として表した場合、その全微分は

ds =
cp
T
dT − α

ρ
dp+

hξ

T
dξ (3.4.47)

と書ける。αは熱膨張率、cp は定圧比熱である。

hξ = T

(
∂s

∂ξ

)
p,T

(3.4.48)

は反応熱と呼ばれる。一方で、ρを p, s, ξ で表すことにすると、全微分は

dρ =
α

cpγ̃
dp− αρT

cp
ds− ραξdξ (3.4.49)

と書ける。γ̃ はグリュナイゼン定数�28である。

αξ = −1

ρ

(
∂ρ

∂ξ

)
s,p

(3.4.50)

は断熱組成膨張率とでも呼ぶべき量である。各微分量についての考え方は付録 3.A.5 を参考に
して欲しい。

�27 詳しくは例えば Stacey (2007a), Price (2007)を参照のこと。
�28 定数という名前が付いているが状態量である。断熱指数の表記と混同しないように注意されたい。
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組成の保存則
方程式系に未知数 ξ が加わったので、ξ の時間発展式も必要になる。軽元素についての質量保

存則は、
∂

∂t
(ρξ) +

∂

∂xi
(ρξvi) = −

∂ij
∂xj

(3.4.51)

と書ける。右辺は隣の流体粒子との組成のやり取りを表す項であり、組成が一様になろうとする
向きに働く。質量保存則を用いて左辺をラグランジュ微分に変形すると、次のようにも書ける。

ρ
Dξ

Dt
= − ∂ij

∂xj
(3.4.52)

エントロピー方程式の修正
組成の変化 ξ を考慮しても質量保存則の変更はない。運動量保存則に関しては、状態方程式

p = p(ρ, s, ξ)や、場合によっては応力についての構成則への修正を除けば変更はない。エネル
ギー保存則に関しても、例えば内部エネルギー保存則 (3.3.11) や全エネルギー保存則 (3.3.20)

において熱流束を qj と書くならば変更はない。しかし、この場合の qj は、熱伝導によるフラッ
クスと組成の拡散によるフラックスの和であることをこれから説明する。エントロピーについ
ての方程式 (熱輸送の式) は修正を要する。
内部エネルギー保存則 (3.3.11)の左辺は次のように変形できる。

∂

∂t
(ρe) +

∂

∂xj
(ρevj) = ρ

De

Dt
(3.4.53)

= ρT
Ds

Dt
+
p

ρ

Dρ

Dt
+ µρ

Dξ

Dt
(3.4.54)

= ρT
Ds

Dt
− p ∂vj

∂xj
− µ ∂ij

∂xj
(3.4.55)

ただし、1 段目は質量保存則を用いてラグランジュ微分の形に書き換え、2 段目では熱力学第 1

法則 (3.4.46)を用い、3 段目では質量保存則 (3.1.2)と組成の保存則 (3.4.52)を代入した。これ
と内部エネルギー保存則 (3.3.11)の右辺が等しいことから、熱輸送の式として次を得る。

ρT
Ds

Dt
= −

∂qsj
∂xj
− ij

∂µ

∂xj
+Φ+

j2

σ
− L (3.4.56)

ただし、Φは式 (3.3.2)で導入される散逸関数である。また、qsj = qj − µij と書いた。上式の形
から、qsj は熱伝導のフラックスと解釈できる。つまり、エネルギー保存則に現れる熱流束 qj は
qsj と ij を用いて次のように表される。

qj = qsj + µij (3.4.57)

こうして、熱輸送の式には新たに −i · ∇µの項が加わることになる。一般に、組成が一様に近
づくことで系全体のエントロピーは増加する。
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方程式系を閉じるためには、µについての状態方程式が与えられなければならない。例えば、
µを p, T, ξ の関数として表すことにした場合、(

∂µ

∂p

)
T,ξ

= − 1

ρ2

(
∂ρ

∂ξ

)
p,T

(3.4.58)

= − 1

ρ2

[(
∂ρ

∂ξ

)
p,s

+

(
∂ρ

∂s

)
p,ξ

(
∂s

∂ξ

)
p,T

]
(3.4.59)

=
1

ρ

(
αξ +

αhξ

cp

)
(3.4.60)

などと µ の偏微分が計算できる。ただし、適宜マクスウェルの関係式や連鎖律を用いた (付録
3.A.5)�29。新たな微分量

µξT =

(
∂µ

∂ξ

)
p,T

(3.4.61)

を導入すれば、∇µは次のように書ける。

∇µ =
1

ρ

(
αξ +

αhξ

cp

)
∇p− hξ

T
∇T + µξT∇ξ (3.4.62)

熱流束の閉包則
組成の変化を考えない場合は、熱的緩和時間より十分に長い時間スケールの流体現象を考え

るという仮定の下で、熱流束 q は温度の勾配に比例すると考えることができた (フーリエの法
則)。ξ を考える場合は、qs, iのそれぞれが ∇T,∇µに比例すると考える。ただし、流体の応答
は等方的 (比例係数がスカラーである) とする。

ij = −κξ
∂µ

∂xj
− β

T

∂T

∂xj
(3.4.63)

qsj = −β
∂µ

∂xj
− κs ∂T

∂xj
(3.4.64)

新たな係数 κξ, β, κs を導入した。i と qs の表式に β が共通して現れることは、オンサーガー
対称性と呼ばれる。オンサーガー対称性は一般に次の場合に成り立つ (e.g. 沙川貴大, 2022,

§3.2)。

�29 内部エネルギーの全微分 (3.4.46) に 2 回ルジャンドル変換を施すことで、ギブスの自由エネルギー g =

e− Ts+ pv (付録 3.A.3参照) の全微分は

dg =
1

ρ
dp− sdT + µdξ

であることが分かる。ξ 微分と p微分の可換性によって、式 (3.4.58)の関係 (マクスウェルの関係式) が分かる。
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単位時間あたりに系に流入する熱量や粒子数などを一般にカレントと言い、Ja (aはラベ
ル) と書く。カレントはアフィニティ Fa により駆動され、単位時間あたりのエントロピー生
成 σ̇ が両者の積の和で表されているとする。

σ̇ =
∑
a

JaFa (3.4.65)

ただし、時間反転に対して符号を変えるようなアフィニティは無いとする。系は平衡状態に
近いとし、各カレント Ja がアフィニティ Fa の一次関数であると近似する。

Ja =
∑
a′

Laa′Fa′ (3.4.66)

このときの係数 (オンサーガー係数) Laa′ は、次の 2 つの性質を持つ。

� 熱力学第二法則を満たすためには、行列 Laa′ の固有値は全て非負でなければならない
(半正定値行列でなければならない)。

� 非平衡統計力学のゆらぎの定理からの帰結として、対称性 Laa′ = La′a を持つ (オン
サーガーの相反定理)。

式 (3.4.56)を保存則の形に変形すると、次式のようになる。ただし、粘性散逸やオーム散逸
は無視する。

∂

∂t
(ρs) +

∂

∂xj

(
ρsvj +

qsj
T

)
= −

qsj
T 2

∂T

∂xj
− ij
T

∂µ

∂xj
(3.4.67)

レイノルズの輸送定理 (節 1.5.3参照) を用い、流体に固定された領域 V̂ で上式を積分する。エ
ントロピー生成 σとは、系のエントロピー増加量から (流入した熱量 / 温度) を引いたものなの
で、次のように書ける。

σ̇ =
d

dt

∫
V̂

ρsdV −
(
−
∫
∂V̂

qs

T
· dS

)
(3.4.68)

=

∫
V̂

[
qs ·

(
− 1

T 2
∇T
)
+ i ·

(
− 1

T
∇µ
)]

dV (3.4.69)

∂V̂ は領域 V̂ の境界を指す�30。これが任意の領域に対して言えることに留意し、上式の qs, i

をカレント、−∇T/T 2,−∇µ/T をそれらに共役なアフィニティと捉えることで、上述したオン
サーガー対称性が言える。

�30 dS は境界での外向き法線ベクトルと同じ向きであることを考慮して、表面積分項には負号を付けた。
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付録 3.A 熱力学の基礎知識
MHDで使われる熱力学の基礎知識をまとめた。適宜熱力学の教科書も参考にして欲しい。こ

の付録は主に久保亮五 (1998)を参考にし、補足的に Cantwell氏の講義ノート (Cantwell)も参
考にした。熱力学の理論構造を整理したい場合は 清水明 (2021) を薦める。

3.A.1 準静的過程
系がある状態から別の状態へ移る過程でのエネルギーのやり取りを考えるのが熱力学である。

系がある状態から別の状態に移ると、一般には一時的に熱的非平衡状態になり、移ってから一定
の時間が経過すると平衡状態に落ち着く。平衡状態にある系は、温度 T、圧力 p、体積 V などの
量によってその性質を記述することができる。このような量を状態量と言う。流体力学では各
流体粒子が平衡状態に落ち着くまでの時間スケール (熱的緩和時間)よりずっと長い時間スケー
ルの現象を考えるため、各過程の間中ずっと平衡状態が保たれていると仮定する。このような
極限的な過程を準静的過程と言う。準静的過程を考えることによって、熱平衡状態で定義され
る各状態量の時間微分を考えることができる。

3.A.2 熱力学第 1法則・第 2法則
単位質量あたりの内部エネルギーの変化 δeは、系に加えられた熱量 qと系がした仕事 wの差

に等しくなる (熱力学第 1法則)。
δe = q − w (3.A.1)

上式は一般のどのような過程に対しても成り立つ。一方で、準静的過程の微小変化に対して、

w = pd

(
1

ρ

)
= pdv (3.A.2)

と書ける。pは圧力で、v = 1/ρは比体積、すなわち単位質量あたりの体積である。q は系への
熱の出入りの大きさを表していて、「平衡状態にあるこの系の熱量は q である」などといった状
態量 q なるものを考えることはできない。その代わり、準静的過程の微小変化において、

q = Tds (3.A.3)

となる状態量 s を考えることができる。T は系の温度である。s は単位質量あたりのエントロ
ピーと言う。すると、熱力学第 1法則は準静的過程の微小変化について、

de = Tds− pdv (3.A.4)

と書ける。
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外界と断熱された系を考えた場合、ある過程が可逆ならば系内のエントロピーの総量は一定
に保たれ、不可逆ならばエントロピーの総量は増大する (熱力学第 2法則)。流体の場合につい
てこのことを確認してみる。熱伝導率が等方的な場合について、エントロピーの方程式 (3.3.25)

を保存則の形に書きなおすと、
Υ =

κ

T

(
∂T

∂xk

∂T

∂xk

)
(3.A.5)

という正の値をとる関数を導入して、

∂

∂t
(ρs) +

∂

∂xj

(
ρsvj −

κ

T

∂T

∂xj

)
=

1

T

(
Υ+Φ+

j2

σ
− L

)
(3.A.6)

となる。冷却の項 Lが無い状況で断熱的な箱 V に閉じ込められた流体を考え、箱全体に渡って
積分すると、V の境界を貫くフラックスはゼロになるので、

d

dt

∫
V

ρsdV =

∫
V

{
1

T

(
Υ+Φ+

j2

σ

)}
dV (3.A.7)

となる。この式から、箱内で T の勾配や散逸がある限り箱全体のエントロピーは増え続けるこ
とが分かる。

3.A.3 ルジャンドル変換
状態方程式が与えられて

p = p(e, v), T = T (e, v) (3.A.8)

の形が分かると、エントロピーは e, v の関数として表され、その全微分は熱力学第 1法則より

ds =
1

T
de+

p

T
dv =

1

T
de− p

ρ2T
dρ (3.A.9)

となる。すなわち e, v(= 1/ρ)が場の量として定義されていれば、sも e, v を介して場の量にな
り、

∂s

∂t
=

1

T

∂e

∂t
− p

ρ2T

∂ρ

∂t
(3.A.10)

などのように微分が表される。(
∂s

∂e

)
ρ

=
1

T
,

(
∂s

∂ρ

)
e

= − p

ρ2T
(3.A.11)

ということである。熱力学では偏微分を書くときに、その関数をどの変数の関数として考えて
いるかを明示するために、固定している変数を添えて表記する。
ここで、

f = e− Ts (3.A.12)
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という量を考える。eの全微分は分かっているので、f の全微分は

df = de− sdT − Tds (3.A.13)

= Tds− pdv − sdT − Tds (3.A.14)

= −sdT − pdv (3.A.15)

= −sdT +
p

ρ2
dρ (3.A.16)

となり、状態方程式が与えられて s, pが T, ρの関数として表されていれば、f も T, ρの関数に
なることが分かる。f はヘルムホルツの自由エネルギーと呼ばれる。(

∂f

∂T

)
ρ

= −s,
(
∂f

∂ρ

)
T

=
p

ρ2
(3.A.17)

である。上記の第 1式を式 (3.A.12)に戻すことで、

e = f − T
(
∂f

∂T

)
v

(3.A.18)

という関係が分かる。これを (ヘルムホルツの自由エネルギーに関する)ギブス-ヘルムホルツの
式と言う。上式は次のようにも変形できる。

e = −T 2

[
∂

∂T

(
f

T

)]
v

(3.A.19)

他には、エンタルピー hとギブスの自由エネルギー g を考えることもある。それぞれの定義
と全微分は次の通りである。

h = e+ pv, dh = Tds+ vdp (3.A.20)

g = f + pv, dg = −sdT + vdp (3.A.21)

すなわち、h, g の偏微分は次のようになる。(
∂h

∂s

)
p

= T,

(
∂h

∂p

)
s

=
1

ρ
(3.A.22)(

∂g

∂T

)
p

= −s,
(
∂g

∂p

)
T

=
1

ρ
(3.A.23)

3.A.4 マクスウェルの関係式
例えば、 [

∂

∂v

(
∂e

∂s

)
v

]
s

=

[
∂

∂s

(
∂e

∂v

)
s

]
v

(3.A.24)

というように、偏微分の可換性を使うと、eの全微分から(
∂T

∂v

)
s

= −
(
∂p

∂s

)
v

(3.A.25)
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となることが分かる。v を ρに変換すると、(
∂T

∂ρ

)
s

=
1

ρ2

(
∂p

∂s

)
ρ

(3.A.26)

である。f, h, g の 2階偏微分についても同じように考えると、(
∂s

∂ρ

)
T

= − 1

ρ2

(
∂p

∂T

)
ρ

(3.A.27)(
∂T

∂p

)
s

= − 1

ρ2

(
∂ρ

∂s

)
p

(3.A.28)(
∂s

∂p

)
T

=
1

ρ2

(
∂ρ

∂T

)
p

(3.A.29)

という関係式が出てくる。

3.A.5 諸微分量の定義と求め方
よく使われる微分量を次に示す。

定積比熱 cv = T

(
∂s

∂T

)
v

= T

(
∂s

∂T

)
ρ

(3.A.30)

定圧比熱 cp = T

(
∂s

∂T

)
p

(3.A.31)

等温圧縮率 χT = −1

v

(
∂v

∂p

)
T

=
1

ρ

(
∂ρ

∂p

)
T

(3.A.32)

断熱圧縮率 χs = −
1

v

(
∂v

∂p

)
s

=
1

ρ

(
∂ρ

∂p

)
s

(3.A.33)

等温体積弾性率 KT = −v
(
∂p

∂v

)
T

= ρ

(
∂p

∂ρ

)
T

(3.A.34)

断熱体積弾性率 Ks = −v
(
∂p

∂v

)
s

= ρ

(
∂p

∂ρ

)
s

(3.A.35)

熱膨張率 α =
1

v

(
∂v

∂T

)
p

= −1

ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

(3.A.36)

グリュナイゼン定数 γ̃ =
1

ρ

(
∂p

∂e

)
ρ

=
ρ

T

(
∂T

∂ρ

)
s

(3.A.37)

これらの量�31は互いに独立ではなく、次のような関係を持つ。

�31 英語では比熱= specific heat、圧縮率= compressibility、体積弾性率= bulk modulus、熱膨張率= volume

expansion coefficient、グリュナイゼン定数 = Grüneisen parameter である。
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KT =
1

χT
, Ks =

1

χs
(3.A.38)

cp
cv

=
χT
χs

=
Ks

KT
= 1 + αγ̃T (3.A.39)

cp = cv +
α2T

ρχT
(3.A.40)

γ̃ =
α

ρcvχT
=

α

ρcpχs
(3.A.41)

これらの微分量を用いて別の微分量を表したいときには、次のことを知っていると便利であ
る。3つの変数 x, y, z が

dz =

(
∂z

∂x

)
y

dx+

(
∂z

∂y

)
x

dy (3.A.42)

という関数関係にあるとき、z を固定 (dz = 0)して dx, dy の比をとると、(
∂x

∂y

)
z

= −
(
∂z

∂y

)
x

/

(
∂z

∂x

)
y

(3.A.43)

となる。
例えば式 (3.A.40)の関係は

cp = T

(
∂s

∂T

)
p

(3.A.44)

= T

(
∂s

∂T

)
v

+ T

(
∂s

∂v

)
T

(
∂v

∂T

)
p

(3.A.45)

= T

(
∂s

∂T

)
v

+ T

(
∂p

∂T

)
v

(
∂v

∂T

)
p

(3.A.46)

= T

(
∂s

∂T

)
v

− T
(
∂v

∂T

)
p

(
∂v

∂T

)
p

/

(
∂v

∂p

)
T

(3.A.47)

= cv +
vα2T

χT
(3.A.48)

と求まる。1段目は cp の定義である。2段目は s(v(p, T ), T )と見て連鎖律を用いた。3段目は
マクスウェルの関係式 (3.A.27)、4段目は (3.A.43)の関係を用いた。
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また例えば、(∂ρ/∂s)p を求めたいときは、(
∂ρ

∂s

)
p

= −ρ2
(
∂T

∂p

)
s

(3.A.49)

= ρ2
(
∂s

∂p

)
T

/

(
∂s

∂T

)
p

(3.A.50)

=

(
∂ρ

∂T

)
p

/

(
∂s

∂T

)
p

(3.A.51)

= −ραT
cp

(3.A.52)

というように変形する。1段目はマクスウェルの関係式 (3.A.28)、2段目は (3.A.43)の関係、3

段目はマクスウェルの関係式 (3.A.29)を用いた。
恒星の内部構造の文脈では、上で紹介した微分量の代わりに、次のように定義された無次元量

が用いられることもある。

α̃ =

(
∂ ln ρ

∂ ln p

)
T

=
p

ρ

(
∂ρ

∂p

)
T

= pχT (3.A.53)

δ = −
(
∂ ln ρ

∂ lnT

)
p

= −T
ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

= Tα (3.A.54)

γad =

(
∂ ln p

∂ ln ρ

)
s

=
ρ

p

(
∂p

∂ρ

)
s

=
Ks

p
(3.A.55)

∇ad =

(
∂ lnT

∂ ln p

)
s

=
p

T

(
∂T

∂p

)
s

=
pα

ρcp
=

pδ

Tρcp
(3.A.56)

特に γad は断熱指数 (adiabatic index) 、∇ad は断熱温度勾配 (adiabatic temperature gra-

dient) と呼ばれる。或いは、これらの量と次の関係にある量 Γ1,Γ2,Γ3 をチャンドラセカール
の断熱指数 (Chandrasekhar’s adiabatic exponents) と言う。

Γ1 =

(
∂ ln p

∂ ln ρ

)
s

= γad (3.A.57)

Γ2

Γ2 − 1
=

(
∂ ln p

∂ lnT

)
s

=
1

∇ad
(3.A.58)

Γ3 =

(
∂ lnT

∂ ln ρ

)
s

+ 1 (3.A.59)
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これらは次の関係を持つ。

Γ1

Γ3 − 1
=

Γ2

Γ2 − 1
(3.A.60)

3.A.6 化学ポテンシャル
前節までは、単位質量あたりの粒子数 ñは一定の場合を考えていた。ñも変化しうる場合を

考え、状態方程式が

e = e(T, v, ñ), s = s(T, v, ñ), p = p(T, v, ñ) (3.A.61)

などと与えられた場合、ヘルムホルツの自由エネルギー f = e− Tsも (T, v, ñ)の関数となり、
その全微分は

df = −sdT − pdv + µdñ (3.A.62)

となる。ここで、
µ =

(
∂f

∂ñ

)
T,v

(3.A.63)

は化学ポテンシャルと呼ばれる。s(T, v, ñ), e(T, v, ñ) の形が分かっていれば f = e − Ts より
f(T, v, ñ)の形も分かり、オイラーの関係式

f = −pv + µñ (3.A.64)

を用いると、µ(T, v, ñ)の形も決定できる。2つの系で熱を自由にやり取りできるときに、熱平
衡状態では 2つの系の温度が等しくなった。或いは 2つの系が互いに体積を自由に変化させら
れるときには、熱平衡状態では 2つの系の圧力が等しくなった。同様に、2つの系が粒子を自由
にやり取りできるときには、熱平衡状態では 2つの系の化学ポテンシャルが等しくなる。
例えば、µと sの関係は

Tds = de− sdT − df (3.A.65)

= de+ pdv − µdñ (3.A.66)

より、
µ = −T

(
∂s

∂ñ

)
e,v

(3.A.67)

だと分かる。
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付録 3.B 統計力学の基礎知識
熱平衡状態にある系の微視的な性質をブラックボックスにして、巨視的な性質を議論するの

が熱力学であるが、一方で系が量子力学に従う多数の粒子からなるとして実際にその平均的な
性質を計算することで、熱力学と整合する巨視的な性質を議論するのが統計力学である。この
章で必要な統計力学の基礎知識をまとめた。適宜統計力学の教科書も参考にして欲しい�32。ま
た、統計力学はしばしば、量子力学による結果と合わせて威力を発揮する。本付録では量子力学
から導かれる知見を述べるに留まっている。適宜付録 5.Bも参考にして欲しい。
この付録は私が東京大学理学部で受けた講義のノートを基に作成したが、補足的に久保亮五

(1998)も参考にした。

3.B.1 統計力学の原理
統計力学は次の 2つの原理から出発する。
1つめは等重率の原理である。孤立した系、すなわち粒子数N、体積 V、系の持つエネルギー

E が一定の場合、平衡状態では系の個々の微視的状態はどれも等しい確率で実現される。微視
的状態とは例えば次のような意味である。系を構成する N 個の粒子それぞれの運動状態を、そ
の粒子の位置と速度 (xi,vi) で区別するとき、「1 番目の粒子が (x1,v1) にあり、かつ 2 番目
の粒子が (x2,v2) にあり、かつ ... N 番目の粒子が (xN ,vN ) にあるような状態」が系の微視
的状態のうちの 1 つである。ただし、N 個の粒子のエネルギーを合計すると E になり、全粒
子が占める体積は V でなければならない。そのような拘束条件を満たす微視的状態の総数を
W (E, V,N) とすると、個々の微視的状態が実現される確率は 1/W になる。W を状態数と言
う。また、系のエネルギーが E ∼ E + δE の間の値を持つような状態の総数をW (E)としたと
き、

W (E) = g(E)δE (3.B.1)

という関係を持つ量 g(E)を状態密度と言う。普通の系ではW (E), g(E)は E の増加関数にな
り、その増加の割合は N が大きいときには急激になる。このような系を統計力学的に正常な系
と言う。この節で考える系はみな統計力学的に正常である。
2つめの原理はボルツマンの原理である。状態数W が E, V,N の関数として求まっていると

きに、
S(E, V,N) = kB lnW (E, V,N) (3.B.2)

を統計力学的エントロピーと言う。kB はボルツマン定数である。このように定義されたエント
ロピーは、熱力学におけるエントロピーと整合的に振舞う。例えば、系の温度を熱力学に対応す

�32 例えば Huang (1987)が、熱力学の復習や第 6章で説明する運動論、統計力学の基礎から高度な内容まで充実し
ている。
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るように
1

T
=
∂S

∂E
(3.B.3)

と導入すると、この統計力学的温度は熱力学的温度と整合的な量になる。熱力学的温度とは、2

つの系 (系 Iと II)の間でエネルギーのやり取りが自由にできるときに、長い時間が経った平衡
状態でこの 2つの系の温度が等しくなるような量だった。このことを統計力学的温度でも確認
してみる。系 I,IIの状態密度をそれぞれ gI(E), gII(E)と書き、2つの系を合わせた全系の状態
密度を g(E)と書く。全系のエネルギーは E0 で保存されているとする。系 Iがエネルギー E1

を持つ 1つの微視的状態にあるとき、系 IIはエネルギー (E0 − E1)を持つ全ての微視的状態が
可能である。よって、系 Iが持ちうる全てのエネルギーについて足し合わせることで、

g(E0) =

∫ E0

0

gI(E)gII(E0 − E)dE (3.B.4)

となる。等重率の原理より、今足し合わせた個々の微視的状態は等確率で実現されるので、系 I

が E ∼ E + δE の間のエネルギーを持つ確率 f(E)δE は

f(E)δE =
gI(E)gII(E0 − E)δE

g(E0)
(3.B.5)

となる。N が大きいときは、gI(E), gII(E) は E の急激な増加関数なので、この確率密度関数
f(E)はとある点 E∗ で鋭いピークを持つ。つまり、ほぼ確実に系 Iはエネルギー E∗ を持つこ
とになる。停留条件は

∂

∂E
{kB ln f(E)}

∣∣∣∣
E=E∗

= 0 (3.B.6)

なので、式 (3.B.5)とエントロピーの定義より、

∂S∗
I

∂E
− ∂S∗

II

∂E
= 0 (3.B.7)

が実現されることになる。ここで統計力学的温度の定義を思い出すと、2つの系が等温になって
いることが分かる。

3.B.2 カノニカル分布と分配関数
ある系 (系 I) は周りの環境と自由にエネルギーのやり取りができ、平衡状態で等温に保たれ

ているとする。このとき、環境は系 Iに比べて十分大きなエネルギーを持つ熱浴 (系 II)と考え
ることができる。十分大きなエネルギーを持つので、系 Iとのエネルギーのやり取り程度では熱
浴のエネルギーは変化しないとみなせる。このとき、系 Iと熱浴を合わせた全体の系は一定のエ
ネルギー E0 を持つ孤立系と考えられる。系 Iが E ∼ E + δE のエネルギーを持つ 1つの微視
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的状態にある確率 f(E)δE�33は、その状態が実現されているときに熱浴がとりうる状態数に比
例するので、

f(E)δE ∝ gII(E0 − E)δE (3.B.8)

となる。E0 ≫ E なので、E について展開すると、

f(E)δE ∝ gII(E0 − E)

gII(E0)
(3.B.9)

= exp

[
1

kB
{SII(E0 − E)− SII(E0)}

]
(3.B.10)

≃ exp

[
− E

kB

∂SII(E0)

∂E

]
(3.B.11)

= exp

(
− E

kBT

)
(3.B.12)

となる。言葉で説明すると、環境とのエネルギーのやり取りが自由な系が、平衡状態でエネル
ギー E の 1つの微視的状態にある確率は、ボルツマン因子 exp[−E/(kBT )]に比例する。この
ような微視的状態のエネルギーによる確率分布をカノニカル分布と言う。このような事情から、
統計力学では、逆温度

β =
1

kBT
(3.B.13)

を用いることも多い。更に、確率密度を規格化することで

f(E) =
exp (−βE)

Z
(3.B.14)

と書ける。規格化定数 Z は、系の N,V が変化しない場合には

Z =

∫
g(E) exp (−βE)dE (3.B.15)

となる。系がとりうる全ての微視的状態について和を取るという意味である。エネルギーが離
散的な状況を考える場合は、エネルギー Ei を持つ微視的状態の数を gi として

Z =
∑
i

gi exp (−βEi) (3.B.16)

と書ける。Z は分配関数または状態和と呼ばれる。
内部エネルギー、すなわち系のエネルギーの期待値は、

⟨E⟩ =
∑
i

Ei ·
gi exp (−βEi)
Z(β, V,N)

(3.B.17)

= − 1

Z(β, V,N)

∂

∂β
Z(β, V,N) (3.B.18)

= − ∂

∂β
lnZ(β, V,N) (3.B.19)

�33 前節で考えた f(E)とは違う確率密度を考えていることに注意されたい。
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図 3.9 相空間の概念

というように、分配関数を用いて計算できる。ここで上式とギブス-ヘルムホルツの式 (3.A.19)

を見比べると、
F (T, V,N) = −kBT lnZ(T, V,N) (3.B.20)

という関数は熱力学的ヘルムホルツの自由エネルギー f に対応することが分かる。上式で導入
される F を統計力学的ヘルムホルツの自由エネルギーと言う。つまり、分配関数が求まれば F

も求まり、平衡状態で実現される圧力 pやエントロピー S は熱力学に倣って、

p(T, V,N) = −
(
∂F

∂V

)
T,N

, S(T, V,N) = −
(
∂F

∂T

)
V,N

(3.B.21)

と求まる。

3.B.3 単原子分子理想気体
温度 T、体積 V、粒子数 N が一定で、質量 mの単原子分子からなる気体の平衡状態を考え

る。このとき、各分子間の相互作用がなく、各分子はポテンシャルに縛られないと考えると理想
気体の状態方程式が導き出せる。
まず、分配関数を求めたいが、この系の微視的状態を数え上げるときには相空間というものを

考える。図 3.9で示したように、とある 1つの粒子が座標 xにいて運動量 pを持つ、という状
態は 6次元相空間 dxdydzdpxdpydpz 中の 1点として表される。古典力学においては、この相空
間中の点は連続的、すなわち 2点の間には必ず別の点があるので、このままではまだ数え上げ
ることはできない。しかし、量子力学では自由粒子の状態は、相空間の 6次元体積 h3 = (2πℏ)3

中に 1つの割合で存在すると考えられる�34。h = 6.63× 10−34 J sはプランク定数と呼ばれる、
長さ × 運動量 (角運動量) の次元を持つ物理定数である。この考え方を用いて、h3 を相空間の

�34 詳しくは 199ページの脚注で述べる。
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最小単位に設定し、この最小単位の個数で数え上げる。更に、N 個の分子からなる気体を考え
る場合は、各分子が各座標で各運動量を持つ、という 1つの微視的状態は、6N 次元の相空間

dΓ = dx1dx2...dxNdy1...dzNdpx1dpx2...dpxNdpy1...dpzN (3.B.22)

を考えると、1点として表せる。このときには、6N 次元体積 (2πℏ)3N を最小単位として数え上
げる。ただし、各分子を識別することはできないので、N !で割る必要がある�35。
分子の持つエネルギーは運動エネルギー (p2x + p2y + p2z)/2mだけなので、系のエネルギー E

は

E =
N∑
i=1

p2xi + p2yi + p2zi
2m

(3.B.23)

となる。各微視的状態を 6N 次元相空間で数え上げることで分配関数を求めると、

Z =
1

(2πℏ)3NN !

∫
exp (−βE)dΓ (3.B.24)

=
1

(2πℏ)3NN !

∫
exp

(
−β

3N∑
i=1

p2i
2m

)
dx1...dx3Ndp1...dp3N (3.B.25)

=
V N

(2πℏ)3NN !

∫
exp

(
−β

3N∑
i=1

p2i
2m

)
dp1...dp3N (3.B.26)

=
V N

N !

(
m

2πℏ2β

)3N/2

(3.B.27)

となる。3段目では座標に関する積分を系の体積 V を用いて表し、4段目ではガウス積分�36を
実行した。よって、ヘルムホルツの自由エネルギーは

F = −kBT lnZ (3.B.28)

= −kBT ln

{
V N

N !

(
mkBT

2πℏ2

)3N/2
}

(3.B.29)

�35 この数え方だと、複数の粒子が相空間で同じ最小単位にいるような状態でも N ! で割ってしまう。また、このよ
うな状態は、パウリの排他律 (節 5.B.9参照)に従う粒子を考えている場合は排除しなければならない。しかし温
度が十分に高く、粒子が様々なエネルギーの値をとりうる場合は、そのような特殊な状態の数は全体の状態数に
比べて無視できるので、大雑把に N !で割るだけで計算する。

�36 a > 0のとき、 ∫ ∞

−∞
exp(−ax2)dx =

√
π

a

となる。この積分はガウス積分と呼ばれる。
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となる。ここから、

p = − ∂

∂V
(−kBT lnV N ) (3.B.30)

=
NkBT

V
(3.B.31)

⟨E⟩ = − ∂

∂β
lnβ−3N/2 (3.B.32)

=
3

2
NkBT (3.B.33)

というようにして、単原子分子理想気体の状態方程式が導かれる。

3.B.4 二原子分子理想気体
T, V,N 一定の平衡状態にある二原子分子気体を考える。各分子間の相互作用は無いとして、

理想気体を考える。二原子分子が質量 m1 と m2 の原子からなるとして、全質量M、換算質量
µ、慣性モーメント I を

M = m1 +m2, µ =
m1m2

m1 +m2
, I = µr2 (3.B.34)

とする。ただし、r は 2原子間の距離である。このとき、二原子分子の運動は、重心 (質量M)

の並進運動、重心周り (慣性モーメント I)の回転運動、2つの原子間距離を微小変化させる運動
である分子振動 (換算質量 µ)の 3つに分解して考えることができる。よって系のエネルギー E

は、N 個の分子の並進運動のエネルギーを Et、分子 1個の回転運動、分子振動のエネルギーを
それぞれ er, ev として、

E = Et +

N∑
i=1

(eri + evi ) (3.B.35)

となる。回転運動の慣性モーメント I は、分子振動によって r が変化するのに伴って変化する。
また、回転のエネルギーが大きくなると遠心力によって rが大きくなるのに伴って変化する。し
かし、今は一定の距離 r0 で近似する。一方で、分子振動の有効ポテンシャルも遠心力によって
変化するが、回転していないときのポテンシャルで考える。すると、3種の運動は全て互いに独
立なので、分配関数は、N 個の分子の並進運動の自由度による分配関数を Zt、1個の分子の回
転運動、分子振動の自由度による分配関数をそれぞれ zr, zv として、

Z = Zt(zrzv)
N (3.B.36)

となる。つまり、ヘルムホルツの自由エネルギーは

F = −kBT lnZt −NkBT ln zr −NkBT ln zv (3.B.37)

= Ft +Nfr +Nfv (3.B.38)
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である。ここで、Zt, Ft は前節で求めた単原子分子理想気体の場合の mをM に換えたもので
ある。つまり、内部エネルギー ⟨E⟩は、単原子分子理想気体の場合のものに、二原子分子の回
転運動と分子振動の自由度による寄与を加えたものになる。fr, fv は二原子分子 1個についての
考察をした結果求まるので、V には依らない。そのため、圧力 pは単原子分子理想気体の場合
と同じになる。

i) 分子回転
量子力学によると、回転運動のエネルギー er は

erj =
ℏ
2I
j(j + 1) (3.B.39)

ただし, j = 0, 1, 2, ... (3.B.40)

という飛び飛びの値しか持ち得ない (付録 5.B.5参照)。ℏはディラック定数である。そして、erj
のエネルギーを持つ状態は (2j + 1)個存在する。
H2 分子の回転の分配関数を考える場合には、もう少し話が複雑になる。各 H原子はスピンと

呼ばれる運動をする。H原子はこのスピンによって 2つの状態を持ち得る。その 2つの状態を
|↑⟩ , |↓⟩と書くことにする。H2 分子全体としては、各 H原子のスピンによって 2 × 2 = 4通り
の状態が考えられる。そのうち、

|↑↑⟩ , |↓↓⟩ , 1√
2
(|↑↓⟩+ |↓↑⟩) = |A⟩ (3.B.41)

の 3つの独立な状態�37は原子の置換について対称、すなわち 2つの矢印を入れ替えても元の状
態と同じになる。このような状態の H2 分子をオルト水素と言う。反対に、

1√
2
(|↑↓⟩ − |↓↑⟩) = |B⟩ (3.B.42)

という状態は原子の置換について反対称、すなわち 2つの矢印を入れ替えると元の状態に負号
を付けた状態になる。このような状態の H2 分子をパラ水素と言う。
エネルギー erj を持つ重心周りの回転運動の状態のうちの 1つを |j,m⟩と書く。ただし、mは
−j, ..., 0, ..., j の (2j+1)通りの値をとる。j が偶数、すなわち j = 2k, k = 0, 1, 2, ...のときは、
状態 |2k,m⟩は原子の置換について対称になり、j が奇数、すなわち j = 2k + 1, k = 0, 1, 2, ...

のときは、状態 |2k + 1,m⟩ は原子の置換について反対称になるという性質を持つ (付録 5.B.9

参照)。

�37 1 つ目の原子が |↑⟩ かつ 2 つ目の原子が |↓⟩ という状態を |↑↓⟩ と書くことにする。このとき、例えば |↑↓⟩ は
|↑⟩ ⊗ |↓⟩のことであり、2原子全体としての状態は |↑↑⟩ , |↑↓⟩ , |↓↑⟩ , |↓↓⟩の 4状態を基底としたヒルベルト空間
で考えることができる (つまりベクトルと同じような方法論を用いることができる)というのが量子力学の法則の
ひとつである。つまり、(3.B.41)の 3つ目のような状態を考えられることが量子力学の特徴であり、日常的な感
覚とのずれでもある。
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「スピンを考慮した H2 分子が回転運動をする」という全体の状態 |spin, j,m⟩を考えたとき、
|spin, j,m⟩は原子の置換について反対称でなければならない�38。よって、

|↑↑, 2k + 1,m⟩ , |↓↓, 2k + 1,m⟩ , |A, 2k + 1,m⟩ , |B, 2k,m⟩ (3.B.43)

という状態しか許されない。
分配関数は、オルト水素の場合とパラ水素の場合に分けて考えて、

zr = zo + zp (3.B.44)

zo =
∞∑
k=0

3{2(2k + 1) + 1} exp
[
− ℏ2

2IkBT
(2k + 1)(2k + 2)

]
(3.B.45)

=
∞∑
k=0

3(4k + 3) exp

[
−2Θr

T
(2k2 + 3k + 1)

]
(3.B.46)

zp =

∞∑
k=0

{2(2k) + 1} exp
[
− ℏ2

2IkBT
(2k)(2k + 1)

]
(3.B.47)

=
∞∑
k=0

(4k + 1) exp

[
−2Θr

T
(2k2 + k)

]
(3.B.48)

ただし, Θr =
ℏ2

2IkB
(3.B.49)

となる。ここで、r0 = 7.4× 10−11 mを使うと、Θr = 88 Kとなるので、プラズマの高温を考
える場合は T ≫ 2Θr である。よって、zo, zp は k について連続的とみなして、和を積分に置き
換えることで、

zo =

∫ ∞

0

3(4k + 3) exp

[
−β ℏ

2

I
(2k2 + 3k + 1)

]
dk (3.B.50)

=
3I

βℏ2

∫ ∞

0

e−xdx (3.B.51)

=
3I

βℏ2
(3.B.52)

zp =

∫ ∞

0

(4k + 1) exp

[
−β ℏ

2

I
(2k2 + k)

]
dk (3.B.53)

=
I

βℏ2

∫ ∞

0

e−xdx (3.B.54)

=
I

βℏ2
(3.B.55)

�38 量子力学による考察で、2つの粒子が識別できないということから、この世の粒子はフェルミ粒子とボース粒子に
分類できることが分かる。同種の粒子からなる系全体の状態 |ψ⟩ を考えたとき、フェルミ粒子は系を構成する 2

粒子を交換するという操作について反対称 (操作後の状態が − |ψ⟩)でなければならず、ボース粒子は同じ操作に
ついて対称 (操作後の状態が変わらず |ψ⟩) でなければならない (付録 5.B.9 参照)。電子や陽子、中性子などは
フェルミ粒子で、光子などはボース粒子である。
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となる。つまり、1分子の回転運動の内部エネルギーへの寄与は

⟨er⟩ = − ∂

∂β
ln zr = kBT (3.B.56)

である。これは、回転の自由度を 2として、エネルギー等分配則に従う結果である。
低温の H2 分子雲などを考える場合は、最後の近似をせずに内部エネルギーへの寄与を求める

ことで、T について非線形な (比例しない)効果も考慮するようだ (e.g. Boley et al., 2007)。

ii) 分子振動
分子振動は、いちばん簡単な近似としては調和振動子 (ばねにつながれた重りの運動)に近似

することができる。量子力学によると、角振動数 ω の調和振動のエネルギー ev は

evν =

(
ν +

1

2

)
ℏω (3.B.57)

ただし, ν = 0, 1, 2, ... (3.B.58)

という飛び飛びの値しか持ち得ない (付録 5.B.4参照)。それぞれのエネルギーの値を持つ状態
は 1つずつ存在する。よって、分配関数は

zv =
∞∑
ν=0

exp

[
−β
(
ν +

1

2

)
ℏω
]

(3.B.59)

=
exp (−βℏω/2)
1− exp (−βℏω)

(3.B.60)

となる。ただし、無限等比級数の和の公式を用いた。1分子の分子振動の内部エネルギーへの寄
与は

⟨ev⟩ = − ∂

∂β
ln zv (3.B.61)

=
1

2
ℏω +

ℏω
exp {ℏω/(kBT )} − 1

(3.B.62)

となる。
ここで、Θv = ℏω/kB として、T ≫ Θv の場合は、上式の第 2項の分母を βℏω について展開

することで、

⟨ev⟩ ≃ 1

2
ℏω +

ℏω
1 + βℏω − 1

(3.B.63)

=
1

2
ℏω + kBT (3.B.64)

≃ kBT (3.B.65)

となる。振動の自由度を 1、振動ポテンシャルへの割り当てを 1 として、エネルギー等分
配則に従う結果である。H2 分子の場合、分子振動の角振動数として、分光測定での実測値

192 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 3 章 流体の基礎方程式 3.B 統計力学の基礎知識

ω = 7.84× 1014 s−1(Dickenson et al., 2013)を使うと、Θv = 6.0× 103 Kとなる。よって、太
陽の表面 (≃ 6000 K)などのプラズマを考えるときには式 (3.B.65)の近似は使えない。
流体力学への応用の場合、内部エネルギーの温度依存性を議論したいので、温度に依らない

3.B.62の第 1項は考えない。即ち第 1項が消えるような点を内部エネルギーの原点にとって、

⟨ev⟩ (T ) = ℏω
exp {ℏω/(kBT )} − 1

(3.B.66)

と考える。

3.B.5 サハの式
節 3.4.2で述べたサハの式を導出する。サハの式は気体の電離度を求めるときに使われる式で

ある。原子核に電子が束縛されている状況を考える。原子核から電子を無限遠に引き離したと
きの電子のポテンシャルを原点にとると、束縛されている、すなわち力学的エネルギー E(=運
動エネルギー +ポテンシャル)が負の電子は飛び飛びのエネルギーの値 Ek (k = 1, 2, ...)しか
持ち得ない。Ek の値をとる状態の数を gk と書くことにする。逆 2乗則で与えられるクーロン
力によって水素原子内に束縛された電子を考えた場合、

Ek = − mee
4

32π2ϵ20ℏ2k2
(3.B.67)

gk = 2k2 (3.B.68)

である (付録 5.B.6参照)。ただし、me は電子質量、eは素電荷、ϵ0 は真空の誘電率で、gk には
電子のスピンがとりうる 2状態も考慮されている。H原子に束縛された電子が Ek の最小値 E1

のエネルギーを持っている状態を基底状態と言う。一方、基底状態以外の状態を励起状態と言
う。励起状態を考えずに、基底状態のみを考えると、H原子が基底状態にある確率は

wa = g1 exp (−βE1) (3.B.69)

に比例し、電離して H+ と自由電子 (E > 0)になっている確率は

wi = ge
∑
E>0

exp (−βE) (3.B.70)

= geV

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

(3.B.71)

に比例する。ge = 2は電子のスピンについての自由度である。∑は自由電子のとりうる全ての
運動の状態についての和という意味で、単原子分子理想気体の場合と同じように 6次元相空間
上で数え上げることで、2段目のように書ける。ここで、V は 1つの自由電子が占める平均的
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な体積のことで、電子の数密度の逆数 V = 1/ne である。基底状態の H原子の数密度を nHI,g、
H+ イオンの数密度を nHII とすると、平衡状態では

nHII

nHI,g
=
wi
wa

(3.B.72)

なので、
nHIIne
nHI,g

=
ge
g1

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

exp

(
− χH

kBT

)
(3.B.73)

となる。ただし、χH = |E1| = 13.6 eVは水素の第 1イオン化エネルギーと呼ばれる。ここで、
励起状態の Hも考慮した Hの数密度を nHI とすると、平衡状態では、

nHI,g

nHI
=

g1
UHI

(3.B.74)

となる。UHI は Hの内部自由度についての分配関数、すなわち今の場合電子配置についての分
配関数である。ただし、分配関数を計算するときのボルツマン因子 exp(−βE)の E は、基底状
態のエネルギーを原点にとる。この式を式 (3.B.73)に代入することで、

nHIIne
nHI

=
ge
UHI

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

exp

(
− χH

kBT

)
(3.B.75)

となる。T ≤ 104 K、すなわち kBT ≤ 0.06χH 程度の温度のプラズマを考える場合は、Hの励
起状態 E2 となる確率の基底状態 E1 に対する比は

22 · exp (−βE2)

exp (−βE1)
= 4 exp

(
− 3χH

4kBT

)
≤ 10−5 (3.B.76)

となるので、Hに関しては基底状態の可能性だけを考えて UHI ≃ g1 と近似することがある。
上記の近似を行い、nHII = ne として、電離度

x =
ρHII

ρHI + ρHII
=

nHII

nHI + nHII
(3.B.77)

を図 3.10にプロットした。ただし、n0 = nHI + nHII である。
もっと一般に、原子 Xが電離して X+ になる場合の電離度を考える場合は、サハの式は

nXIIne
nXI

=
UXIIge
UXI

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

exp

(
− χX

kBT

)
(3.B.78)

となる。UXI, UXII はそれぞれ粒子 X、X+ の内部自由度 (電子配置) についての分配関数であ
る。ただし、分配関数を求めるときの因子 exp (−βEk)の Ek は、基底状態のエネルギーを原点
にとる。χX は考えている電離反応に関するイオン化エネルギー、つまり基底状態の電子のうち
の 1個を無限遠まで引き離すのに必要なエネルギーの最小値である。ただし、H原子の場合に
考えたように、kBT ≪ χX の温度のプラズマを考える場合は分配関数を基底状態の数で近似す
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図 3.10 H原子の電離度：左の曲線からそれぞれ n0 = 1, 1010, 1020, 1025 /m3 の場合。

ることが多い。また、分配関数を近似的に計算することもある�39。例えば Irwin (1981)は、原
子や分子の内部自由度による分配関数を

lnU =

5∑
i=0

ai(lnT )
i (3.B.79)

と展開したときの係数 ai を計算している。

3.B.6 大分配関数
系の体積 V と粒子数 N は一定で、エネルギー E を環境と自由にやり取りし、平衡状態で等

温に保たれている場合には、系の微視的状態はカノニカル分布に従うと説明した。本節では、E
に加え、N も環境と自由にやり取りできる場合を考える。節 3.B.2でカノニカル分布を導いた
ときの考え方を発展させて、注目する系を系 I、環境を熱浴かつ粒子浴である系 IIとして、系 I,

IIを合わせると一定のエネルギー E0、一定の粒子数 N0 を持つ孤立系になっているとして統計
力学の原理を適用する。系 Iが E ∼ δE,N ∼ δN のエネルギーと粒子数を持つ 1つの微視的状
態にある確率 f(E,N)δEδN は、その状態が実現されているときに系 IIがとりうる状態数に比
例するので、

f(E,N)δEδN ∝ gII(E0 − E,N0 −N)δEδN (3.B.80)

�39 高温 (T > 104 K)高密度 (n > 1017 cm−3)のプラズマを考える場合は、束縛電子の分配関数を求める際に、主
量子数 nの打ち切り数によって電離度の結果が大きく変わるため、nをどこまで考慮するかの考察が必要となる
(e.g. 西川亘, 2012)。この問題は節 3.4.4で説明している圧力電離とも関係する話題である。
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である。E0 ≫ E,N0 ≫ N なので、E,N について展開すると、

f(E,N)δEδN ∝ gII(E0 − E,N0 −N)

gII(E0, N0)
(3.B.81)

= exp

[
1

kB
{SII(E0 − E,N0 −N)− SII(E0, N0)}

]
(3.B.82)

≃ exp

[
− E

kB

∂SII(E0, N0)

∂E
− N

kB

∂SII(E0, N0)

∂N

]
(3.B.83)

= exp [−β(E − µN)] (3.B.84)

となる。ここで、
µ = −T ∂SII(E0, N0)

∂N
(3.B.85)

はその環境の統計力学的化学ポテンシャルである。これは、熱力学における化学ポテンシャル
と整合する量である。このような、系の微視的状態の E,N による確率分布をグランドカノニカ
ル分布と言う。確率分布の規格化定数 Ξを計算すると、

Ξ(T, V, µ) =

∞∑
N=0

∑
i

exp [−β(Ei − µN)] (3.B.86)

=

∞∑
N=0

Z(T, V,N) exp (βµN) (3.B.87)

となる。Ξを大分配関数と言う。絶対活動度 λ = exp (βµ)を用いて、

Ξ(T, V, λ) =
∞∑
N=0

λNZ(T, V,N) (3.B.88)

と書くこともある。ここで、
J(T, V, µ) = −kBT ln Ξ(T, V, µ) (3.B.89)

という関数はグランドポテンシャルと呼ばれる。グランドポテンシャルを用いると、熱平衡状
態で実現される圧力 pとエントロピー S は、

S(T, V, µ) = −
(
∂J

∂T

)
V,µ

(3.B.90)

p(T, µ) = −
(
∂J

∂V

)
T,µ

(3.B.91)

と計算できる。また、粒子数とエネルギーの期待値は、

⟨N⟩ = 1

β

∂

∂µ
ln Ξ(β, V, µ) (3.B.92)

= λ
∂

∂λ
ln Ξ(β, V, λ) (3.B.93)

⟨E⟩ = − ∂

∂β
ln Ξ(β, V, µ) +

µ

β

∂

∂µ
ln Ξ(β, V, µ) (3.B.94)
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のようにして計算できる。

3.B.7 ボース-アインシュタイン分布
エネルギー εi を持つ 1つの状態に粒子が ni 個属する状況を考える。このとき、大分配関数は

Ξ =

∞∑
N=0

∑
{
∑
ni=N}

∏
i

exp [−β(εi − µ)ni] (3.B.95)

=
∏
i

(∑
ni

exp [−β(εi − µ)ni]

)
(3.B.96)

=
∏
i

Ξi (3.B.97)

と計算できる。ここで、Ξi は各微視的状態ごとの大分配関数である。ボース粒子の場合、各状
態に 0 ∼ ∞個の粒子が属することができるので、

Ξi =
∞∑
ni=0

exp [−β(εi − µ)ni] (3.B.98)

=
1

1− exp [−β(εi − µ)]
(3.B.99)

となる。一方で、フェルミ粒子の場合は、1つの状態に属することができる粒子数は 0か 1なの
で、

Ξi = 1 + exp [−β(εi − µ)] (3.B.100)

となる。例えば ±という複号があった場合は、上の符号 (この場合 +)がボース粒子、下の符号
(この場合 −)がフェルミ粒子の場合を指すことにすると、系全体の大分配関数、グランドポテ
ンシャル、粒子数の期待値はそれぞれ、

Ξ =
∏
i

[1∓ exp [−β(εi − µ)]]∓1
(3.B.101)

J = ±kBT
∑
i

ln {1∓ exp [−β(εi − µ)]} (3.B.102)

⟨N⟩ =
∑
i

1

exp [β(εi − µ)]∓ 1
(3.B.103)

=
∑
i

⟨ni⟩ (3.B.104)

と計算できる。
⟨ni⟩ =

1

exp [β(εi − µ)]∓ 1
(3.B.105)
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はエネルギー εi を持つ 1つの状態に属する粒子数の期待値であり、平均占有率と呼ばれる。こ
の平均占有率のエネルギーに対する分布は、ボース粒子の場合はボース-アインシュタイン分布、
フェルミ粒子の場合はフェルミ-ディラック分布と呼ばれる。

3.B.8 黒体放射と光子
高温のプラズマガスの中を微視的にみると、様々な過程により電磁波が放射されたり吸収さ

れたりしている。例えば、電子がイオンに衝突�40すると、それに伴って電磁波が放射される (制
動放射、自由-自由放射)。また例えば、原子や分子に束縛された電子が励起状態や基底状態に遷
移 (束縛-束縛遷移) するのに伴って電磁波が吸収されたり放射されたりする。このように放射
された電磁波を巨視的に見ると、電磁波の粗視化された強度を各点において適切に定義するこ
とによって巨視的な放射場を定義することができるが、この放射場は光子と呼ばれる、

E = hν = ℏω (3.B.106)

p = E/c (3.B.107)

のエネルギーと運動量を持ったボース粒子が集まった理想気体と考えられる。h, ℏ = h/(2π), c

はぞれぞれプランク定数、ディラック定数、光速で、ν は電磁波の振動数、ω = 2πν は角振動数
である。電磁波の放射は光子の生成、電磁波の吸収は光子の消滅である。
物質が十分に「不透明」であり、物質と光子の間で十分に衝突が起こっている場合、物質と光

子気体は局所的に熱平衡状態にあると考えることができる�41。熱平衡状態にある放射場のこと
を黒体放射と言う。物質と光子が衝突すると運動量を交換するので、物質は放射場から圧力を
受けることになる。これを放射圧と言う。
光子は物質に放射吸収されてその数が自由に変化するので、光子数の保存則を考えることは

できない。熱平衡における光子数は、考える領域の体積 V と、環境の温度 T が与えられれば決
まる�42。このことは、光子気体は粒子数を変えるにもかかわらず、大分配関数 Ξではなく分配
関数 Z で対応できることを言っている。その代わりに化学ポテンシャル µをゼロとしてグラン
ドカノニカル分布を考える。平均占有率はボース-アインシュタイン分布で εi = ℏωi, µ = 0と
して、

⟨ni⟩ =
1

exp (βℏωi)− 1
(3.B.108)

となる。この分布を特にプランク分布と言う。光子 1つの微視的状態は放射場の固有モードと

�40 ここで言う「衝突」とは、複数の粒子が接近することで、クーロン相互作用のような粒子間相互作用によってそ
の軌道を変える、すなわち粒子同士で運動量を交換する現象を指す。「散乱」もほぼ同じ意味で用いる。

�41 不透明度の定義や不透明じゃない状況での放射場の考え方は第 5章で説明する。
�42 光子ではない普通のボース気体ならば、更に環境の化学ポテンシャル µにも依るはずである。
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捉えて状態数を数え上げる。放射場の分散関係は波数ベクトルを k = (kx, ky, kz)として、

ω = c|k| (3.B.109)

である。一辺 Lで体積 V = L3 の箱を考え、周期的境界条件�43を課す。定在波の条件は

kx =
2πl

L
, ky =

2πm

L
, kz =

2πn

L
; l,m, nは整数 (3.B.110)

なので、波数空間 d3k = dkxdkydkz の単位体積あたりの固有振動の数は、

δlδmδn =
L3

(2π)3
dkxdkydkz (3.B.111)

である。よって、波数 k = |k|が k ∼ k + dk である状態数は、これを波数空間中の半径 k の球
殻で合計することで、

V

(2π)3
· 4πk2 · dk · 2 =

V k2

π2
dk (3.B.112)

と計算できる�44。ただし、電磁波の横波の自由度 2を乗じた。電磁波の振動数 ν = ck/(2π)に
換算すると、振動数が ν ∼ ν + dν である状態数 g(ν)dν は、

g(ν)dν =
8πV ν2

c3
dν (3.B.113)

と書ける。振動数が ν ∼ ν + dν である光子数 n(ν)dν は、プランク分布を用いて、

n(ν)dν =
g(ν)dν

exp (βhν)− 1
(3.B.114)

なので、振動数が ν ∼ ν + dν の光子によるエネルギー密度 u(ν)dν は、

u(ν)dν =
hνn(ν)dν

V
(3.B.115)

=
8πhν3

c3
1

exp (βhν)− 1
(3.B.116)

�43 A(x+ L, y, z) = A(x, y + L, z) = A(x, y, z + L) = A(x, y, z)という条件のことを言う。
�44 このように、体積 L3 の大きな箱を考えて周期的境界条件を課し、各固有モードを 1つの微視的状態とする数え
方は量子力学において基本的な考え方である。光子がこの考え方を用いて量子化された自由電磁波であることは
付録 5.B.10 で説明する。また、量子力学では物質粒子も場の量 (波動関数) として表されるが、付録 5.B.12 で
は、自由粒子の微視的状態を数え上げる際に同様の手法を用いる。光子の運動量は p = ℏkなので、式 (3.B.111)

より、
δlδmδn =

L3

(2πℏ)3
dpxdpydpz

となる。上式は光子の運動量空間の体積要素 d3p中の状態数を表す。実空間中の箱 L3 を考えていることを考慮
すると、相空間の体積要素 d3xd3p内に d3xd3p/(2πℏ)3 個の割合で状態があることになる。これは言い換える
と、相空間中の体積 (2πℏ)3 内に 1個の状態があるということである。光子以外の粒子でもこの数え方をする限
り同様のことが言える。節 3.B.3で説明した状態の数え上げ方も同じ考えに基づくものである。
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となる。u(ν) は普通は uν と書かれ、(黒体放射の) 放射エネルギー密度 (radiation energy

density) と呼ばれる。
放射を考えるときには、ある方向に放射によって輸送されるエネルギーを単位時間、単位立体

角、単位面積、単位振動数あたりに換算した放射強度 (specific intensity) を考える。黒体放射
は全方向 (全立体角 4π)に等方的で、光子の速さは cなので、黒体放射の放射強度は

Bν(T ) =
uνc

4π
(3.B.117)

=
2hν3

c2
1

exp (hν/kBT )− 1
(3.B.118)

となる。これはプランクの法則と呼ばれ、Bν(T )の形はプランク関数と呼ばれる。
宇宙空間で観測された太陽からの放射のスペクトルは、約 6000 Kの黒体放射に近似できるこ

とが知られている (図 3.11)。ただし、図 3.11の縦軸は、太陽の方角から来る光を観測したとき
に、単位時間、単位面積、単位波長あたりに受け取るエネルギーを表す。破線は BλΩをプロッ
トしたものである。ここで Bλ とは、単位波長 (λ = c/ν) あたりの放射強度であり、Bν との
間に

Bλdλ = Bνdν (3.B.119)

ただし, dν =
c

λ2
dλ (3.B.120)

という関係を持つ。Ωは地球から太陽を見込む立体角であり、

Ω ≃ π
( 太陽半径
太陽と地球の間の距離

)2

(3.B.121)

と近似的に計算できる。
Bν を全振動数で積分した全放射強度は、

B(T ) =

∫ ∞

0

Bνdν (3.B.122)

=
2π4k4B
15c2h3

T 4 (3.B.123)

=
σ

π
T 4 (3.B.124)

となる�45。これはシュテファン-ボルツマンの法則と呼ばれる。ここで、

σ =
2π5k4B
15c2h3

= 5.67× 10−8 W m−2K−4 (3.B.125)

�45 計算の途中で ∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx =

π4

15

という積分公式を用いる。
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図 3.11 地上または観測衛星によって得られる太陽からの放射スペクトルと 5775 K の黒体放
射：U.S. Department of Energy (DOE)/NREL/ALLIANCE が提供する標準モデル ASTM

G-173 の “extraterrestrial” と “direct normal” を表示している。

はシュテファン-ボルツマン定数と呼ばれる。uν を全振動数で積分した全エネルギー密度 u を
考える場合は、

u(T ) =
4σ

c
T 4 (3.B.126)

となる。
放射が等方的な場合、放射圧は全エネルギー密度を 3 で割ったものになる ( 節 5.1.1 参照)。

つまり、黒体放射による放射圧 pは、

p(T ) =
4σ

3c
T 4 (3.B.127)

である。温度の 4乗に比例するので、温度の高い状況だと放射圧を考慮しなければならない。
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4
MHD流体の性質

MHD 流体の性質の中で、よく目にすると思われるものをピックアップする。本章の骨格は
Priest (2014), Galtier (2016) を参考にした。MHD 流体の教科書については本書のまえがきで
紹介しているが、日本語の教科書としては 柴田一成 et al. (2023) を強く薦める。他に MHD

流体についてのレビューには、例えば Ogilvie (2016) がある。
本章はまだ未完成の節が多い。

4.1 無次元数
流体力学の系は少数のパラメータによって特徴づけられる。保存則の各項の寄与の大きさを

概算する際には、方程式の無次元化を行うのが便利である。この操作によって、方程式系の相似
性が明らかになる。

方程式の無次元化 (磁気レイノルズ数を例に)

第 2章や第 3章で説明した方程式を用いて数値計算を行う場合や、方程式に現れる各項の大
きさを比べる場合には、方程式の無次元化をする。例えば、誘導方程式 (2.5.14)を無次元化す
る際は次のように考える。対象とする系の典型的な長さ L0、流速 V0、磁場強度 B0 を決める。
これらの値を用いて各変数を次のように無次元化する。

x = L0x
′ (4.1.1)

v = V0v
′ (4.1.2)

t =
L0

V0
t′ (4.1.3)

B = B0B
′ (4.1.4)

例えば x′ は L0 を単位にして表した無次元の座標値ということである。上式を式 (2.5.14)に代
入することで、無次元の誘導方程式が得られる。

∂B′

∂t′
= ∇′ × (v′ ×B′) +

1

Rm
∇′2B′ (4.1.5)

ただし, Rm =
L0V0
η

(4.1.6)
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第 4 章 MHD流体の性質 4.1 無次元数

無次元である Rm は磁気レイノルズ数と呼ばれる。上式を見ると、Rm ≫ 1であるような系で
は磁気拡散項が無視できることが分かる。つまり、Rm は対象とする系で磁気拡散の効果がどの
くらい小さいかの指標になる。磁気レイノルズ数のような無次元数を用いることで、方程式の
各項の寄与の大きさを比べることができる。太陽のような L0 の大きい系を考える場合も、実験
室の L0 が小さい系を考える場合も、Rm が同じならば同じ誘導方程式に従うのである。このよ
うに、流体力学では空間やその他の物理量のスケール (L0, V0, B0)や輸送係数 (η)自身の絶対値
ではなく、それらの量の間の比 (Rm)が系を特徴づける。
磁気レイノルズ数については節 4.2 も参照されたい。以下、よく用いられる無次元数を紹介

する。

運動方程式に関係する無次元数
レイノルズ数

Re =
移流項
粘性項 =

L0V0
ν

(4.1.7)

ν は動粘性率である。流れの一種の「激しさ」の指標と解釈できる。流れがゆっくりなと
きは、系は整然とした流れの状態 (層流, laminar flow) になるが、流れが激しい場合は
しばしば様々なスケールの流れが乱雑に起きている状態 (乱流, turbulence) となる。い
つ乱流が起きるのかは問題設定に依るが、典型的には Re ≳ 104 の場合には乱流状態に
ある可能性が高い。地球の外核の対流は 108 程度のオーダーである (e.g. Aurnou et al.,

2015)。太陽対流層の場合は、例えば 1011 のように計算できる�1。いずれの場合も乱流状
態にあると考えられる。

プラズマベータ
β =

ガス圧
磁気圧 =

内部エネルギー
磁気エネルギー =

2c2s
γc2A

=
2µ0p0
B2

0

(4.1.8)

p0 は気体の圧力の典型的な値で、γ は比熱比、cs =
√
γp0/ρ0 は音速、cA = B0/

√
µ0ρ0

はアルベーン波速度である。波については節 4.4を参照して欲しい。プラズマベータは、
気体と磁場のどちらが系のダイナミクスを支配しているかの指標である。詳しくは節 4.2

を参照して欲しい。
マッハ数

M =
V0
cs

=

√
1

γ

移流項
圧力項 =

√
2

γ(γ − 1)

運動エネルギー
内部エネルギー (4.1.9)

流れの速さの指標である。

�1 例えば粘性係数 µ にブラギンスキーの値 (6.4.73) を用い、対流層の値として表 6.2 のものを用いて動粘性係数
ν = µ/ρを計算した。対流のスケールには L0 = 107 m, V0 = 100 m s−1 を用いて計算した。
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第 4 章 MHD流体の性質 4.1 無次元数

アルベーンマッハ数

MA =
V0
cA

=

√
移流項

ローレンツ項 =

√
運動エネルギー
磁気エネルギー (4.1.10)

流れの速さの指標である。
ロスビー数

Ro =
移流項
コリオリ項 =

V0
2L0Ω

(4.1.11)

Ω は座標系の回転の角速度である。コリオリの力が系にどれだけ影響するかの指標であ
る。小さいほど影響が大きい。太陽対流層内部の熱対流では 1 に近いオーダーであると
考えられている (e.g. Hanasoge et al., 2015)。対して、地球の外核の対流では 10−7 か
ら 10−5 程度である (e.g. Aurnou et al., 2015)。この意味で、地球外核は高速回転系とさ
れる。

エクマン数
E =

粘性項
コリオリ項 =

Ro

Re
=

ν

L2
0Ω

(4.1.12)

回転系における粘性の大きさの指標である。
エルサッサー数

Λ =
ローレンツ項
コリオリ項 ·Rm =

B2
0

ρ0µ0ηΩ
(4.1.13)

ρ0 は質量密度のスケールである。回転系における磁場の強さの指標である。
レイリー数

Ra =
αg∆TL3

0

κ̃ν
(4.1.14)

αは熱膨張率、gは重力加速度、∆T は温度差のスケールである。κ̃は熱拡散率 (thermal

diffusivity) であり、節 3.3.3 で導入した熱伝導率 κ との間には κ̃ = κ/ρcp (ρ は質量密
度、cp は定圧比熱) という関係がある。レイリー数は熱対流の考察で用いられる。問題設
定にもよるが、レイリー数がおよそ 103 よりも大きな値になると熱対流が起きる。詳し
くは節 4.6を参照して欲しい。

修正レイリー数
Ra∗ = RaE =

αg∆TL0

κ̃Ω
(4.1.15)

回転系における熱対流を調べる際に用いられることがある。

エネルギー保存則に関係する無次元数
ペクレ数

Pe =
内部エネルギーの移流

熱伝導 =
L0V0
κ̃

(4.1.16)
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プラントル数
Pr =

粘性散逸
熱伝導 =

Pe

Re
=
ν

κ̃
(4.1.17)

磁気プラントル数
Pm =

粘性散逸
オーム散逸 =

Rm
Re

=
ν

η
(4.1.18)

ヌッセルト数

Nu =
熱対流によるエネルギーフラックス+熱伝導によるエネルギーフラックス

熱伝導によるエネルギーフラックス
(4.1.19)

= 1 +
FcL0

κ∆T
(4.1.20)

Fc は熱対流によるエネルギーフラックス (エンタルピーフラックス) の見積もりである。
熱対流の大きさの尺度として用いられる。

4.2 磁場
MHD 流体において、磁場が従う基本的な法則や、磁場が流体に与える作用の考え方について

説明する。

4.2.1 磁気拡散
まず、磁気レイノルズ数が小さい場合 (Rm ≪ 1)の極限を考える。つまり、流体が殆ど動か

ない場合を考えるということである。このとき、誘導方程式は次のように書ける。
∂B

∂t
= η∇2B (4.2.1)

これは磁場の空間変化が無くなるような方向に磁場が拡散する効果を表す (節 1.5.1参照)。磁気
拡散と呼ばれる。拡散時間は τd = L2

0/η と見積もられる。
例えば地球の外核は液体金属から成る。L0 を地球の外核半径 3500 km とし、η ∼ 1 m2s−1

(Stacey, 2007a) とすると、τd ∼ 1013 s ∼ 10 万年 と見積もられる。或いはマントルはもっと
磁気拡散率が大きいため、拡散時間はもっと短い値になる。35 億年前の岩石からも地磁気の名
残が見つかっており、いちばん古いものでは 42 億年前の岩石からも検出されている (Tarduno

et al., 2015)。上述したように、地磁気は「放っておくと」10 万年のスケールで地球から抜け
ていってしまうため、10 億年のスケールで維持されるためのメカニズムが存在するはずであ
る。現在では外核の対流を起源とする説が有力である (e.g. Roberts & King, 2013; Wicht &

Sanchez, 2019)。これは地球ダイナモ理論 (geodynamo theory)と呼ばれる。
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第 4 章 MHD流体の性質 4.2 磁場

図 4.1 流体に固定された閉曲線の時間発展

4.2.2 磁力線凍結定理
前節とは逆に、Rm ≫ 1 の極限を考える。つまり、誘導方程式の磁気拡散項を無視する。

この場合の MHD 方程式系は理想 MHD (ideal MHD) と呼ばれる。例えば太陽黒点の上空を
L0 ∼ 107 mの空間スケールで考える場合は、典型的には Rm ∼ 107 のオーダーになるため、こ
の近似が良く成り立つ。誘導方程式は次のように書ける�2。

∂B

∂t
= ∇× (v ×B) (4.2.2)

流体に固定されて流体と共に動く閉曲線 Ĉ と Ĉ によって張られる曲面 Ŝ を考える。このと
き、次の定理が成り立つ (e.g. Davidson, 2001, §2.7.2)。

d

dt

∫
Ŝ

B · dS =

∫
Ŝ

[
∂B

∂t
−∇× (v ×B)

]
· dS (4.2.3)

この式が成り立つことを説明する。上式の左辺は曲面 Ŝ を貫く磁束、つまり Ŝ を貫く磁力線の
本数と解釈できる。曲線 Ĉ が時間 δtの間に図 4.1のように動いたとする。このときの Ŝ を貫
く磁束の変化量 δΦは、磁場自身が時間変化することによる変化と Ŝ が動くことによる効果に
分けることができる。

δΦ = δt

∫
Ŝ

∂B

∂t
· dS + δΦ側面 (4.2.4)

磁力線が分岐・合流しないこと (∇ ·B = 0)を考慮すると、δΦ側面 は図の時刻 tでの Ŝ と時刻
t+ δtでの Ŝ に挟まれた筒状の領域の側面 (Ŝ 以外の面)を外向きに貫く磁束に相当する。図の
斜線で表した面の面積を持ち、面に垂直外向きであるような面要素は δS = (vδt)× dlと書ける

�2 節 3.2.6 で説明した渦度方程式は、ローレンツ力と粘性が無視できるほど小さい場合、この誘導方程式と同じ形
になる。また、渦度 ω = ∇× v は磁場と同じ非発散の場である。つまり、本節で説明する磁力線についての定
理は、そのような場合の渦線 (渦度ベクトルを流線のように繋げた曲線)に対しても成り立つ。
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第 4 章 MHD流体の性質 4.2 磁場

ことを考慮すると、

δΦ側面 =

∫
側面

B · δS (4.2.5)

= δt

∫
Ĉ

B · (v × dl) (4.2.6)

= −δt
∫
Ĉ

(v ×B) · dl (4.2.7)

= −δt
∫
Ŝ

∇× (v ×B) · dS (4.2.8)

と計算できる。故に、式 (4.2.3)が成り立つことが分かる。
式 (4.2.3)と (4.2.2)より、流体に固定された曲面を貫く磁束は時間的に一定に保たれること

が分かる。このことが任意の曲面について言えることから、磁力線が流体に固定されていて流
体と共に動くと考えることができる。これを磁力線凍結定理またはアルベーンの定理と言う。
磁力線が流体に固定されていることは次の式変形からも確認できる (e.g. Priest, 2014,

§2.6.2.2)。ベクトル解析の公式と質量保存則 (3.1.1) を用いると、式 (4.2.2) は次のように変形
できる。

D

Dt

(
B

ρ

)
=

(
B

ρ
· ∇
)
v (4.2.9)

ここで、流体に固定された線要素 δl を考える。この線要素の一端はその座標 x0 での流体の速
度 v(x0)で動き、もう一端は速度 v(x0 + δl)で動く。後者をテイラー展開すると、

v(x0 + δl) = v(x0) + (δl · ∇)v(x0) +O(|δl|2) (4.2.10)

と書ける。よって、この線要素 δlの流体に沿った時間発展は
Dδl

Dt
= (δl · ∇)v (4.2.11)

と書ける。この式は式 (4.2.9)と同形である。故に、初めにB/ρと δlが平行ならば、その後も
平行であり続ける。
このように、理想MHD流体は磁力線凍結という性質を持つため、磁力線という机上の概念

が流体粒子の位置や速度という物理的な概念と結びつき、実体を帯びる。つまり、「磁力線の速
度」を考えることに意味がある。
Rm がそれ程大きくない場合には、磁場は流体に対して拡散的に動く。例えば地球の外核では

Rm ≤ 100と考えられ、磁気拡散の効果は無視できない。また、太陽のようなプラズマでも、例
えば磁気リコネクション (節 4.11参照)のような現象では、小さなスケールでの磁気拡散が本質
的な役割を担う。
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4.2.3 磁気圧と磁気張力
節 3.2.2でマクスウェルの応力を考えたときと同じ式変形をすると、ローレンツ力は次のよう

に変形できる。

j ×B =
1

µ0
(∇×B)×B =

1

µ0
(B · ∇)B −∇

(
B2

2µ0

)
(4.2.12)

更に、磁力線に沿った位置変数 sを導入し、ŝを磁場方向の単位ベクトルとすると、上式の第 1

項は次のように書ける (e.g. Priest, 2014, §2.7)。

B

µ0

d

ds
(Bŝ) =

B

µ0

dB

ds
ŝ+

B2

µ0

dŝ

ds
=

d

ds

(
B2

2µ0

)
ŝ+

B2

µ0

n̂

Rc
(4.2.13)

n̂は磁場に垂直な方向 (磁力線が曲がっている方向)の単位ベクトルで、Rc は磁力線の曲率半径
である。上式の第 1項と式 (4.2.12)の第 2項の磁場に平行な成分は打ち消し合うので、ローレ
ンツ力は結局次のように書ける。

j ×B =
B2

µ0

n̂

Rc
−∇⊥

(
B2

2µ0

)
(4.2.14)

∇⊥ は勾配の磁場に垂直な成分という意味である。磁力線凍結定理と併せて考えると、上式の各
項について次のような解釈ができる。第 1項は磁気張力と呼ばれる。磁力線が曲がっていた場
合、流体にはその湾曲を戻そうとする向きに力が働く。第 2 項の括弧の中身 B2/(2µ0) は磁気
圧と呼ばれる。磁力線は互いになるべく離れようとする性質を持つ。磁場が存在すると、流体
は通常の圧力 (ガス圧)に加えて磁気圧を持つ。磁気圧に磁場と垂直な方向の勾配があると、流
体は正味の力を受ける。

4.2.4 磁束管
太陽の対流層�3は熱対流で流体がかき混ぜられているため、凍結定理によって流れの強い領域

から磁場が掃き出されることで、磁場の強い領域と弱い領域があることが期待される。つまり、
磁力線は束になって存在しているということである。実際に太陽表面で見られる磁場は、黒点
に代表されるように、まとまって存在していることが確認される。或いはもっと細かいスケー
ルで表面を見ると、粒状斑�4の縁にまとまった磁場が観測される。そのような状態の磁場を考
えるには磁束管 (flux tube)という概念が有用である。この節は (Priest, 2014, §2.9, §3.2)を参
考にした。主に太陽物理学における文脈で磁束管の物理についてまとめられた本には Ryutova

(2015) がある。

�3 太陽対流層とは太陽半径を R⊙ = 70万 kmとして大体 0.7R⊙ < r < R⊙ の領域のことである。
�4 太陽表面で観測される対流のセル (細胞状の構造)のこと。
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図 4.2 磁束管

磁束管の基本的性質
図 4.2のように、空間にある閉曲線を考えて、その曲線を通る磁力線によってできる曲面を考

える。この局面が包む領域のことを磁束管と言う。理想MHDの場合は磁束管も流体に凍結し
ている。特に、対象とする系の磁場の殆どが磁束管の内部に存在し、外部には磁場が無いと考え
られる場合は孤立した磁束管と呼ばれる。太陽のような磁気レイノルズ数の大きいプラズマを
考える場合、系の磁場が孤立した磁束管であるとみなして議論を進めることはしばしば有用で
ある。
磁束管の断面 S を貫く磁束

FM =

∫
S

B · dS (4.2.15)

はどのような断面を考えても一定である。よって FM は磁束管を特徴づける量であり、強度と
呼ばれる。磁束管の基本的な性質をまとめる�5。

1. 磁束管が細くなると (断面積 S が小さくなると)磁束管内の平均磁場強度 B = FM/S は
大きくなり、太くなると小さくなる。

2. 簡単のために質量密度と磁場強度が一様の円筒状の磁束管を考える。理想MHDを考え、
磁束管内の流体の質量が一定に保たれるような領域の長さを磁束管の長さと呼ぶことに
する。磁束管の半径が aから λaに、長さが lから λ∗lに変化する状況を考える。それに
伴って磁場強度が B0 から B に、磁束管内の質量密度が ρ0 から ρに変化したとする。こ
のとき、質量保存則 ρ0πa

2l = ρπ(λa)2(λ∗l)より

ρ =
ρ0
λ2λ∗

(4.2.16)

が言え、磁束の保存則 B0πa
2 = Bπ(λa)2 より

B =
B0

λ2
(4.2.17)

が言える。つまり、磁束管の長さが変化しない (λ∗ = 1)とすると、B/ρは一定値に保た
れることが分かる。このことは式 (4.2.9)の議論からも分かる。

�5 渦度 ω = ∇× v も ∇ ·ω = 0を恒常的に満たすため、渦線によって形成される渦管を考えることがある。
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図 4.3 捻じれた磁束管の模式図

3. 質量密度が変化しない (λ2λ∗ = 1)場合は、B = λ∗B であることが分かる。つまり、流
体が圧縮・膨脹せずに時間発展する場合は、磁束管が伸びると (細くなることで)磁場強
度が大きくなり、縮むと小さくなる。

磁束管の捻じれ
円筒状の磁束管を考え、この円筒に沿って円筒座標 (R,ϕ, z) を考える (図 4.3)。磁場の成分

は円筒の軸方向の成分 Bz と方位角の向きの成分 Bϕ のみ持ち、両者は円筒の半径 R のみに依
存するとする。このとき、磁力線の方程式は Rdϕ/dz = Bϕ/Bz と書けるので、磁束管の長さ
2Lあたりに磁力線が捻じれる角度 Φは次のように書ける。

Φ(R) =

∫
長さ 2L の磁束管

dϕ =

∫ 2L

0

Bϕ(R)

RBz(R)
dz =

2LBϕ(R)

RBz(R)
(4.2.18)

磁束管の磁場が、ローレンツ力をゼロにするような形状をしている場合を考える。

j ×B =
1

µ0
(∇×B)×B = 0 (4.2.19)

この場合の磁場形状はフォースフリー磁場と呼ばれ、節 4.3.2で説明するように、流体の速度が
十分に小さく、プラズマベータが小さいような系では運動方程式で支配的な項はローレンツ項
になるため、ゼロ次近似的に成り立つことが期待される。上式を円筒座標で書き下すと、次のよ
うになる (付録 1.B参照)。

d

dR

(
B2
ϕ +B2

z

2µ0

)
+

B2
ϕ

µ0R
= 0 (4.2.20)

上式の第 1項は磁気圧で第 2項は磁気張力を表す。磁場強度が Rの関数として
B2 = f(R) (4.2.21)

と与えられたとすると、上式の解は次のように書ける。

B2
ϕ = −R

2

df

dR
, B2

z = B2 −B2
ϕ (4.2.22)
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ただし、B2
ϕ, B

2
z がゼロ以上の値を取るという条件から、df/dR がゼロ以下でかつ f(R) は

R→∞で R−2 かそれより遅くゼロに近づく必要がある。特に f ∝ R−2 の場合は Bz = 0であ
り、方位角方向の磁力線から成る磁束管を表す。或いは磁束管の捻じれ Φが Rに依らず一様で
あった場合は、与えられた Φと R = 0での磁場強度 B0 に対して式 (4.2.20)の解は次のように
書ける。

Bϕ =
B0ΦR/(2L)

1 + Φ2R2/(2L)2
, Bz =

B0

1 + Φ2R2/(2L)2
(4.2.23)

半径 a のフォースフリーで捻じれ Φ が一様な磁束管が、表面 R = a での磁場強度を一定
B(a) = B(0) に保ちながら更に捻じれていく (Φが大きくなっていく)状況を考える。R = 0で
の磁場 B0 と B(0) の関係は式 (4.2.23)より

B0 = B(0)

√
1 +

Φ2a2

(2L)2
(4.2.24)

と書ける。B(0) は、仮に Φ = 0のときの一様な磁場強度とも解釈できる。上式を見ると、Φが
大きくなるにつれて B0 も大きくなることが分かる。これは磁束管が捻じれると中心軸の方を向
いた磁気張力が大きくなるため、磁束管の中心でそれと釣り合う磁気圧も大きくならなければ
ならないためと解釈できる。このとき、磁束管の半径 aは、次の磁束保存則を満たすように変
化する。

2π

∫ a

0

RBzdR = π(a(0))2B(0) (4.2.25)

a(0) は、仮に Φ = 0のときの磁束管の半径である。式 (4.2.23)を代入して計算すると、次のよ
うに書ける。 √

1 +
Φ2a2

(2L)2
ln

(
1 +

Φ2a2

(2L)2

)
=

Φ2(a(0))2

(2L)2
(4.2.26)

上式を解いて aを Φの関数として表すと図 4.4のようになる。つまり、磁束管が捻じれる程そ
の半径は大きくなる。

4.2.5 ポテンシャル磁場
例えば地上 (対流圏) では電流は無いとみなせる�6ので、アンペールの法則 (2.5.9) より、
∇×B = 0が言える。よって、ヘルムホルツの定理 (節 1.4.7参照)より、地上で観測される地
磁気は

B(x) = −∇Ψ(x) (4.2.27)

と導入されるスカラーポテンシャル Ψを用いて記述される。このような場合の磁場構造はポテ
ンシャル磁場と呼ばれる。太陽コロナの静的で大域的な磁場構造も大雑把にはポテンシャル磁

�6 例えば送電線のような人工物による影響や雷のような瞬間的な現象は無視する。
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図 4.4 磁束管の半径 aと一様な捻じれ Φの関係

場で表せると考えられているが、活動領域と呼ばれる磁力線が複雑に絡まった領域まで再現し
ようとすると、節 4.3.2で説明するフォースフリー磁場として考える必要がある。
ポテンシャル磁場は次の性質を持つ (e.g. Priest, 2014, §3.3)。

� ∇ ·B = 0より、スカラーポテンシャル Ψはラプラス方程式に従う�7。

∇2Ψ = 0 (4.2.28)

� 磁場 B の境界に垂直な成分 (法線成分) Bnorm が全ての境界で与えられれば、ラプラス
方程式を解くことで領域内でのポテンシャル磁場は一意に決まる。

� ポテンシャル磁場は同じ境界条件を満たす磁場構造の中で最小のエネルギーを持つ。つ
まり、境界での Bnorm が同じであり、かつ領域 (V )内に電流が存在するような場合の磁
気エネルギー ∫

V
B2/(2µ0)dV は、電流が存在しない場合より必ず大きくなる。

最後の性質については次のようにして分かる。B0 をある特定の境界条件 Bnorm を満たすポテ
ンシャル磁場とする。また、B = B0+B1 はB0 と同じ境界条件Bnormを満たす非ポテンシャ
ル磁場とする。つまり、境界でのB1 の法線成分はゼロである。B による磁気エネルギーは

W =

∫
V

B2

2µ0
dV =

∫
V

B2
0 + 2B0 ·B1 +B2

1

2µ0
dV (4.2.29)

である。B0 はポテンシャル磁場なのでスカラーポテンシャルを用いて書くと、上式の真ん中の
項は次のように計算できる。∫

V

B0 ·B1dV = −
∫
V

(∇Ψ0) ·B1dV = −
∫
V

∇ · (Ψ0B1)dV = −
∫
∂V

Ψ0B1 · dS (4.2.30)

�7 極座標でのラプラス方程式の球面調和関数展開による解き方は、付録 1.C.4の球面調和関数の項で説明している。
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B1 の法線成分がゼロであることから、上式はゼロであることが分かる。よって、

W =

∫
V

B2
0 +B2

1

2µ0
dV ≥

∫
V

B2
0

2µ0
dV (4.2.31)

であることが言える。

4.2.6 [トピック] 地球の双極子磁場
地球内部由来の地磁気の表現方法と観測結果を紹介する。この節は Lowrie (2011, Chapter

7)を参考にした。
既に述べたように、地磁気に影響を及ぼすような電流が地上には無いとみなすと、地上で観測

される磁場はポテンシャル磁場であると考えられる。実際には人工物起因の磁場が地磁気の観
測に影響を及ぼすこともあるが、そのような局所的な磁場構造は切り捨てて、地球全体の大域的
な磁場構造に注目する。スカラーポテンシャルは地球内部に起因する成分 Ψi と地球外部に起因
する成分 Ψe に分かれる。

Ψ = Ψi +Ψe (4.2.32)

Ψi は主に外核の対流に起因すると考えられていて、典型的には 30000 nT から 60000 nT 程度
の大きさの磁場を与える。Ψe は例えば電離圏に流れる電流が原因のひとつに挙げられる。その
ような磁場は磁気嵐の時には 1000 nT 程度のオーダーになり得るが、静穏時には数十 nT 程度
と考えられる。静穏時の時間平均的な磁場構造に注目し、外部起因の磁場は無視する。
地球内部起因の磁場は地球中心から無限遠に離れるとゼロになる必要がある。Ψi についての

ラプラス方程式を、無限遠でゼロになるという境界条件の下で解くと、次式を得る。解き方は付
録 1.C.4の球面調和関数の項を参照のこと。

Ψi(r, θ, ϕ) = R

∞∑
n=0

n∑
m=0

(
R

r

)n+1

[gmn cos(mϕ) + hmn sin(mϕ)]Pmn (cos θ) (4.2.33)

Rは地球半径である。ルジャンドル陪関数には慣習として、部分的に規格化された (シュミット
流に規格化された)もの Pmn (x)が用いられる。付録 1.C.4で定義されている一般的なルジャン
ドル陪関数 Pmn (x)との間には次の関係がある。

Pmn (x) =

√
εm(n−m)!

(n+m)!
Pmn (x) (4.2.34)

ただし, εm =

{
1 (m = 0)

2 (m ̸= 0)
(4.2.35)

いくつかの n,mに対する具体的な関数形は表 4.1に示した。
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表 4.1 一般的な定義のルジャンドル陪関数 Pmn (cos θ)と部分的に規格化されたルジャンドル陪
関数 Pmn (cos θ)の具体例

n m Pm
n (cos θ) Pm

n (cos θ)

1 0 cos θ cos θ

1 1 sin θ sin θ

2 0 1/2 · (3 cos2 θ − 1) 1/2 · (3 cos2 θ − 1)

2 1 3 sin θ cos θ
√
3 sin θ cos θ

2 2 3 sin2 θ
√
3/2 · sin2 θ

3 0 1/2 · cos θ(5 cos2 θ − 3) 1/2 · cos θ(5 cos2 θ − 3)

3 1 3/2 · sin θ(5 cos2 θ − 1)
√
6/4 · sin θ(5 cos2 θ − 1)

3 2 15 sin2 θ cos θ
√
15/2 · sin2 θ cos θ

3 3 15 sin3 θ
√
10/4 · sin3 θ

∇ ·B = 0より、地球表面で磁場を積分すると、∫
地球表面

B · dS = −
∫
地球表面

∂Ψi

∂r
dS = 0 (4.2.36)

となる必要がある。m ≥ 1の項については dϕで cos, sinを一周に渡って積分することでゼロに
なり、m = 0かつ n ≥ 1の項については、ルジャンドル多項式の∫ 1

−1

P0
n(x)dx = 0 (n ≥ 1のとき) (4.2.37)

という性質よりゼロになる。一方で n = 0の項は θ, ϕに依らないので、全立体角で積分すると
有限の値になる。従って、n = 0の係数はゼロである必要がある。以上のことを踏まえると、内
部起因のポテンシャルは次のように表せる。

Ψi(r, θ, ϕ) = R
∞∑
n=1

n∑
m=0

(
R

r

)n+1

[gmn cos(mϕ) + hmn sin(mϕ)]Pmn (cos θ) (4.2.38)

展開係数 gmn , h
m
n はガウス係数と呼ばれ、磁場と同じ次元を持つ。

地表 (r = R) の様々な緯度 (π − θ)、経度 (ϕ) の地点で実際に観測された地磁気のデータか
ら、磁気嵐などの影響があると思われるものを取り除き、残ったデータを用いて逆問題を解くこ
とで、ガウス係数が推定される。実際に定期的にガウス係数を推定して公開しているプロジェ
クトとしては、例えば “World Magnetic Model” (WMM)�8や “International Geomagnetic

Reference Field” (IGRF)�9がある。IGRF では、n = 13 までの項を考慮してガウス係数を推
定している。2015年の地磁気モデルである IGRF2015の係数値を表 4.2に示す。

�8 https://www.ngdc.noaa.gov/geomag/WMM/DoDWMM.shtml
�9 https://www.ngdc.noaa.gov/IAGA/vmod/igrf.html
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表 4.2 IGRF2015の n = 1, 2, 3についてのガウス係数 (Thébault et al., 2015)

n m gmn (nT) hm
n (nT)

1 0 -29442.0 —

1 1 -1501.0 4797.1

2 0 -2445.1 —

2 1 3012.9 -2845.6

2 2 1676.7 -641.9

3 0 1350.7 —

3 1 -2352.3 -115.3

3 2 1225.6 244.9

3 3 582.0 -538.4

表を見ると、g01 の成分が卓越していることが分かる。(n,m) = (1, 0)の項は Ψi に

Ψi ∝
1

r2
cos θ =

ẑ · r
r3

(4.2.39)

と寄与する項であり、図 4.5に示したような磁場構造を与える。このような磁場構造は双極子と
呼ばれる。Thébault et al. (2015) の Figure 1 (特に inclination/伏角の図)を見ると確かに極
方向の双極子構造が卓越していることが想像できる。図 4.5 のような磁場構造が地球付近の宇
宙空間に存在しているわけではなく、実際に存在する磁場の内の地球内部に起因する成分を取
り出すと図のような構造が卓越することに注意して欲しい。実際の地球磁気圏は太陽風の影響
を受け、太陽と反対方向に長い尾を持つような構造をしている。
図 4.5の双極子は z 方向を向いているが、一般に m̂ = (mx,my,mz)の方向を向いている双

極子を表すポテンシャルは次のように書ける。

Ψi ∝
m̂ · r
r3

(4.2.40)

=
1

r2
(mz cos θ +mx sin θ cosϕ+my sin θ sinϕ) (4.2.41)

=
1

r2
[mzP0

1 (cos θ) +mxP1
1 (cos θ) cosϕ+myP1

1 (cos θ) sinϕ] (4.2.42)

つまり、g01 , g11 , h11 の項まで考慮すると、地磁気を z 軸からずれた向きの双極子と捉えること
ができる。IGRF によって決定された双極子軸の向きについては Thébault et al. (2015) の
Figure 3 を見て欲しい。磁極が 100年のスケールで変化していることが示されている。
IGRF のガウス係数を用いて計算した外核-マントル境界 (CMB, r = 3480 km) における磁

場の r 成分の分布を図 4.6に示す。上段の 1960 年の分布は展開次数として n = 10までが考慮
されている。対して、下段の 2020 年の分布は n = 13まで考慮されているため、上段よりも細
かい構造まで示されている。もっと高次の成分については、地殻の磁化の影響を強く受けてい
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図 4.5 双極子磁場：赤い曲線は磁力線を表す。球面の色は等 r面上で比較した磁場強度を表し、
強度が大きいほど色が薄い。z 軸周りの回転について対称の構造をしていて、赤道に行くほど強
度は弱く、球面に対して水平になる。極と赤道の強度の比は 2 : 1であり、r−3 に比例して小さ
くなる。

るため、地上での観測結果をそのまま CMB に外挿することはできないが、n ≤ 13の成分につ
いてはこの影響は弱いと考えられている (e.g. Roberts & King, 2013)。CMB では、磁場の強
い領域 (パッチ) がいくつも存在しており、南北どちらの半球にも両極性のパッチが混在してい
る。図では高次数の成分を考慮していないため、大きなスケールの構造が強調されているが、実
際にはもっと細かいスケールのパッチが存在しているかもしれないという指摘もある (Roberts

& King, 2013, Figure 4)。図に矢印で示したパッチが分かりやすいが、各パッチは 100 年の時
間スケールで移動している。このような変化は永年変化 (secular variation)と呼ばれる。

4.2.7 磁気ヘリシティ
例えば太陽大気における磁力線の「絡まり具合」の指標として、磁気ヘリシティという量が

用いられる。磁気ヘリシティの意味や性質について説明する。この節は Berger & Field (1984)

を参考にした。

216 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 4 章 MHD流体の性質 4.2 磁場

図 4.6 外核-マントル境界 (CMB) における磁場の r 成分：DGRF1960 と IGRF2020 の値。
1960 年の分布は n = 10 まで、2020 年の分布は n = 13 まで考慮されている。

定義と保存性
空間に固定されたある領域 V を考える。V の表面を横切る磁力線は無いとする。例えば孤立

系を考えて V をその孤立系を覆う領域とする場合には、このことが成り立つ。V に渡って積分
した次の量を磁気ヘリシティと言う。

H =

∫
V

A ·BdV (4.2.43)

Aはベクトルポテンシャルである (B = ∇×A)。H はゲージ変換 (付録 2.A.1参照)に対して
不変である。例えばA′ = A+∇χとゲージ変換をした場合、H の変化量 δH は

δH =

∫
V

∇χ ·BdV =

∫
∂V

χB · dS (4.2.44)

と書けるが、境界 ∂V でB · dS = 0の場合は上式はゼロになる。
ファラデーの法則 (2.1.3)、スカラーポテンシャルと電場の関係式 (2.A.3)およびオームの法
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則 (2.4.2)を用いると、H の時間変化は次のように表せる。

dH

dt
=

∫
V

(
A · ∂B

∂t
+B · ∂A

∂t

)
dV (4.2.45)

= −
∫
∂V

[ηj ×A− (v ×B)×A+ ϕB] · dS − 2

∫
V

ηj ·BdV (4.2.46)

理想MHD (η → 0)で境界 ∂V を貫く流速がゼロ (v · dS = 0)の場合は、H は保存されること
が分かる。太陽大気で有限の η を考える場合も、上式の最後の項による磁気ヘリシティの散逸
は磁場の散逸に比べてずっと遅いので、実質的に保存されると考えられることが Berger (1984)

によって示されている。

磁力線のトポロジーとの関係
幾つかの孤立した磁束管から構成される系を考える。この系を覆う領域 V で積分した磁気ヘ

リシティは、複数の磁束管の関係性から決まる相互ヘリシティと、磁束管内の磁力線の捻じれに
よって決まる自己ヘリシティに分けることができる (Berger & Field, 1984)。
例えば図 4.7の (A)のように絡まった 2つの磁束管を考える。各磁束管は捻じれがゼロであ

り、磁力線は全て軸に沿った向きであるとする。また、簡単のために各磁束管の断面積は十分に
小さいとする。このとき、片方の磁束管 T1で積分した磁気ヘリシティは次のように計算できる。∫

T1

A ·BdldS =

∫
C1

A · dl
∫
T1の断面

BdS (4.2.47)

= F1

∫
S1

∇×A · dS (4.2.48)

= F1

∫
S1

B · dS (4.2.49)

= F1F2 (4.2.50)

C1 は磁束管 T1 が描くループ、S1 は C1 が張る面を意味する。F1 は磁束管 T1 の強度である。
もう一方の磁束管 T2 は S1 を正の向き (右ねじの関係の向き)に 1回貫いているため、3段目に
現れる磁束は 4段目では T2 の強度を用いて表されている。磁束管 T2 に渡って積分した磁気ヘ
リシティも同様にして表されるため、系全体の磁気ヘリシティは次のように書ける。

H = 2F1F2 (4.2.51)

このように、2 つの磁束管が絡まっている場合に生じる磁気ヘリシティを相互ヘリシティと言
う。図 4.7の (A)のような磁束管の絡み方は、絡み数 (linking number)が +1であると表現さ
れる。図の (B)の磁束管の絡み数は −1である。一般に絡み数が L12 である 2つの磁束管の間
の相互ヘリシティは

H = 2L12F1F2 (4.2.52)
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図 4.7 絡み数が +1の磁束管 (A)と絡み数が −1の磁束管 (B)

図 4.8 ひねり数が +1の磁束管：赤い曲線は磁束管表面の磁力線の内の 1つを表す。

と表される。
磁束管は他の磁束管と絡まっていなくても自身の磁気ヘリシティを持つ。これは自己ヘリシ

ティと呼ばれる。図 4.8に示した磁束管 (C)と (D)はどちらもひねり数 (writhing number)が
+1であるというトポロジーを持つ。すなわち、(C)を一回ひねって 8の字の形にすれば、(D)

と同様の投影になる。(C) の円環型磁束管の状態は “twisted” と表現されることがある。対し
て、(D)の状態は “writhed” と表現される。一般に、ある磁束管があったとき、その磁束管を
上手く曲げることで、(D)のように磁力線の内の 1つが捻じれる (twisted)ことなく全ての部分
で手前に位置するように投影することができたとき、図 4.9の左のような交差の数 N+ から右
のような交差の数 N− を引いたものがひねり数W になる。

W = N+ −N− (4.2.53)

このとき、磁束管の自己ヘリシティは、強度を F として次のように表される (e.g. Berger &

Field, 1984)。
H =WF 2 (4.2.54)

以上のように、磁気ヘリシティは磁束管のトポロジーを表す。理想気体の場合に磁気ヘリシ
ティが全空間 V 内で保存されることは、磁力線のトポロジーが変化しないことと関係がある。
更には太陽大気で有限の η を考える際にも磁気ヘリシティの散逸は無視できるため、例えば磁
気拡散によって磁力線がつなぎ変わる現象である磁気リコネクション (節 4.11参照)を考える場
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図 4.9 ひねり数に +1として寄与する交差と −1として寄与する交差

合にも、その前後で磁気ヘリシティは保存されるとみなせる。つまり、例えば磁力線がつなぎ変
わったことで相互ヘリシティが解消されたなら、それを補うように磁束管はよじれて自己ヘリ
シティを増やすわけである。このことは太陽フレアやプロミネンスの噴出によって磁場構造が
どのように変化するかを考える際に有用である。

相対磁気ヘリシティ
前の小節で磁気ヘリシティを太陽大気で考えることの有用性を述べた。前の小節までで述べ

てきた磁気ヘリシティは境界を磁力線が貫かないような領域で定義されたものだったが、太陽
大気に現れる磁力線は表面を貫いて内部と繋がっているため、太陽大気のみで磁気ヘリシティ
を考えることができない。そのため、太陽大気を考える場合は代わりに相対磁気ヘリシティ
(relative magnetic helicity) HR が用いられる。太陽内部から大気に現れる磁束管は閉じてい
るはずだが、注目する磁束管群が全て含まれる領域を V∞ とし、V∞ を太陽内部 Vint と太陽大気
Vatm に二分する。両者の境界 (太陽表面)は S と書くことにする。HR は次のように表される。

HR =

∫
V∞

(A ·B −Ap ·Bp) dV (4.2.55)

=

∫
V∞

(A+Ap) · (B −Bp)dV (4.2.56)

Bp は太陽内部ではB と同じであり、太陽大気では S でのB の法線成分を境界条件とするポテ
ンシャル磁場であるような仮想的な磁場を指す。また、Ap はそのような磁場を与えるベクトル
ポテンシャルである。HR について次のことが示されている (詳しくは Berger & Field, 1984)。

� HR はゲージ変換に対して不変である。
� HR は太陽内部での磁場構造 B(x ∈ Vint) に依らない。このことについての簡単な説明
は図 4.10を参照。

� 磁気ヘリシティの散逸を無視する場合、HR は次の保存則を満たす。
dHR

dt
= 2

∫
S

[(B ·Ap)v − (v ·Ap)B] · dS (4.2.57)

つまり、上式の右辺は太陽表面を通って大気に流入する相対ヘリシティのフラックスを表
す。特に第 1項は v の法線成分に依存する項であり、凍結した磁場構造が流速に従って
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図 4.10 相対磁気ヘリシティの説明：(A)と (C)、(B)と (D)はそれぞれ Vint での磁場が同じで
あり、(A)と (B)、(C)と (D)はそれぞれ Vatm での磁場が同じであるとする。(C)、(D)の Vatm

での磁場がポテンシャル磁場であるとし、これを基準に (A)、(B)の相対磁気ヘリシティを考え
る。(A)の (相互)磁気ヘリシティから (C)を引いたものと、(B)から (D)を引いたものはどち
らも HR = −2F1F2 であり、相対磁気ヘリシティは Vint での磁場に依らないことが分かる。

大気に出現することで磁気ヘリシティが流入する効果を表す。ベクトルポテンシャルAp

はAp · dS = 0を満たす�10ので、第 2項は v の表面内の成分に依存する項であり、磁力
線の表面に突き刺さった部分が表面の流体の動きによってかき混ぜられることによって
生じる磁気ヘリシティを表す。

4.3 平衡
理想化された状況をいくつか考えることで、定常状態のMHD流体が取り得る解の性質につ

いての見識を深める。運動方程式 (3.2.28)において ∂/∂t = 0とすると、次のようになる。

ρ(v · ∇)v = −∇p+ j ×B + ρg (4.3.1)

ただし、粘性項は小さいとして無視した。上式を節 4.1で説明したように無次元化すると、次の
ように書ける。

γV 2
0

c2s
ρ′(v′ · ∇′)v′ = −∇′p′ +

2

β
j′ ×B′ +

L0

H0
ρ′g′ (4.3.2)

ただし, cs =

√
γp0
ρ0

, β =
2µ0p0
B2

0

, H0 =
p0
ρ0g0

(4.3.3)

�10 クーロンゲージ∇ ·Ap = 0が用いられている。S として平面か球面を考える場合はAp · dS = 0を満たす。
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µ0 は真空の透磁率、L0 は系の空間スケールで、他のゼロの添え字が付いた量はそれぞれの文字
が通常意味する物理量の典型的なスケールである。γ は比熱比、cs は音速 (節??参照)、β はプ
ラズマベータ、H0 はスケールハイト (節 4.3.1参照)である。上式を見ると、音速に比べて流体
の速度が十分に小さいような系を考える場合、移流項は圧力項に比べて無視できる。同様に、

移流項
ローレンツ項 =

V 2
0

B2
0/(µ0ρ0)

=
V 2
0

c2A
(4.3.4)

移流項
重力項 =

V 2
0

gL0
(4.3.5)

と書けるので、流速がアルベーン波速度 cA (節??参照)に比べて十分に遅い場合、移流項はロー
レンツ項に対して無視でき、或いは L0 を自由落下することで得る速度

√
2gL0 に比べて十分に

遅い場合は重力項に対して無視できる。以下の議論では基本的に移流項を無視できる場合を考
える。圧力項とローレンツ項の大きさの関係はプラズマベータによって決まる。スケールハイ
トに比べて小さい空間スケールの系を考える場合は重力項は圧力項に対して無視できる。各項
を無視したときの平衡解の性質について説明する。

4.3.1 静水圧平衡
磁場のない場合の静水圧平衡
まず、プラズマベータが大きい場合を考える。これは例えば太陽内部が該当する。ただし、簡

単のために曲率は考えず、鉛直方向 (z 方向)負の向きに重力が働いているとする�11。運動方程
式の水平成分から ∂p/∂x = 0, ∂p/∂y = 0が分かるので、この場合 pは z のみの関数になる。運
動方程式の鉛直成分は

∂p

∂z
= −ρg = − mg

kBT
p (4.3.6)

と書ける。ただし、理想気体の状態方程式 (3.4.2)を用いた。mは対象とする流体を構成する粒
子の平均質量である。この式から ρ, T もやはり、z のみの関数であることが言える。上式を解
くと、z = 0のときの圧力を p0 として、

p(z) = p0 exp

[
−
∫ z

0

dz

H(z)

]
(4.3.7)

ただし, H(z) =
kBT (z)

mg(z)
(4.3.8)

となる。特に温度と重力加速度が z に依らず一様な場合、上式は次のように書ける。

p(z) = p0 exp
(
− z

H

)
(4.3.9)

�11 重力は非回転 ∇× g = 0の場なので、この場合は ∂g/∂x = 0, ∂g/∂y = 0が言える。つまり、重力加速度は z

のみの関数でなければならない。
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つまり、圧力は z と共に指数関数的に減少し、H は圧力が 1/e = 0.37倍になる高さを表す。こ
のような平衡状態を静水圧平衡と言い、この流体は重力成層しているなどと表現される。H は
スケールハイトと呼ばれ、重力成層の厚さのスケールになる。
このとき、質量密度は次のように成層している。

ρ(z)

ρ0
=

T0
T (z)

exp

[
−
∫ z

0

dz

H(z)

]
(4.3.10)

ρ0, T0 は z = 0の高度での密度と温度である。温度が z と共に上昇する場合は密度は圧力より
も早く減少する。一方で、温度が z と共に減少する場合、密度の減少率は圧力よりも小さい。温
度の高度分布はエネルギー収支のバランス (エネルギー保存則)によって決定される。

鉛直な磁場があるときの重力成層
次に、プラズマベータが大きいとは言えない系を考える (e.g. Priest, 2014, §3.1.3)。まず、殆

ど鉛直方向の磁場B が存在する場合を考える。つまり、ローレンツ力はほとんど水平にしか働
かず、磁力線はほぼ真っすぐなため磁気張力は無視できる。このとき、運動方程式の鉛直成分は
前段落の場合と変わらないので、流体は相変わらず重力成層をしている。しかし、運動方程式の
水平成分 (例えば x成分)は次のように変更される。

∂

∂x

(
p+

B2

2µ0

)
= 0 (4.3.11)

つまり、この場合は前段落とは違い、一般に pは水平方向に一様ではない。上式と y 方向の運
動方程式から、適当な z のみの関数 f(z)を用いて

p+
B2

2µ0
= f(z) (4.3.12)

と表せることが分かる。つまり、ガス圧 pと磁気圧 B2/(2µ0)を併せた全圧力は z のみに依存
し、特定の高度に注目すると、全圧力が一定になるようにしてガス圧と磁気圧が分布する。例え
ば磁場が強い領域ではガス圧は小さくなるという塩梅である。

水平な磁場があるときの重力成層
水平方向の磁場 B(y, z) = B(y, z)x̂が存在する場合を考える。運動方程式の x成分より、p

は x方向に一様であることが分かる。y 方向の運動方程式は

∂

∂y

(
p(y, z) +

[B(y, z)]2

2µ0

)
= 0 (4.3.13)

なので、全圧力 pt は z のみの関数になる。z 方向の運動方程式は次のように書ける。
∂pt
∂z

= −ρg = − mg

kBT
p = − mg

kBT

β

β + 1
pt (4.3.14)
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例えば太陽内部や大気の局所的な現象を調べる場合を想定し、T, β, g が z に依らないと仮定す
ると、上式の解は次のようになる。

pt(z) = pt(0) exp

(
− z

HB

)
(4.3.15)

ただし, HB =
β + 1

β

kBT

mg
=
p0 +B2

0/(2µ0)

ρ0g
(4.3.16)

p = βpt/(β + 1), B2/(2µ0) = pt/(β + 1)および状態方程式を用いれば、各量は次のように成層
することが分かる。

p = p0 exp

(
− z

HB

)
, B = B0 exp

(
− z

2HB

)
, ρ = ρ0 exp

(
− z

HB

)
(4.3.17)

HB は磁気圧を考慮に入れて修正されたスケールハイトである。このような重力成層中の不安
定性については磁気浮力の節 ?? で説明する。

4.3.2 フォースフリー磁場
運動方程式 (4.3.2) の各項のスケールを再考する。プラズマベータ β が小さい場合は圧力項は

ローレンツ項に対して無視できる。また、対象とする系の鉛直方向の空間スケールが H/β (H

はスケールハイト) に比べて小さい場合は、重力項がローレンツ項に対して無視できる。例えば
太陽コロナの活動領域上空における典型的な値

T = 106 K, n = 1015 m−3, B = 10−3 T (4.3.18)

を代入すると、

β =
2µ0nkBT

B2
= 0.03,

H

β
=
kBT

mgβ
= 2× 106 km > R⊙ (4.3.19)

となる。ただし、平均分子質量は m = 0.6mp (mp は陽子質量)、重力加速度は太陽中心から
1.1R⊙ での値 g = 274 m s−2/1.12 を用いた。このような領域では式 (4.3.2) の中でローレンツ
項が卓越している。ローレンツ項と釣り合うことのできる項が無いため、磁場はローレンツ力
がゼロになるような形状を取る。つまり、次式が良い精度で成り立つ。

j ×B = 0 (4.3.20)

この条件を満たすような磁場形状をフォースフリー磁場 (force-free field) という。
式 (4.3.20) は電流が磁場に平行であることを言っている。アンペールの法則 (2.5.9) より、電

流は磁場の回転であるため、磁場の回転が磁場自身と平行である。つまり、式 (4.3.20) は次の
ように書き換えられる。

∇×B = αB (4.3.21)

224 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 4 章 MHD流体の性質 4.3 平衡

係数 α は一般には場所によって異なる値を取るが、次の拘束条件を満たさなければならない。
上式の発散を取ってベクトル解析の公式を用いると、次式を得る。

B · ∇α = 0 (4.3.22)

つまり、αは磁力線に沿って一定値を取らなければならない。

線形フォースフリー磁場
一般には αは磁力線をまたいで変化するが、αが系内全ての点で一定の値を取るという仮定

を課すと、式 (4.3.21) の回転を取ってベクトル解析の公式を用い、右辺に式 (4.3.21)を再帰的
に代入することで、次式を得る。

(∇2 + α2)B = 0 (4.3.23)

この場合、上式を満たす 2つの解の重ね合わせもまた上式の解になる。このように、αを定数と
仮定した際の形状を特に線形フォースフリー磁場という。上式はベクトルヘルムホルツ方程式
と呼ばれる型の式であり、解析的に解く手法が存在する。
任意の非発散ベクトル場 (∇ ·B = 0) は次のように、2つのスカラーポテンシャル T, P を用

いて表すことができる。これを直交座標 (x, y, z)におけるトロイダル-ポロイダル分解という。

B = ∇× (T ẑ) +∇× [∇× (P ẑ)] (4.3.24)

このように表したときに、T が司る成分をトロイダル場、P が司る成分をポロイダル場という。
上式で表されたB は自動的に非発散になる。線形フォースフリー磁場の場合、T, P に次の拘束
条件を与えても一般性を失わない (詳しくは Nakagawa & Raadu, 1972)。

T = αP (4.3.25)

(∇2 + α2)P = 0 (4.3.26)

つまり、α の値と適切な境界条件が与えられれば、P に関する上式のヘルムホルツ方程式を解
くことでB が決定される。
例えば Seehafer (1978)は、観測された光球の磁場マップ (マグネトグラム) から、線形フォー

スフリー磁場の仮定の下で上空の活動領域の磁場を計算するために、次の解を得た。直交座標
系で

0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly, 0 ≤ z <∞ (4.3.27)

の領域を考える。平面 z = 0は光球を想定している。鉛直境界面で Bz = 0であり、z →∞で
すみやかに P → 0になるという境界条件の下で、グリーン関数法を用いて式 (4.3.26) を解くこ
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とで、次の解が得られる。

Bx =

∞∑
m,n=1

Cmn
λmn

exp(−rmnz) ·
[
α
πn

Ly
sin

(
πmx

Lx

)
cos

(
πny

Ly

)
−rmn

πm

Lx
cos

(
πmx

Lx

)
sin

(
πny

Ly

)]
(4.3.28)

By = −
∞∑

m,n=1

Cmn
λmn

exp(−rmnz) ·
[
α
πm

Lx
cos

(
πmx

Lx

)
sin

(
πny

Ly

)
+rmn

πn

Ly
sin

(
πmx

Lx

)
cos

(
πny

Ly

)]
(4.3.29)

Bz =

∞∑
m,n=1

Cmn exp(−rmnz) sin
(
πmx

Lx

)
sin

(
πny

Ly

)
(4.3.30)

ただし, λmn = π2

(
m2

L2
x

+
n2

L2
y

)
(4.3.31)

rmn =
√
λmn − α2 (4.3.32)

光球磁場のBz 成分が分かれば、そのデータをサイン関数の積で展開したときの係数として Cmn

が求まる。すると、上式より各点におけるB が計算できる。

フォースフリー磁場の性質
非線形のものも含めたフォースフリー磁場の性質を説明する。フォースフリー磁場について

より詳しくは、例えばWiegelmann & Sakurai (2021)や Priest (2014)の節 3.4 を参考にして
欲しい。
節 4.2.5で、境界での磁場の法線成分が与えられているとき、領域内の磁気エネルギーを最小

にする磁場構造がポテンシャル磁場であることを述べた。それと似た定理として、次の 2 つが
ある (e.g. Sakurai, 1989)。

1. 境界 ∂V での磁場の法線成分 Bnorm に加え、領域 V で定義した磁気ヘリシティ H =∫
V
A · BdV の値が与えられたとする。ただし、A はベクトルポテンシャルである

(B = ∇×A)。この条件の下で磁気エネルギーW =
∫
V
B2/(2µ0)dV が極値を取るよう

な磁場構造は線形フォースフリー磁場である。
2. 境界 ∂V での磁場の法線成分 Bnorm に加え、磁場の接続性が与えられたとする。磁場の
接続性とは、境界のある点から伸びる磁力線がどこの境界に再び突き刺さっているかの
関係性である。この条件の下で磁気エネルギーW =

∫
V
B2/(2µ0)dV が極値を取るよう

な磁場構造は (一般に非線形な) フォースフリー磁場である。

定理 1 について
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領域内の磁場構造をA,B → A+ δA,B+ δB と微小変化させたときに、W がどのよう
に変化するのかを考える。ただし、δB = ∇× δAである。また、境界での Bnorm を変
化させてはならないので、境界での δAは境界面に垂直でなければならない (接成分はゼ
ロである)。W の変化量 δW は δB について 2次以上の微小量を無視することで、次の
ように計算できる。

2µ0δW =

∫
V

2B · δBdV (4.3.33)

対して、磁気ヘリシティの変化量は

δH =

∫
V

(δA ·B +A · δB)dV (4.3.34)

と書けるが、今は磁気ヘリシティが一定に保たれるような変化を考えているので、これは
ゼロである。上式に定数 α0 を乗じたものを式 (4.3.33) の右辺から引き、δB を消去し、
ベクトル解析の公式を用いて変形すると次式を得る。

2µ0δW =

∫
V

[2B · δB − α0(δA ·B +A · δB)] dV (4.3.35)

=

∫
V

∇ · (−2B × δA+ α0A× δA)dV

+ 2

∫
V

(∇×B − α0B) · δAdV (4.3.36)

第 1項は発散定理より境界での表面積分に置き換わり、δAが境界面に直交することより
ゼロになる。第 2項は定数 α0 に対するフォースフリー磁場の条件 (4.3.21) が満たされ
る場合にゼロになる。

定理 2 について
磁場を次のように表すことにする。

B = ∇f ×∇g = ∇× (f∇g) (4.3.37)

このときの f, gはオイラーポテンシャルと呼ばれる (Stern, 1966)。上式より、B · ∇f =

0,B · ∇g = 0が分かる。つまり、f, g は磁力線に沿って一定値を取る。境界での f, g の
値は固定されている。これは磁力線の接続性を指定することに対応する。そのような条
件の下で領域内での各ポテンシャルの値を δf, δg だけ変化させた場合に W がどのよう
に変化するのかを考える。ベクトル解析の公式を用いて変形することで、変化分 δW は
次のように計算できる。

2µ0δW =

∫
V

2B · (∇δf ×∇g +∇f ×∇δg)dV (4.3.38)

= 2

∫
V

∇ · [(δf∇g − δg∇f)×B]dV

+ 2

∫
V

(δf∇g − δg∇f) · (∇×B)dV (4.3.39)
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第 1項は発散定理より境界での表面積分に置き換わり、境界において δf = 0, δg = 0で
あることからゼロになる。第 2項がゼロになる条件は次のように書ける。

∇f · (∇×B) = 0 かつ ∇g · (∇×B) = 0 (4.3.40)

このとき、次式が成り立つ。
(∇×B)×B = [(∇g · (∇×B)]∇f − [∇f · (∇×B)]∇g = 0 (4.3.41)

つまり、このときの磁場はフォースフリー磁場である。

4.3.3 テイラー-プラウドマンの定理と温度風平衡
地球外核では、コリオリ力に対する移流項の大きさを表すロスビー数が小さな値を取る。例え

ば、対流の空間スケールとして 100 kmを採用すると、Ro ∼ 10−5 と計算される (節 4.6.7)。ま
た、粘性項もコリオリ項に対して小さい (エクマン数 E ∼ 10−15)。浮力項やローレンツ項もコ
リオリ項に対してやや小さいと考えられる (Wicht & Sanchez, 2019, Figure 10)。よって、運
動方程式の中で、大まかにはコリオリ項と傾圧項が支配的だと近似できる。このような力のバ
ランスによる流れを地衡流 (geostrophic flow) という。
地球外核はほとんど静水圧平衡 (節 4.3.1) かつ断熱温度勾配 (節 4.6.1) になっているとして、

節 4.6.5で説明している非弾性近似の下での運動方程式 (4.6.74) を考える。運動方程式に ∇×
を作用させて得られる渦度方程式 (節 3.2.6) は次のように書ける。ただし、粘性項は無視した。

∂ω

∂t
−∇× (v × ω) + 2∇× (Ω× v)

= −∇×
(
αTas1
cp

g

)
+∇×

[
1

ρaµ0
(∇×B)×B

]
(4.3.42)

Ωは自転の角速度ベクトルであり、添え字 a は背景場、添え字 1 はそこからのずれを表す。上
で述べたように、コリオリ項以外を無視し、節 4.6.6で説明しているブシネスク近似における質
量保存則 ∇ · v = 0も用いると、次式を得る。

(Ω · ∇)v = 0 (4.3.43)

上式は、自転軸の方向に流れ場が一様であることを表す。これをテイラー-プラウドマンの定
理という。外核ではこの定理が強く働いているため、対流は自転軸方向に長い柱状の様式であ
ると考えられている (詳しくは Jones, 2015)。
太陽対流層の熱対流について、流速を 100 m s−1 (節 4.6.3)、空間スケールを 107 mとし、平

均的な自転角速度として Ω⊙ = 2.7× 10−6 s−1 を用いると、Ro は 1 のオーダーになる。つま
り、Ro ≪ 1の領域とは言えない。一方で、太陽対流層には差動回転 (differential roation) と
呼ばれる流れも存在する�12。流れ場を極座標の ϕ方向で平均した自転速度は子午面内の各点で

�12 差動回転については節 4.7.5も参照されたい。
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異なる。日震学によって観測に基づいて推定された差動回転の分布を図 4.11 に示す。赤道は
Ω⊙/(2π) = 430 nHzより速く回転し、極は遅く回転している。つまり、Ω⊙ で回転する座標系
で見れば、赤道には地球でいう東向き、極には逆向きの平均流がある。
非弾性近似の下での渦度方程式 (4.3.42) の ϕ成分に経度方向一周に渡る平均操作 ⟨ ⟩を施す

と、次のように書ける。ただし、系は平均的に定常とした�13。

[∇× ⟨ω × v⟩]ϕ − 2(Ω⊙ · ∇) ⟨vϕ⟩ = −
g

cpr

∂ ⟨s1⟩
∂θ

+

[
∇×

〈
1

ρaµ0
(∇×B)×B

〉]
ϕ

(4.3.44)

この流れに対するロスビー数は、例えば次のように計算できる。

RoDR ∼
0.8R⊙(Ω赤道 − Ω⊙)

2 · 0.4R⊙ · Ω⊙
∼ 40

430
∼ 0.09 (4.3.45)

よって、慣性項に対してコリオリ項が卓越している。対流層の大部分ではローレンツ項の寄与
も小さく、コリオリ項とエントロピー項がつりあっていると考えられている (e.g. Miesch, 2005;

Hotta, 2018)。これを温度風平衡 (thermal wind balance) という。図 4.11 を見ると、差動回
転の等値線は自転軸方向に対して傾いており、(Ω⊙ · ∇) ⟨vϕ⟩ < 0であることが分かる。つまり、
∂ ⟨s1⟩ /∂θ < 0であり、極が赤道に比べて温められている。s1 ∼ cpT1/Ta (節 4.6.5 参照) とす
ると、赤道と極の温度差は次のように見積もられる。∣∣∣∣∂ ⟨T1⟩∂θ

∣∣∣∣ π2 ∼ πrΩ⊙|∂ ⟨vϕ⟩ /∂z|
g

Ta (4.3.46)

図 4.11の中緯度から |∂ ⟨vϕ⟩ /∂z| ∼ 3 × 10−7 s−1 と見積もり、r ∼ 0.9R⊙、Ta ∼ 1 × 106 K、
g ∼ 274 m s−2/0.92 として計算すると、上式の値は 5 Kとなる。

4.4 波
4.5 不安定性
4.6 熱対流
重力の働いている系が上側から冷やされると、熱対流が発生する。実際に、太陽対流層では熱

対流が起きており、太陽の差動回転や磁場の生成機構の理解のための重要な因子である。本節
では、熱対流を扱う際によく用いられる諸々の手法を紹介する。

�13 浮力項について、気体を想定して α = 1/Ta とした。
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図 4.11 日震学によって観測に基づいて推定された太陽内部の差動回転の様子：データ提供
NASA/SDO and the AIA, EVE, and HMI science teams.

4.6.1 断熱温度勾配
z 軸負の向きに重力 g が働いている状況を考える。節 4.3.1 で静水圧平衡を説明したが、流

体はいつでも厳密な力学的平衡 (v = 0) を達成できるわけではない。条件が満たされない場
合は対流が発生し、v ̸= 0 の状態に向かう。対流が発生しない条件を考える (e.g. Landau &

Lifshitz, 1987, §4)。
z = z0 での圧力とエントロピーを p, sとし、z = z0 + δz (δz > 0)での圧力とエントロピー

を p′, s′ と書く。δz は十分に小さく、次式が成り立つ。

s′ − s ≃ ds

dz
δz (4.6.1)

内部の密度が一様とみなせる程度の大きさの、物質に固定された領域を考え、これをパーセル
(parcel, blob) と呼ぶ。この考え方は熱対流を考える際によく用いられる。z = z0 の高さにあっ
たパーセルが、何らかの要因で断熱的 (Ds/Dt = 0) に z = z0 + δz まで移動したとする。移動
したパーセル内部の密度 ρ(p′, s)が周りの密度 ρ(p′, s′)より大きい場合、パーセルには元の位置
に戻ろうとする力が働くはずである。逆の場合はパーセルに正味の浮力が働いて、パーセルの
変位は更に大きくなるであろう。つまり、熱伝導のような散逸現象を無視した場合、熱対流の起
きない条件は次のように書ける�14。

ρ(p′, s′)− ρ(p′, s) ≃
(
∂ρ

∂s

)
p

ds

dz
δz < 0 (4.6.2)

�14 散逸現象を考慮したうえでの詳細な熱対流発生条件を考えるには、節??の考え方が用いられる。
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付録 3.A.5の知識を用いることで、上式は次のように書き換えられる。
ραT

cp

ds

dz
> 0 (4.6.3)

cp は定圧比熱、αは熱膨張率である (付録 3.A.5参照)。普通の流体では α > 0なので、次式を
得る。

ds

dz
> 0 (4.6.4)

つまり、エントロピーが重力に逆行すると大きくなる場合には熱対流は起きない。
上の条件を温度勾配についての条件に焼き直す。エントロピーを T, pの関数と見て偏微分を

計算することで、次式を得る。
ds

dz
=
cp
T

dT

dz
− α

ρ

dp

dz
(4.6.5)

更に、静水圧平衡の関係 dp/dz = −ρg を用いると、対流が起きない条件は次のように書ける。
dT

dz
> −gαT

cp
(4.6.6)

上式はシュバルツシルトの判定条件 (Schwarzschild criterion) と呼ばれる。右辺は断熱温度勾
配と呼ばれ、エントロピーの勾配がゼロのときの温度勾配である。重力の向きに温度勾配があ
り、その絶対値が断熱温度勾配の絶対値を超える場合に対流が起きる。高度を表す変数として z

の代わりに圧力 p(z)を用いることにすれば、上の条件は次のようにも書き換えられる。
d lnT

d ln p
<

pα

ρcp
≡ ∇ad (4.6.7)

恒星の内部構造の文脈では、しばしば ∇ad が断熱温度勾配と呼ばれる。理想気体の場合は、比
熱比を γ、気体の平均分子質量を mとして cp = γkB/[(γ − 1)m], α = 1/T なので、上の条件
は次のようになる。

dT

dz
> −γ − 1

γ

mg

kB
または d lnT

d ln p
<
γ − 1

γ
(4.6.8)

4.6.2 混合距離理論
恒星内部の熱対流の流速や運ばれるエネルギーフラックスを見積もるための理論に混合距離

理論 (mixing length theory) がある (e.g. Hansen et al., 2004; Kippenhahn et al., 2012)。現
在広く認知されている太陽の内部構造モデル (Christensen-Dalsgaard et al., 1996, Model S)

では、対流層での熱対流のモデル化にこの理論が用いられている。この節は Kippenhahn et al.

(2012)の Chapter 7 を参考にした。
節 4.6.1 のパーセルの考え方を再び用いる。熱対流をたくさんのパーセルの上下運動と捉え

る。上昇を始めたパーセルは距離 lだけ移動した後に周囲と混ざり合ってアイデンティティを失
う。この lを混合距離 (mixing length) という。更に、次の 4 つの仮定を課す。
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1. 熱対流の流速は音速よりも遅いため、パーセルは周囲と圧力平衡を保ちながら上昇する。
2. パーセル内の密度や温度の周囲との差は十分に小さい。
3. 上向きに運ばれるエネルギーフラックスにはエンタルピーフラックスと拡散近似を施し
た放射輸送によるフラックスを考える�15。

4. パーセルの大きさは混合距離と同程度である。

問題設定
問題設定と分かっている量、求めたい量について整理する。まず、状態方程式が与えられれば

既知となる 3 つの量を導入する。

cp = T

(
∂s

∂T

)
p

=

(
∂h

∂T

)
p

, δ = −
(
∂ ln ρ

∂ lnT

)
p

= −ρT
(
∂s

∂p

)
T

, ∇ad =

(
∂ lnT

∂ ln p

)
s

(4.6.9)

cpは定圧比熱、∇adは断熱温度勾配と呼ばれる。hは単位質量当たりのエンタルピー h = e+p/ρ

である。付録 3.A.5 の知識を用いると、これらの量の間には恒等的に次の関係があることが分
かる。

∇ad =
pδ

ρcpT
(4.6.10)

節 3.4.2 で説明しているような、電離度がサハの式によって決定される部分電離水素プラズ
マの場合、地道に偏微分を計算すると、これらの量は次のように表されることが分かる (e.g.

Kippenhahn et al., 2012, §14.3)�16。xは電離度、χH は水素のイオン化エネルギー、mp は陽
子質量である。

cp =

[
5

2
(1 + x) +

1

2
x(1− x2)Φ2

H

]
kB
mp

(4.6.11)

δ = 1 +
1

2
x(1− x)ΦH (4.6.12)

∇ad =
2 + x(1− x)ΦH

5 + x(1− x)Φ2
H

(4.6.13)

ただし, ΦH =
5

2
+

χH

kBT
(4.6.14)

恒星中心からの距離 (半径) を rとし、圧力 p(r)の分布は静水圧平衡に従っているとする。半
径を r ではなく pによって表したときの温度勾配を

∇ =
d lnT

d ln p
(4.6.15)

�15 全エネルギー保存則 (3.3.20)の∇· ( )の中身に注目する。散逸項と電磁場の項は小さいとして無視すると、運動
エネルギーのフラックス ρv2v/2、エンタルピーフラックス (ρe+ p)v が残る。これらに加え、節 5.4.1で説明
している拡散近似を施した放射輸送によるフラックスも考慮する。混合距離理論では、運動エネルギーのフラッ
クスの平均値が他の 2 つの平均値に比べて無視できると仮定する。

�16 ただし、放射圧 (節 5.1.6, 5.4.1参照) は、太陽対流層においては無視できるほど小さいので考えていない。
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と書くことにする。また、次の (圧力) スケールハイトを導入する。

Hp = −
dr

d ln p
=

p

ρg
(4.6.16)

g は重力加速度である。
恒星の光度を Lとすると、仮定 3 より、上向き (rが正の向き) に運ばれるエネルギーフラッ

クスの平均値は次のように書ける。

Fconv + Frad =
L

4πr2
(4.6.17)

ただし、エンタルピーフラックスを Fconv と書いた。放射によるフラックス Frad は、節 5.4.1

で説明しているように、
Frad =

16σT 4

3ρκHp
∇ (4.6.18)

と書ける。ただし、σ はシュテファン-ボルツマン定数、κはロスランド平均不透明度である。
さて、状態方程式や光度 Lのような系の基本情報に加え、注目する半径 rにおける g, p, T, ρ, κ

や混合距離 l の値が与えられたときに、実現する温度勾配 ∇や熱対流の流速 v、エンタルピー
フラックス Fconv の平均的な大きさを見積もるのが混合距離理論の役割である。

エネルギー輸送に関する考察
まず、パーセル内部の温度 Ti と周囲の温度 T の平均的な差 ∆T = ⟨Ti − T ⟩ を見積もる。

パーセルは周囲と等温の状態から上昇を始め、上昇する過程で差が生まれると考える。以下、上
昇するパーセルに注目するが、下降するパーセルに関しても並列の議論が行える。平均として
l/2だけ上昇したパーセルを考えることで、次のように見積もられる。

∆T

T
∼ 1

T

d

dr
(Ti − T )

l

2
(4.6.19)

=

(
d lnTi
d ln p

− d lnT

d ln p

)
d ln p

dr

l

2
(4.6.20)

= (∇−∇i)
l

2Hp
(4.6.21)

ただし、パーセル内部の温度勾配を∇i と書いた。これも、最後には求まっているべき量である。
次に、パーセル内の密度の周囲との平均的な差 ∆ρを見積もる。仮定 1 と 2 より、次のよう

に書ける。
∆ρ

ρ
∼
(
∂ ln ρ

∂ lnT

)
p

∆T

T
= −δ∆T

T
(4.6.22)

これと式 (4.6.21)を用いると、単位質量あたりに働く浮力 f は次のように書ける。

f = −∆ρ

ρ
g ∼ gδ(∇−∇i)

l

2Hp
(4.6.23)
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この f による仕事 1/2 · f · l/2の半分程度がパーセルの運動エネルギー v2/2に使われるとして、
熱対流の流速 v を次のように見積もる。

v2 ∼ gδ(∇−∇i)
l2

8Hp
(4.6.24)

これより、再び仮定 1, 2 を用いることで、エンタルピーフラックスは次のように書ける。

Fconv ∼ ρcp∆Tv (4.6.25)

∼ ρcpT
√
gδ

l2

4
√
2
H−3/2
p (∇−∇i)

3/2 (4.6.26)

パーセル内部の温度勾配 ∇i についての関係式を求めるため、パーセルの熱収支を調べる。
パーセル内部の状態量は一様であるとし、パーセルの表面積、体積、境界層の厚さのスケールを
それぞれ S, V, dとする。パーセル全体に渡る熱輸送の式は次のようになる。

V ρT
Dsi
Dt

= −S · 16σT
3

3ρκ

∆T

d
≡ −SFloss (4.6.27)

Floss は放射によってパーセルが失う熱量のフラックスであり、節 5.4.1で説明しているフラッ
クスにおいて、∇T の大きさを ∆T/dで見積もった。上式の左辺は次のように変形できる。

V ρT
Dsi
Dt

= V ρT

(
∂s

∂p

)
T

· v dp
dr

+ V ρT

(
∂s

∂T

)
p

· v dTi
dr

(4.6.28)

= V δv
p

Hp
− V ρcpv

T∇i

Hp
(4.6.29)

=
V ρcpTv

Hp
(∇ad −∇i) (4.6.30)

ただし、1 段目では連鎖律を用い、ラグランジュ微分において ∂/∂t = 0 とし、仮定 1 も用い
た。3 段目への変形では式 (4.6.10) を用いた。因みに、放射輸送の時間スケールが熱対流のそ
れに比べて長い場合は、パーセルは断熱的に上昇すると考えられるが、確かに上式をゼロとする
と ∇i = ∇ad であることが分かる。上式と式 (4.6.21)を式 (4.6.27)に代入することで、次式を
得る。

∇i −∇ad

∇−∇i
=

24σT 3

ρ2κcplv
(4.6.31)

ただし、仮定 4 より d = l/3, S = 4πl2, V = 4πl3/3とした。

解の分類
式 (4.6.17), (4.6.18), (4.6.26), (4.6.31)を連立させることで、未知数 Fconv, Frad,∇,∇i を決

定できる。実現している温度勾配∇が断熱温度勾配∇ad よりどれだけ急峻かの度合である超断
熱率 (superadiabaticity)

w = ∇−∇ad (4.6.32)
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を導入し、式整理を行うと、wに関する次の方程式が得られる。[√
w + U2 − U

]3
+

8

9
U(w −W ) = 0 (4.6.33)

ただし, U =
12σT 3

ρ2κcpl2

√
8Hp

gδ
(4.6.34)

W = ∇rad −∇ad (4.6.35)

∇rad =
3ρκHpL

64πσr2T 4
(4.6.36)

∇rad は光度 Lから要請されるエネルギーフラックスを全て放射輸送で運ぶと仮定した場合に必
要な温度勾配である。無次元量 U,W によって解の特徴が決まる。解 w が決まれば、パーセル
内部の超断熱率 wi = ∇i −∇ad は

wi = 2U2

[√
1 +

w

U2
− 1

]
(4.6.37)

と計算でき、流速やエンタルピーフラックスは次式によって見積もられる。

v2 ∼ gδ(w − wi)
l2

8Hp
(4.6.38)

Fconv ∼ ρcpT
√
gδ

l2

4
√
2
H−3/2
p (w − wi)

3/2 (4.6.39)

解 wの様子を図 4.12に示した。logU - logW 平面上に色で示されている。図には w−wi の
等値線を黒い実線で示した。白い点線で示されているのは、式 (4.6.31)の逆数として定義され
る次の量の等値線である。

Γ =
∇−∇i

∇i −∇ad
∼ Fconv

Floss
(4.6.40)

上式はパーセルが正味として上向きに運ぶ熱量と上昇の過程で失う熱量の比であり、熱対流の
ある種の効率を表す。図を見ると、Γ = 1 を表す直線を境に 2 つのレジームに分かれている。
右側 (低 Γ) では、w の等値線が水平であることから分かるように、∇ ≃ ∇rad であり、ほとん
どの熱量が放射輸送によって運ばれる。左側 (高 Γ) では、w と w − wi の等値線が一致してい
ることから分かるように、∇i ≃ ∇ad であり、放射による損失は無視できる。つまり、パーセル
は断熱的に移動する。図には白い点線でヌッセルト数

Nu =
Fconv + Frad

Frad
(4.6.41)

の等値線も示されている。ただし、理想気体を想定して ∇ad = 0.4として計算した。高 Γ領域
では、熱対流と放射輸送の輸送量の割合はW = ∇rad −∇ad によって決まる。図には太陽対流
層の大雑把な値も示されているが、高 Γの領域に属している。
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図 4.12 混合距離理論の解：カラーマップは超断熱率 w = ∇ − ∇ad を表す。黒い実線は背景
とパーセル内部の超断熱率の差 (w − wi) の等値線であり、白い点線はヌッセルト数 Nu の等
値線である。白い実線は Γ = 1 (本文参照) を表す。(w − wi) > 1の領域は仮定 2 に反するた
め、色をプロットしていない。Model S (Christensen-Dalsgaard et al., 1996)を入力して計算
した太陽対流層深部 (0.8 - 0.9 太陽半径程度) と光球下 350 km での logU, logW の値も示し
た。Model S では混合距離が l = 1.99Hp と見積もられている。

4.6.3 [トピック] 太陽対流層の熱対流
太陽中心で核融合によって解放されたエネルギーは、その後表面に向かって運ばれることに

なる。太陽半径を R⊙ として r < 0.71R⊙ の領域では主に放射輸送、外側の 0.71R⊙ < r < R⊙

の領域では熱対流によってエネルギーが運ばれている。前者を放射層、後者を対流層という。上
で説明した量を用いると、放射層では ∇rad < ∇ad であるために、∇ = ∇rad が実現すること
で、放射輸送によって L⊙/(4πr

2)が運ばれる。∇ < ∇ad なので熱対流は起きない。対して、対
流層では∇rad > ∇ad なので、∇ = ∇ad +w (0 < w ≪ 1)が実現し、エネルギーのほとんどは
熱対流のエンタルピーフラックスによって運ばれることになる。
本節では、混合距離理論による見積もりで対流での熱対流の様子を大雑把に把握してから、そ

の結果を数値シミュレーションと比較し、シミュレーションが直面する問題について簡単に述べ
る。太陽対流層の熱対流や大規模流についてのレビューには Miesch (2005), Brun & Rempel

(2009), Hanasoge et al. (2015), Schumacher & Sreenivasan (2020) がある。特に、粒状斑対
流についてのレビューには Nordlund et al. (2009)、超粒状斑についてのレビューには Rincon

& Rieutord (2018) がある。
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図 4.13 Model S (Christensen-Dalsgaard et al., 1996)で計算された太陽対流層での δ、断熱
指数 γad、断熱温度勾配∇ad の値。Model S では l = 1.99Hp とした混合距離理論によって、対
流層の熱対流がモデル化されている。

混合距離理論による見積もり
太陽対流層は高 Γ (∇i = ∇ad) の領域にあることを上で述べた。太陽対流層での各熱力学量

の値を図 4.13にまとめる。深部ではほとんど理想気体の値�17だが、表面付近では部分電離の状
態にあるために、電離度の自由度が加わって変動する。ただし、桁で変わることはない。ここ
ではどの量も 1 のオーダーであるとする。混合距離 l はスケールハイト Hp のオーダーである
と仮定する。周囲の圧力や密度が大きく変化すれば、パーセルは周囲と混合しながら折り返す
ことが期待される。これらの仮定の下で、式 (4.6.21), (4.6.22), (4.6.24), (4.6.26)は、1 のオー
ダーの因子を除いて次のように書ける。

|∆T |
T
∼ |∆ρ|

ρ
∼ w, v

cs
∼ w1/2,

Fconv

ρc3s
∼ w3/2 (4.6.42)

ただし、音速 cs =
√
γadp/ρ ∼

√
p/ρを用いた。このように、熱対流に関する各量は超断熱率

wによってスケーリングされる。
例えば、太陽表面での値として、p = 8 × 103 Pa, ρ = 2 × 10−4 kg m−3 を用いると、音速

は cs ∼ 6 × 103 m s−1 と見積もられる。更に、太陽光度を観測値 L⊙ = 3.85 × 1026 W とし
て Fconv = L⊙/(4πR

2
⊙)を代入すると、w ∼ 1と見積もられる。つまり、光球での熱対流 (粒状

斑対流) では流速は音速に近い大きさであり、温度の擾乱も自身の絶対値に匹敵する大きさで
あることが予想される。実際に、光球では 1 km s−1 のオーダーの流れが観測され、粒状斑対
流の数値計算からは、(深さにも依るが) ∆T ∼ 4× 103 K程度であることが分かっている (e.g.

Nordlund et al., 2009)�18。因みに、表面付近の温度は 5× 103 − 104 K程度である。粒状斑対

�17 比熱比を γ ≃ 5/3として、δ = 1, γad = γ,∇ad = (γ − 1)/γ である。
�18 詳しくは参照した文献を読んで欲しいが、粒状斑対流の 3 次元数値計算は太陽表面付近の局所的な領域を想定し
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図 4.14 Model S (Christensen-Dalsgaard et al., 1996)のデータを基に計算された、太陽対流
層でのスケールハイトと熱対流に関する量の分布。Model S では l = 1.99Hp とした混合距離理
論によって、対流層の熱対流がモデル化されている。

流は混合距離理論で課された仮定が満たされているのか怪しい領域であるが、その割には正し
い見積もりができている。表面での重力加速度が 274 m s−2 であることを用いてスケールハイ
トを計算すると、Hp = p/(ρg) ∼ 1 × 105 mとなるのに対し、観測される粒状斑の水平スケー
ルは 106 m程度である。
対流層内部ではスケールハイト Hp が大きくなるため、粒状斑よりも対流のスケールが大き

いと考えられる。Model S (Christensen-Dalsgaard et al., 1996) のデータを基に l = 1.99Hp

として計算された混合距離理論の結果を、スケールハイトの分布と共に図 4.14に示す。スケー
ルハイトの分布から、深部での熱対流の空間スケール�19は 107 − 108 m であることが予想さ
れる。深部での超断熱率 (従って温度擾乱の大きさ) は 10−7 のオーダーであり、対流の速度は
10− 100 m s−1 程度であると見積もられる。対流速度は表面に近づくほど大きくなる。
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図 4.15 太陽対流層の 3 次元シミュレーション例：ある瞬間のエントロピーの擾乱が色で示さ
れている。Hotta et al. (2019)の Fig. 1, A (licenced under CC BY-NC 4.0)。

3 次元シミュレーション
太陽対流層の数値計算は大きく、全球計算と局所計算に分類できる (具体例は Miesch, 2005;

Hanasoge et al., 2015; Rincon & Rieutord, 2018, を参照)。全球計算では対流層全体を模した
球殻状の領域で、多くは節 4.6.5で説明する非弾性近似を施した方程式系が解かれる。局所計算
では、例えば粒状斑対流を調べるために、表面付近を模した直方体領域で非弾性近似のような近
似が施されていない方程式系が解かれる。表面に近づくほど対流の典型的なスケールが小さく
なるので、より高解像の計算が必要になる。今のところ、全球計算では r = 0.98R⊙ 程度に計算
領域の上限が設定されている。ここでは、太陽対流層の深部から表面までの熱対流を包括的に
再現した局所計算の例として Hotta et al. (2019)を紹介する。
Hotta et al. (2019)の計算結果のスナップショットを図 4.15に示す。図ではエントロピーの

擾乱が色で示されている。この計算では、対流層の底 (r = 0.71R⊙) から表面の約 700 km 上
空 (r = 1.001R⊙) までを模した直方体の領域で、非弾性近似の考え方を発展させて開発された
音速抑制法 (Hotta et al., 2012) を用いて方程式系が解かれている。放射輸送に関しては、深部

た箱の中で行われる。そのようなシミュレーション結果から求められる吸収線の形は、実際に観測される形を精
度よく再現する。このことから、正しく粒状斑対流を再現できていると考えられている。

�19 対流層は乱流状態にあるため、様々な空間スケールの渦が存在する (節 4.7.4参照)。ここでいう熱対流のスケー
ルとは、運動エネルギーの大部分を担っているスケールのことを指す。
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図 4.16 3次元シミュレーションによって再現された熱対流の性質：この研究では、r = 1.001R⊙

まで計算して粒状斑対流を再現した場合 (Case LP) と、計算領域の上限を r = 0.992R⊙ に設
定して、表面での放射冷却を模した人工的な冷却層を設置した場合 (Case LD) の計算結果を比
較している。A, B はそれら 2 つの場合に運ばれるエネルギー量 (4πr2F ) の平均的な内訳を表
す。赤色がエンタルピーフラックス、緑色が放射輸送によるフラックス、青色が運動エネルギー
のフラックス、黒色が合計値である。C は熱対流速度の大きさ、D は超断熱率の平均的な分布
を表す。Hotta et al. (2019)の Fig. 3 (licenced under CC BY-NC 4.0)。

では拡散近似 (節 5.4.1) が用いられ、表面付近では (灰色近似を施した) 放射輸送方程式が数値
的に解かれている。太陽自転と磁場は考慮されていない。
図 4.15では、周囲より冷たく、下降流の存在する領域が黒く映っているが、表面から深部に

いくほど、パーセルの空間スケールが大きくなっていることが分かる。表面では 106 mスケー
ルの粒状斑対流が再現されており、深部では計算領域のスケール (108 m) のパーセルが見られ
る。これは、確かにスケールハイトの数倍である。
図 4.16には計算で得られた熱対流の平均的な性質がまとめられている。詳しい読み方はキャ

プションを参照されたい。図の C, D を見ると、熱対流の速度と超断熱率のオーダーは混合距離
理論の予想とそれほど違わないことが分かる。しかし、数値計算では底付近 (r < 0.75R⊙) に
w < 0の層が存在する。実際の対流層の底付近にも、上からの冷たい下降流に貫かれて対流し
ているが、局所的には断熱温度勾配を下回っているような層が存在すると考えられている。図
の A にはエネルギー輸送の内訳が示されている。混合距離理論ではエンタルピーフラックスと
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放射輸送のみを考慮したが、数値計算では運動エネルギーのフラックス (ρv2v/2) が負の値を
持っている (図の青色)。これは、激しい重力成層下での対流計算で典型的に見られる現象であ
り�20、下降流が上昇流よりも高い密度を持つために起こる (e.g. Brun & Rempel, 2009)。それ
を補う分だけ、エンタルピーフラックスが合計値を上回っている。

数値計算が直面する問題
近年の対流層の数値計算は対流速度を過大評価しているのではないかという問題がある。詳

しくは、O’Mara et al. (2016) の Introduction を読んで欲しい。例えば、太陽に似せた設定で
の全球計算ではしばしば、極が速くて赤道が遅く自転するような、太陽とは逆の差動回転が得ら
れてしまう�21。全球計算の結果はロスビー数 Ro = V/(2LΩ) (V は熱対流の典型的な速度、L
は熱対流の空間スケール、Ωは自転の平均角速度) に依存して、次の 2 つのレジームに分かれ
ることが知られている (e.g. Gastine et al., 2013)。

� Ro≪ 1の場合、太陽と同じように、赤道が速い差動回転が得られる。
� Ro ≳ 1の場合、太陽とは逆の、極が速い差動回転が得られる。

例えば、混合距離理論から見積もられる r = 0.95R⊙ での値 V ∼ 120 m s−1, L ∼ Hp ∼
1.2× 107 mと太陽自転の値 Ω ∼ 2.7× 10−6 rad s−1 を用いると、Ro ∼ 1.8となる。対流層太
陽に似せた設定での全球計算では、しばしば後者のレジームに陥ってしまう。これを回避する
ために、自転を速く設定したり、光度 Lを実際より少なくして対流速度を人工的に抑えている
研究もある (具体例は O’Mara et al., 2016, を参照)。
日震学�22による対流層内部の対流速度の推定は、研究手法によって結果が異なってしまうの

が現状である。実際の対流が数値計算で再現される対流速度より遅いことを示唆する日震学の
推定結果もある (詳しくは例えば Hanasoge et al., 2016, 2020)。例えば Hanasoge et al. (2012)

は r ∼ 0.96R⊙ での上限が 1 m s−1 程度であると推定した。対して、Greer et al. (2015)は別
の手法により、r ∼ 0.96− 0.97R⊙ で 120 m s−1 と見積もった。

�20 対流層は、例えば r = 0.8R⊙ での密度が r = 0.99R⊙ の 280 倍、r = 0.98R⊙ の 60 倍と、激しい重力成層下
にある。

�21 太陽は 1ヶ月弱で一回転の自転をしているが、赤道が極より速く回転している。この現象を差動回転 (differential

rotation) という (節 4.7.5)。コリオリの力の影響で熱対流 (乱流) の統計的性質が変化することで、差動回転が
駆動されると考えられている (節??)。

�22 太陽表面で観測される振動の周波数を解析することで、太陽内部の情報を推定する研究手法を日震学 (helioseis-

mology) という。
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4.6.4 ブシネスク近似
音速より十分に遅い熱対流を調べるために、次の 2 つの仮定を課して方程式系を単純化する操

作をブシネスク近似 (Boussinesq approximation) という (e.g. Braginsky & Roberts, 2007)。

1. 質量密度 ρと温度 T は考える領域で空間的にほぼ一様 ρ0, T0 である。
2. ρ0, T0 からのずれは十分に小さく、ρの擾乱は T の擾乱のみに依存し、pへの依存性は無
視する。

次の基礎方程式にブシネスク近似を施す。
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (4.6.43)

ρ
Dv

Dt
= −∇p+ ρg + F ν (4.6.44)

ρ
De

Dt
= −∇ · q − p∇ · v +Φ (4.6.45)

ただし、粘性項と粘性散逸の項はそれぞれ F ν ,Φと書いた。これらの項は近似操作に関与しな
いので、対象の系に応じて適宜書き換えればよい。各状態量を一様な背景場 (添え字 0) とそこ
からのずれ (添え字 1) に分ける。

ρ = ρ0 + ρ1, T = T0 + T1 (4.6.46)

p = p0 + p1 = p0 − ρ0ϕg + ρ0π1, s = s0 + s1 (4.6.47)

ただし、pの擾乱 p1 は重力成層による成分 −ρ0ϕg と対流による成分 ρ0π1 に分ける。ϕg は重力
ポテンシャル (g = −∇ϕg) である。
各擾乱が十分に小さいとして線形化した状態方程式 (節 3.4.7参照) は次のように書ける。

ρ1
ρ0

= χT p1 − αT1 (4.6.48)

χT は等温圧縮率、αは熱膨張率である (付録 3.A.5参照)。つまり、ρ1 を T1, p1 の関数と見た
とき、T1 による変化の大きさ δρT は次のように見積もられる。

δρT
ρ0
∼ αδT ≡ εT (4.6.49)

δT は T1 の典型的な大きさである。一方で、ρ1 の p1 による成分の大きさ δρp は次のように見
積もられる。

δρp
ρ0
∼ χT p1 (4.6.50)

∼ ϕg
c2s

(4.6.51)

∼ H

c2s/g0
≡ εa (4.6.52)
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ただし、2 段目では、等温圧縮率 χT と断熱圧縮率 χs のオーダーが同じであることを用い�23、
音速 cs = 1/

√
ρ0χs を用いて書き替えた。また、p1 の中では重力成層による成分が対流による

成分よりも大きいとして見積もった。3 段目では、系の鉛直方向の空間スケール H を導入して
ϕg ∼ g0H と見積もった。g0 は重力加速度のスケールであり、分母の c2s/g0 は密度スケールハ
イトと呼ばれる。上で述べた 2 番目の仮定は次のように書ける�24。

εa ≪ εT ≪ 1 (4.6.53)

例えば、理想気体の場合は α = 1/T なので、εT とは δT/T0 のことである。鉛直方向に十分に
薄い系を考える場合は、H が小さいために、上式が成り立つことが期待される。この仮定の下
で、式 (4.6.48)は次のように表される。

ρ1 ≃ −ρ0αT1 (4.6.54)

上の仮定の下で、T0s1 という量は次のように近似できる。

T0s1 = cpT1 −
αT0
ρ0

p1 (4.6.55)

= cpT1

[
1 + αT0O

(
εa
εT

)]
(4.6.56)

≃ cpT1 (4.6.57)

cp は定圧比熱であり、O(ε)は最大でも εのオーダーであるという意味で用いる。更に、熱力学
第 1 法則と式 (4.6.54), (4.6.57)を用いることで、内部エネルギーの擾乱は次のように書ける。

e1 = T0s1 +
p0
ρ20
ρ1 (4.6.58)

≃
(
cp −

αp0
ρ0

)
T1 (4.6.59)

式 (4.6.43)の第 1 項と第 2 項の比は次のように見積もられる。

第 1 項
第 2 項 ∼

ρ1
ρ0
∼ εT ≪ 1 (4.6.60)

よって、第 2 項の ρ0 に関する部分のみを残すことで、質量保存則は次のようになる。

∇ · v = 0 (4.6.61)

�23 例えば、理想気体では比熱比を γ (典型的には γ ≃ 5/3) として χs = χT /γ である。
�24 例えば、地球の外核では、α ∼ 1.5 × 10−5 K−1, δT ∼ 1500 K, cs ∼ 9 × 103 m s−1, g ∼ 8 m s−2, H ∼

2× 106 m (Jones, 2015) を用いれば、εT ∼ 0.02, εa ∼ 0.2と見積もられ、式 (4.6.53)の条件は満たさない。
外核の数値計算で度々用いられる「ブシネスク方程式系」は、本節の近似が施されたものではなく、節 4.6.6 で
説明する、いわゆる一般化されたブシネスク近似である。
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つまり、非圧縮の流体と同じ式に従う。運動量保存則については、式 (4.6.44)の ρ, pを背景場
と擾乱に分け、式 (4.6.54)を代入して、オーダーの小さい項を無視することで、次式のように書
ける。

Dv

Dt
= −∇π1 − αT1g +

F ν

ρ0
(4.6.62)

これは、T1 に比例する浮力項を除いて ρを定数 ρ0 と考えた式である。エネルギー保存則につ
いては、式 (4.6.45)に式 (4.6.59)を代入することで、次式のように書ける。

ρ0

(
cp −

αp0
ρ0

)
DT1
Dt

= −∇ · q +Φ (4.6.63)

4.6.5 非弾性近似
一般的な非弾性近似
パーセルが断熱的に移動するとみなせるような効率の良い熱対流の場合、熱対流はエントロ

ピーを一様にしようとする現象であると解釈できる。実際に、太陽対流層での超断熱率は表面
付近を除いて 1 よりずっと小さなオーダーであると考えられる (図 4.16)。節 4.6.3で見積もっ
たように、そのような対流での各状態量の対流による擾乱は、超断熱率と同様に 1 よりずっと
小さなオーダーである。このように、超断熱率が小さく、従って対流速度が音速に比べて十分に
小さいような熱対流を調べる際は、エントロピーが一様な (adiabatic, isentropic, well-mixed)

状態を基準状態にとり、各状態量を基準状態とそこからの擾乱に分けて表すと便利である。そ
のように表したうえで、擾乱が小さいとして微小量を無視する操作を非弾性近似 (anelastic

approximation) という (e.g. Miesch, 2005; Braginsky & Roberts, 2007)。
エントロピー一様の静水圧平衡状態を添え字 a で表す。ここでは自己重力は無視し、重力加速

度 g は静的に与えられたものとする。自己重力を考慮した議論は Braginsky & Roberts (1995)

を読んで欲しい。

∇pa = ρag (4.6.64)

∇sa = 0 (4.6.65)

ρa, Ta の勾配は次のように書ける。

∇ρa =

(
∂ρ

∂p

)
s

∇pa =
ρa
c2s

g (4.6.66)

∇Ta =

(
∂T

∂p

)
s

∇pa =
αTa
cp

g (4.6.67)

αは熱膨張率、cp は定圧比熱、cs =
√
γ̃cp/αは音速である (付録 3.A.5)。各状態量を基準状態

(添え字 a) とそこからの微小擾乱 (添え字 1) に分ける。

ρ = ρa + ρ1, p = pa + p1, s = sa + s1, T = Ta + T1, ... (4.6.68)
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質量保存則 (4.6.43) に上式の形を代入すると、次のようになる。
∂ρ1
∂t

+∇ · (ρav) +∇ · (ρ1v) = 0 (4.6.69)

第 1 項と第 3 項は第 2 項に比べて小さいので無視すると、次式を得る。

∇ · (ρav) = 0 (4.6.70)

運動量保存則 (4.6.44) については、左辺のラグランジュ微分に ρ1 が係る項は ρa が係る項に
比べて小さいので無視する。左辺は基準状態の性質 (4.6.64) を代入して添え字 a の項を除去す
る。すると、次式を得る。

ρa
Dv

Dt
= −∇p1 + ρ1g + F ν (4.6.71)

浮力を陽に表すために、状態方程式の線形化を行う (節 3.4.7)。ρを p, sの関数として表すこと
にすれば、重力項は次のように書き換えられる。

ρ1g =
p1
c2s

g − ρaαTas1
cp

g (4.6.72)

=
p1
ρa
∇ρa −

ρaαTas1
cp

g (4.6.73)

ただし、式 (4.6.66) を代入した。上式を式 (4.6.71)に代入すると、上式の第 1 項と傾圧項にラ
イプニッツ則が適用でき、運動方程式は次のように書ける。

Dv

Dt
= −∇

(
p1
ρa

)
− αTas1

cp
g +

F ν

ρa
(4.6.74)

熱輸送の式 (3.4.56) は、左辺において Dsa/Dt = 0を用い、擾乱を基準状態に対して無視す
ることで、次のように書ける。

ρaTa
Ds1
Dt

= −∇ · q +Φ (4.6.75)

ただし、ジュール散逸などは系に応じて適宜加えればよい。∂Ta/∂t = 0と式 (4.6.67) を用いる
ことで、上式は次のようにも書ける。

ρa
D

Dt
(Tas1) = −∇ · q + ρa

αTas1
cp

v · g +Φ (4.6.76)

式 (4.6.74)に ρav·を作用させたものと上式を足し合わせることで、非弾性近似における全エネ
ルギー保存則が得られる。上式の右辺第 2 項と浮力項が相殺し、最終的に次のように書ける。

∂

∂t

(
1

2
ρav

2 + ρaTas1

)
+∇ ·

[
1

2
ρav

2v + (ρaTas1 + p1)v − τ ν · v + q

]
= 0 (4.6.77)

τνij は粘性応力である�25。

�25 粘性力は粘性応力 τνij を用いて F ν
i = ∂τνij/∂xj と表され、散逸関数は Φ ≡ τνij∂vi/∂xj という定義である。
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質量保存則 (4.6.70)、運動方程式 (4.6.74)、熱輸送の式 (4.6.75) と散逸項の適当な閉包則を
与えれば方程式系は閉じ、未知変数 v, p1, s1 が求まる。質量保存則に時間微分項が現れないこ
とは、方程式系が音波 (弾性波) の解を持たないことを意味する。対流速度が音速に比べて小さ
いので、音波的な擾乱の伝達は対流のダイナミクスに影響を与えないとして除去されている。こ
れが非弾性近似の名前の由来である。閉包則に T1 が必要な場合は、状態方程式

T1 =
αTa
ρacp

p1 +
Ta
cp
s1 (4.6.78)

より計算される。具体的に方程式系を数値計算 (節 1.5.4) する際には、例えば次の方針が取られ
る (e.g. Glatzmaier, 1984)。質量保存則を書き換えて式 (4.6.66) を用い、両辺の時間微分を取
ることで、次式を得る。

∂

∂t
(∇ · v) + g

c2s
· ∂v
∂t

= 0 (4.6.79)

これに運動方程式とその両辺の発散を取った式を代入すれば、時間微分を含まない、p1 に関す
る 2 階の微分方程式が得られる。運動方程式と熱輸送の式によって次の時間ステップでの v, s1

を計算し、得られた v, s1 を用いて p1 に関する微分方程式を解く。

非弾性液体近似
特に、地球外核を考える場合は、s1 の代わりに T1 用いても、同様の形式の方程式系を構成で

きる。線形化した状態方程式を用いると、Tas1 は次のように表される。

Tas1 = cpT1

[
1 +

αTap1
ρacpT1

]
(4.6.80)

上式の第 2 項が小さいオーダーであることを示す。運動方程式において、傾圧力が浮力の X 倍
程度であるとする。

p1
ρaHc

∼ XαTas1
cp

g0 ∼ XαT1g0 (4.6.81)

Hc は対流の縦方向の空間スケールであり、g0 は重力加速度のスケールである。2 番目のスケー
リングでは式 (4.6.80)を用いて Tas1 ∼ cpT1 とした。上式とグリュナイゼン定数 γ̃ = αc2s/cp、
εc = Hcg0/c

2
s を用いると、式 (4.6.80)は次のように書ける。

Tas1 = cpT1 [1 +O(XαTaεcγ̃)] (4.6.82)

液体の場合、典型的には αTa ≪ 1が成り立つ。実際に、地球外核では α ∼ 1.5×10−5 K−1, T ∼
5000 Kとすれば、αT ∼ 7.5 × 10−2 である。また、γ̃ ∼ 1.5である。Hc の見積もりは難しい
が、上から評価するとHc < d (dは外核の幅) である。つまり、243ページの脚注の結果も用い
て、εc < 0.2である。よって、十分条件としてX ≪ 40ならば、上式の第 2 項を無視できる�26。

�26 現在のところの地球ダイナモシミュレーション (エクマン数 E ∼ 10−7) では、X が 10 に満たないような解が
得られている (Wicht & Sanchez, 2019, の Figure 10 を参照)。
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つまり、浮力項や熱輸送の式 (4.6.76) において Tas1 を cpT1 に置き換えた方程式系が成り立
つ。例えば、Braginsky & Roberts (2007) の “temperature-based anelastic approximation”

や Anufriev et al. (2005) の “anelastic liquid approximation” がこれに相当する。

4.6.6 一般化されたブシネスク近似
地球外核の数値計算では非弾性近似が用いられるが、外核の密度は重力成層によって 20 % 程

度しか変化しない (Dziewonski & Anderson, 1981)。そこで、問題の単純化や数値計算量の節
約のような利点を取って、密度が一様と近似されることがある。これは、非弾性近似において
εa ≡ dg0/c2s → 0 (dは外核の幅) の極限を考えることに対応し、一般化されたブシネスク近似と
呼ばれる (Braginsky & Roberts, 2007, generalized Boussinesq approximation)。Braginsky

& Roberts (1995) の “homogeneous model” や Jones (2015) の “Boussinesq limit” もこの近
似に相当する。
前節で説明した非弾性液体近似のブシネスク的極限を考える。式 (4.6.66), (4.6.67) より、次

のようにスケーリングできる。
d∇ρa
ρa

∼ εa,
d∇Ta
Ta

∼ γ̃εa (4.6.83)

よって、εa → 0の極限を考えることは、ρa, Ta が領域内で一様 ρ0, T0 であると考えることに相
当する。運動方程式と熱輸送の式は次のように書ける。

Dv

Dt
= −∇p1

ρ0
− αT1g +

F ν

ρ0
(4.6.84)

ρ0cp
DT1
Dt

= −∇ · q + ρ0αT1v · g +Φ (4.6.85)

普通のブシネスク近似との違いは、熱流束として背景場による輸送 (∇Ta による輸送) も考える
ことである。熱輸送の式の右辺第 2 項は、εa ≪ 1 の場合には左辺に対して小さい。このこと
は、ブシネスク的極限において、対流の運動エネルギーが内部エネルギーの擾乱に比べて小さい
ことに対応する。全エネルギー保存則が見かけ上成立するように、ここではこの項と粘性散逸
項を敢えて残した。
質量保存則 (4.6.70) は、式 (4.6.66) を用いることで、次のようにスケーリングできる。

∇ · v
[
1 +O

(
εa
Hc

d

)]
= 0 (4.6.86)

Hc は対流の空間スケールである。εa → 0の極限では次式を得る。

∇ · v = 0 (4.6.87)
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つまり、普通のブシネスク近似と同様の質量保存則が得られる。この節で説明しているブシネ
スク的極限は、普通のブシネスク近似で課されている式 (4.6.53) のうちの εa ≪ εT という部分
の仮定を課していない。このことから、一般化されたブシネスク近似と呼ばれる。
実際の数値計算においては、前節で述べたように、運動方程式の発散を取って∇ · v = 0とし

た式を用いて p1 を求める方針が取られる (e.g. Christensen & Wicht, 2015)。あるいは、運動
方程式の回転を取って p1 を除去した式 (渦度方程式) を数値的に解くような計算コードもある
(e.g. Matsui et al., 2014)。

4.6.7 [トピック] 地球外核の対流
地球の外核は鉄を主成分とし、質量にして 5 − 10 % 程度の軽元素 (Si, S, O) を含んでいる

と考えられている (詳しくは 市川浩樹 & 土屋卓久, 2018)�27。地球は外側から冷やされ、内側
に行くほど温度が高くなっている。外核では熱対流が起きている可能性がある。内核は冷却と
共に成長しており、外核の液体が内核との境界で凝結する際に軽元素を放出する。このため、
組成による密度差を駆動源とする対流も起きていると考えられている。これを熱対流 (thermal

convection) に対して組成対流 (compositional convection) という。地磁気の成因として最有
力な説は地球ダイナモ (e.g. Roberts & King, 2013; Wicht & Sanchez, 2019)であるが、この
ことからも外核での対流の存在が強く期待される。
この節では、外核の熱対流の状態を把握するために、外核の熱収支の見積もりを行った後に、

対流の駆動源と、大雑把なスケールについての考察をする。外核の熱収支についてのレビューに
は Nimmo (2015)がある。外核の対流に関するレビューには Jones (2015), Wicht & Sanchez

(2019)がある。

核全体の熱収支
内核と外核を合わせた全体の領域の熱収支を考え、地球外核で対流やそれに伴うダイナモ機構

が発生し得るのかを見積もる。この節の議論はNimmo (2015)を参考にした。これは、Gubbins

et al. (2003, 2004)の議論を基盤にしたものである。
全エネルギー保存則 (節 3.3.4) を外核-マントル境界 (core-mantle boundary, CMB) 内の領

域で積分したものを考える。その際に、次の操作を施す。

� 重力による仕事と内核の成長に伴う潜熱の解放、放射性物質の崩壊による加熱を考慮

�27 例えば、Alfè et al. (2002) は、第一原理計算と地震波観測による制約から、Si と S が原子数にして 10 % 程
度、O が 8 % 程度含まれると推定した。内核と外核の境界では、内核が外核よりも 4.5 % ほど高密度であるこ
とが地震波観測により分かっている (密度ジャンプ)。これは純粋な鉄の場合より大きな値である。核の高温高圧
下では、Si と S は液体鉄に少しだけ濃集し、O は大きく濃集する性質があるため、それぞれの含有率によって
密度ジャンプの大きさが変化する。つまり、第一原理計算により化学ポテンシャルが求められれば、密度ジャン
プの制約から含有率が推定される。
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する。
� 運動エネルギーや磁場のエネルギーは内部エネルギーに比べて小さいので、無視する。
� マントルは絶縁体で、CMB で粘性応力はゼロになるという条件を課す。つまり、CMB

では E ×B フラックスと粘性応力によるフラックスは無い。
� 核は冷却と共に収縮する。この収縮の速度 (流速の平均値) を v と書く。CMB での流速
は v に一致する。

� 核に固定されて収縮する領域での積分を考えるため、総量の時間微分はレイノルズの輸
送定理 (1.5.3) に従って計算される。

これにより、保存則は次のようになる。
d

dt

∫
核
ρedV +

∫
CMB

pv · dS +

∫
CMB

q · dS = −
∫
核
ρv · ∇ϕgdV +Q潜 +Q崩 (4.6.88)

ϕg は重力ポテンシャル、Q潜 は潜熱の解放、Q崩 は放射性物質の崩壊による加熱を表す項であ
る。上式を、対流のスケールより十分に長く、進化のスケールより十分に短い時間で平均する。
具体的には、次のように考える。平均した量には上横線を付けるべきだが、見にくいので、v を
除いて省略する。見積もりの右辺に登場する状態量は平均値を表すと考えて欲しい。

� 密度と圧力の平均値について、静水圧平衡が成り立つ。

∇p = −ρ∇ϕg (4.6.89)

� 内部エネルギーの総量の時間微分は次式のように見積もる。

d

dt

∫
核
ρedV =

∫
核
ρ
De

Dt
dV =

∫
核
ρ

(
∂e

∂t
+ v · ∇e

)
dV (4.6.90)

更に、熱力学第一法則 (節 3.A.2) を用いて sと ρの微分に変換し、節 3.A.5の知識を用
いて sの微分を T, p, ξ の微分に変換すると、次式を得る。ξ は軽元素の含有率 (組成) で
ある (節 3.4.8)�28。

d

dt

∫
核
ρedV =

∫
核
ρcp

DT

Dt
dV −

∫
核
αT

Dp

Dt
dV

+

∫
核
ρ

[
µ− T

(
∂µ

∂T

)
p,ξ

]
Dξ

Dt
dV −

∫
核
p∇ · vdV (4.6.91)

�28 ギブスの自由エネルギーについてのマクスウェルの関係式(
∂µ

∂T

)
p,ξ

= −
(
∂s

∂ξ

)
p,T

も用いる。
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詳しくは Gubbins et al. (2003)で見積もられているが、上式の Dp/Dtの項は DT/Dt

の項に比べて小さいため、無視される。外核におけるDξ/Dtについて、外核が内核との
境界 (ICB) で凝結する際、軽元素は全て外核側に放出され、組成対流によって即座に外
核全体に分配されて組成はほとんど一様になると考える。すると、内核の半径 RICB の成
長速度を用いて次のように見積もられる。

Dξ

Dt
=

4πR2
ICBρICBξ

M外核

dRICB

dt
(4.6.92)

M外核 は外核の総質量である。この考え方によると、内核での ξ はゼロということに
なる。式 (4.6.91) の Dξ/Dt に関する項は、内核の成長に伴って外核内部の組成が増え
る効果と、ICB での凝結の際に内核の組成がゼロになる効果に分けることができるが、
RH = µ − T (∂µ/∂T )p,ξ が定数であるとすれば、次式のように両者は相殺してゼロにな
る。定数でなかったとしても、寄与は小さい。∫

核
ρRH

Dξ

Dt
dV =

∫
外核

ρRH
Dξ

Dt
dV − ρICBRH4πR

2
ICBξ

dRICB

dt
(4.6.93)

= 0 (4.6.94)

ただし、式 (4.6.92)を用いる。結局、式 (4.6.91)は第 1 項と第 4 項のみが残る。第 1 項
(DT/Dtに依存する項) に負号を付けたものを永年冷却の項 Q冷 と書くことにする。

Q冷 ≡ −
∫
核
ρcp

DT

Dt
dV (4.6.95)

� マントルの進化が核の重力に及ぼす影響は無視する。つまり、マントルは球対称の密度を
持つため、核の領域には重力場を作らず、核との間で物質のやり取りもしないと考える。
すると、まるで CMB の外側が真空であるかのようにして、核内部のみで完結した自己
重力エネルギー (節 3.3.6) を考えることができる。軽元素の濃集を考えない場合、重力
項の平均は、静水圧平衡の関係を用いて次のように見積もられる。

−
∫
核
ρv · ∇ϕgdV =

∫
核
v · ∇pdV (4.6.96)

実際には内核の成長に伴い、外核に軽元素が濃集している。このため、外核の軽元素が増
えた分だけ、重力エネルギーが解放されている。上式に加えてこの効果を考慮する必要
がある。具体的には、重力エネルギーの表式 (3.3.39) において、組成の変化に伴う時間

250 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 4 章 MHD流体の性質 4.6 熱対流

変化のみを考慮することで、次のように見積もられる。(
−
∫
核
ρv · ∇ϕgdV

)
濃集

= −
∫
ϕg

(
∂ρ

∂t

)
p,T

dV (4.6.97)

= −
∫
核
ϕg

(
∂ρ

∂ξ

)
p,T

Dξ

Dt
dV (4.6.98)

=

∫
外核

ρϕgα
ξ
T

Dξ

Dt
dV ≡ Q重 (4.6.99)

ただし, αξT ≡= −
1

ρ

(
∂ρ

∂ξ

)
p,T

≃ ∆ρICB

ρICBξ
(4.6.100)

3 段目への変形では、本来は式 (4.6.93)のように、外核での積分項に加えて ICB での特
異的な項が出てくるが、ϕg を ICB でゼロになるように取れば第 2 項が消えて上式のよ
うに書ける。∆ρICB は ICB における内核と外核の質量密度の差であり、地震波観測に
よって決定される。上式を重力エネルギー解放の項 Q重 と書くことにする。Dξ/Dtは式
(4.6.92)によって内核の成長速度と関連付けられる。

� 潜熱の解放の項について、潜熱を LH とすれば、内核の成長速度を用いて次式のように見
積もられる。

Q潜 = 4πR2
ICBLHρICB

dRICB

dt
(4.6.101)

� 外核のほとんどの領域は断熱温度勾配にあると考える。断熱温度勾配 (節 4.6.1) は

T (r) = TCMB exp

[
−
∫ r

RCMB

gα

cp
dr

]
(4.6.102)

と書けるが、expの肩の因子の時間変化を無視すれば、
1

T

DT

Dt
=

1

TCMB

dTCMB

dt
(4.6.103)

という関係が成り立つ。つまり、外核内部の任意の場所の温度の時間変化を CMB に外
挿した冷却速度で上のように表すことにする。

� 内核は冷却に伴い、ICB が融点になるようにして成長するので、内核の成長速度は冷却
速度で表すことができる。具体的には次のように考える。ある時刻に圧力が p = p0 であ
るような位置にあった ICB が成長し、p = p0 + δp (δp < 0)の位置に移動したとき、こ
の新たな位置における温度の変化 δT を考える。圧力が pのときの融点を Tm(p)と書き、
実際の温度勾配が断熱温度勾配 Tad(p)であると仮定する。ICB の温度が Tm であること
を考慮すると、δT は次のように書ける。

δT = Tm(p0 + δp)−
(
Tm(p0) +

dTad
dp

δp

)
(4.6.104)

=

(
dTm
dp
− dTad

dp

)
δp (4.6.105)
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これと静水圧平衡の関係を用いると、内核の成長速度は次のように書ける。
dRICB

dt
= − 1

dTm/dp− dTad/dp
TICB

ρICBgICB

1

TCMB

dTCMB

dt
(4.6.106)

ただし、 ICB の温度に対しても式 (4.6.103)が成り立っていると考えた。
� 崩壊による加熱の項は、単位質量当たりの発熱量を hとすれば、

Q崩 =

∫
核
ρhdV (4.6.107)

と書ける。

以上の結果から、全エネルギー保存則は次のように書ける。

QCMB ≡
∫
CMB

q · dS = Q崩 + (Q̃冷 + Q̃重 + Q̃潜)|ṪCMB| (4.6.108)

後ろ 3 つの項が CMB の冷却速度に依存することを陽に表した。
続いて、核全体でのエントロピーの保存則を考える。エントロピーの方程式 (3.4.56)を保存

形に書き換えると、次のようになる。

∂

∂t
(ρs) +∇ ·

(
ρsv +

q

T

)
= κ

(
∇T
T

)2

+
ρh

T
+

Φ

T
+潜熱項 (4.6.109)

ただし、組成のフラックス iは小さいとして考えない。Φは散逸をまとめた項であり、実際には
ジュール散逸が主な寄与である。κ は熱伝導率である。上式を核全体に渡って積分し、全エネ
ルギー保存則の時と同じように平均値を見積もる。Ds/Dt を DT/Dt,Dp/Dt,Dξ/Dt の和に
分解し、上と同じように Dp/Dtの項を無視する。更に、Nimmo (2015)の見積もりによると、
Dξ/Dtの項も無視できる。DT/Dtの項は式 (4.6.103)を用いて CMB の冷却速度で表す。こ
のことを踏まえると、エントロピー保存則は次のように書ける。ただし、定圧比熱 cp は定数と
した。

QCMB

TCMB
=
cpM核全体
TCMB

|ṪCMB|︸ ︷︷ ︸
永年冷却

+
Q̃潜
TICB

|ṪCMB|︸ ︷︷ ︸
潜熱

+

∫
核
κ

(
∇T
T

)2

dV︸ ︷︷ ︸
熱伝導

+

∫
核

ρh

T
dV︸ ︷︷ ︸

崩壊熱

+

∫
核

Φ

T
dV︸ ︷︷ ︸

ジュール散逸
(4.6.110)

式 (4.6.108)と (4.6.110)が核全体の熱収支を考える際の基本式である。核の密度分布と重力
加速度の分布は地震波観測から明らかになっている (e.g. Dziewonski & Anderson, 1981)。温
度分布は、核がほとんど断熱温度勾配になっているという仮定の下で、ICB が融点であるとい
う制約から計算できる�29。放射性物質の量の推定は難しく、ゼロとして見積もられることもあ

�29 ただし、後に述べるように、外核の一部では対流が発生しておらず、温度勾配の絶対値が断熱温度勾配のそれを
下回っている可能性がある。
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る。鉄と軽元素の混合物の状態方程式や熱伝導率、潜熱などの情報が実験や第一原理計算のよう
な手法を用いて決定されれば、2 つの式の QCMB、|ṪCMB|、ジュール散逸項以外の因子が見積
もられる。更に、マントルの熱収支の考察から QCMB が見積もられれば、2 式を用いて CMB

の冷却速度 (内核の成長速度や年齢) とジュール散逸によって増えるエントロピー (ダイナモ機
構の指標) が決定できる�30。逆に、ジュール散逸項をゼロとすれば、2 式からダイナモ機構を起
こすために必要な最小の QCMB を計算できる。
実際に見積もってみる。質量密度 ρ(r) と温度分布 Tad(r)、潜熱 LH = 750 kJ kg−1、融

点の圧力依存性 Tm(p) として Nimmo (2015) のモデルを用いる。これは、熱膨張率 α =

1.25 × 10−5 K−1 や定圧比熱 cp = 840 J kg−1K−1 を定数として扱ったモデルである。Wicht

& Sanchez (2019)では、現在の QCMB の値は 7 - 17 TW 程度とまとめられている。ここでは
基本的に 12 TW とし、7 TW, 17 TW としたときの見積もりも載せる。ICB での密度ジャン
プの値は観測方法や理論によって異なるようだが、Nimmo (2015) ではそれらの研究を考慮し
て 400 - 800 kg m−3 程度とまとめられている。ここでは基本的に∆ρICB = 600 kg m−3 とし、
参考として 800 kg m−3 としたときの見積もりも載せる。放射性物質は基本的にゼロとするが、
Nimmo (2015)を参考に h = 1.1 × 10−12 W kg−1 としたときの見積もりも載せる。熱伝導率
の見積もりは、理論と実験で食い違ってきた歴史がある (詳しくは Wicht & Sanchez, 2019)。
ここでは Zhang et al. (2020)の結果として、κCMB = 100 W m−1K−1 を用いる。これは、ダ
イヤモンドアンビルセルによる実験結果の外挿と第一原理計算の結果が整合的な振る舞いをし
たとする研究である。また、参考として Konôpková et al. (2016)の実験結果 27 W m−1K−1

を用いた見積もりも載せる。表 4.3に計算結果をまとめた。
Zhang et al. (2020)の熱伝導率を採用した場合、CMB における断熱温度勾配が運ぶエネル

ギー量は 12 TW と見積もられる。前述したように、実際の QCMB はこれより大きいかもしれ
ないし、小さいかもしれないが、いずれの場合にも ∆S > 0であり、ダイナモ機構が発生し得
る。QCMB が Qad よりも小さかった場合、CMB 下には熱対流の発生していない安定成層が存
在することになる。このことを示唆するモデル計算や観測もある (詳しくは Wicht & Sanchez,

2019)。QCMB を 12 TW とした場合、およそ 670 MW K−1 のエントロピーがジュール散逸に
よって生成されることになる。この生成量の妥当性については後に考察する。
上で述べたモデルでは内核の成長速度が計算できるので、QCMB が不変であるという仮定の

下で時間積分することで、内核の年齢を見積もることができる。核の密度成層などは変わらず、
温度が式 (4.6.103)の関係を満たして変化すると考えて、表 4.3の最上段のパラメータを用いた
場合、6 億年と見積もられる。近年のより詳細なモデルを用いた研究でも、その程度か更に若い
年齢が得られている (詳しくは Wicht & Sanchez, 2019)。

�30 QCMB はマントルによって律速されていると考えられる。核側の CMB 付近には境界層が存在し、そこでは
QCMB に応じた温度勾配になっていると考える。
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表 4.3 地球の核の熱収支の見積もり：最上段のパラメータを基本として、パラメータを様々
に変えたときの見積もりの変化をまとめた。最上段と同じ値である欄は空白にした。記号の意
味と単位は次の通り。CMB でマントルに抜けるエネルギー量 QCMB (TW); ICB での密度
ジャンプ ∆ρICB (kg m−3); 放射性物質の崩壊熱 h (10−12W kg−1); CMB での熱伝導率 κCMB

(W m−1K−1); 式 (4.6.108)の各項の見積もり Q冷, Q潜, Q重, Q崩 (TW); CMB が断熱温度勾配
だった場合に運ばれるエネルギー量 Qad (TW); ダイナモを起こすために必要最小限の CMB

フラックス Qmin (TW); 式 (4.6.110)のジュール散逸項 ∆S (MW K−1)。
パラメータ エネルギー収支 その他の推定量

QCMB ∆ρICB h κCMB Q冷 Q潜 Q重 Q崩 Qad Qmin ∆S

12.0 600 0 100 4.8 4.4 2.8 0 11.5 4.5 668

7.0 2.8 2.6 1.6 0 223

17.0 6.8 6.2 4.0 0 1113

800 4.5 4.1 3.5 0 4.0 798

1.1 4.0 3.6 2.3 2.1 5.9 540

27 3.1 1.2 960

対流の駆動源
Davies & Gubbins (2011); Gubbins et al. (2015)の考え方を参考に、対流の駆動源について

詳しく考察する。
節 4.6.5で説明した閉包則 (3.4.63) に式 (3.4.62) を代入し、∇T の項を無視する。また、閉

包則 (3.4.64) でも∇µの項を無視する。つまり、次の形の閉包則を考える。

i = −ρD∇ξ −
αξTD

µξT
∇p (4.6.111)

qs = −κ∇T (4.6.112)

D は質量拡散率、κ は熱伝導率である�31。式 (4.6.111) の第 2 項は “barodiffusion” (傾圧拡
散) と呼ばれる。この項は外核の大部分では小さいが、CMB 直下に軽元素の豊富な層を作り出
すかもしれないという報告もある (Gubbins & Davies, 2013)。ここでは外核全体の大まかな見
積もりのため、組成はほとんど一様であるとして、傾圧拡散は無視する。
節 4.6.5で説明した非弾性液体近似を地球外核に応用した方程式系を考える。具体的には、基

準状態 (添え字 a) に等エントロピー ∇s = 0かつ一様組成 ∇ξ = 0の状態を選び、そこからの

�31 µξT の定義は節 3.4.8と同じである。本節では αξ の代わりに、

αξ
T ≡ −

1

ρ

(
∂ρ

∂ξ

)
p,T

= αξ +
αhξ

cp

を用いているが、非弾性液体近似では αξ ≃ αξ
T である。
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擾乱 (添え字 1) を考える。基準状態は永年冷却に伴って、上で考えたように時間変化する。熱
輸送の式と組成の保存則は次のように書ける。

∂

∂t
(ρacpT1) +∇ · (ρacpT1v − κ∇T1 − κ∇Ta)

= ρaαT1v · g − ρaTa
(
Ds

Dt

)
永年

+ ρah+潜熱項 (4.6.113)

∂

∂t
(ρaξ1) +∇ · (ρaξ1v − ρaD∇ξ1) = −ρa

(
Dξ

Dt

)
永年

(4.6.114)

ただし、ジュール散逸は考えない�32。ここで、次の “cotemperature” (共温度) と呼ばれる量を
導入する。

θ = T1 +
αξT
α
ξ1 (4.6.115)

すると、運動方程式に現れる浮力項は次のようになる。

−αT1g − αξξ1g ≃ −αθg (4.6.116)

また、式 (4.6.113) に 式 (4.6.114)×αξT cp/α を加えたものは次のように書ける。ただし、熱拡
散率 κ/(ρ0cp)と質量拡散率 D は等しいと考える�33。

∂

∂t
(ρacpθ) +∇ · (ρacpθv − κ∇θ − κ∇Ta)

= ρaαθv · g−ρacpαξT ξ1v · g︸ ︷︷ ︸
重力エネルギーの解放

−ρaTa
(
Ds

Dt

)
永年︸ ︷︷ ︸

永年冷却

+ρah︸ ︷︷ ︸
崩壊熱

+潜熱項−ρaα
ξ
T cp
α

(
Dξ

Dt

)
永年︸ ︷︷ ︸

濃集

(4.6.117)

このように考えることで、熱対流と組成対流を一括りにして、まるで熱対流のみを扱うかのよう
な方程式系を構成できる。上式を拡張した内部エネルギー保存則とみなし、運動方程式に v·を
作用させた式 (運動エネルギー保存則) を上式に加えることで、全エネルギー保存則に相当する
式が導出される。

∂

∂t

(
1

2
ρav

2 + ρacpθ

)
+∇ ·

[
1

2
ρav

2v + (ρacpθ + p1)v − κ∇θ − κ∇Ta
]

= −ρacpαξT ξ1v · g︸ ︷︷ ︸
重力エネルギーの解放

+その他の項 (4.6.118)

�32 ジュール熱は、後に述べるが、大きくても数 TW 程度と見積もられる。
�33 実際には κ/ρ0cp ∼ 10−6 m2s−1 であるのに対し、D ∼ 10−8 m2s−1 と考えられている (Davies & Gubbins,

2011)。実効的な拡散率は乱流によって決まり、両者共により大きな値を取ると考えれば、この考え方はある程
度正当化される。
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この式を半径 r の球状領域 Vr で積分した保存則を考える。r は外核内部の半径である。運動エ
ネルギーは小さいとして無視し、対流が定常とみなせるくらいの時間または空間で平均すると、
左辺は対流によるエンタルピーフラックスの平均と断熱温度勾配に沿った熱流束が残る。右辺
の重力エネルギーの解放項は、r = RCMB の場合は上で見積もった Q重 に一致しなければなら
ないが、具体的な分布は対流の様式が分からなければ決定できない。ここでは外核内で質量に
対して一様に解放されるとして見積もる。他の各項はエネルギー収支を見積もったときのよう
に変形すると、次式を得る。

Q対流(r) +Q断(r) = Q重(r) +Q冷(r) +Q崩(r) +Q潜 +Q濃(r) (4.6.119)

Q断(r) = 4πr2κ

∣∣∣∣dTadr
∣∣∣∣ (4.6.120)

Q重(r) ∼
Q重
M外核

∫
Vr−内核

ρadV (4.6.121)

Q冷(r) =
∫
Vr

ρaTadV
cp

TCMB

∣∣∣∣dTCMB

dt

∣∣∣∣ (4.6.122)

Q崩(r) = h

∫
Vr

ρadV (4.6.123)

Q潜 = 4πR2
ICBLHρICB

dRICB

dt
(4.6.124)

Q濃(r) =
(
1− 1

M外核

∫
Vr−内核

ρadV

)
4πR2

ICB∆ρICB
cp
α

dRICB

dt
(4.6.125)

上述したエネルギー収支のモデルから Q重, dRICB/dt, dTCMB/dtが決定されれば、上式より
各 r において対流が運ぶべき拡張されたエンタルピー量が求まる。QCMB = 12 TW, 7 TWの
場合について計算した分布を図 4.17に示す。式 (4.6.119) 右辺の各項の中では、軽元素の濃集
によって組成対流が駆動される効果がいちばん大きいことが分かる。それに次いで、潜熱の解放
によって熱対流が駆動される効果が大きい。右図の CMB 直下では、合計値が断熱温度勾配に
沿った輸送量を下回っている。これは対流が起きていないことを示唆する。このように、QCMB

が小さい場合には、CMB 直下に安定層ができている可能性がある。

対流のスケール
外核での対流に関する各量のスケールを見積もる。太陽対流層の場合は激しい重力成層をし

ており、混合距離をスケールハイトとして見積もった (節 4.6.3)。地球外核の場合、密度は外核
全体で 30 % 程度しか変化しない。一方、ロスビー数 Ro≪ 1の系であるため自転の影響を強く
受け、対流のスケール l は外核の幅 dよりもずっと小さいことが予想される。ここでは、MAC

バランスと呼ばれる仮定に基づいたスケーリングとして、Davidson (2013)の方法を用いる。こ
のスケーリングの妥当性についてはWicht & Sanchez (2019)で議論されている。
コリオリ力も考慮したブシネスク系の運動方程式に∇×を作用させた式 (渦度方程式) を考え
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図 4.17 地球外核での拡張されたエネルギー輸送率：式 (4.6.119) の右辺の各項の寄与と合
計が線で示されている。青く塗られた値は断熱温度勾配に沿ったエネルギー輸送率である。
QCMB = 12TW の場合、Q重 = 2.8 TW, dRICB/dt = 2.6 × 10−11 m s−1, |dTCMB/dt| =
2.6 × 10−15 K s−1 であり、QCMB = 7TW の場合、Q重 = 1.6 TW, dRICB/dt = 1.5 ×
10−11 m s−1, |dTCMB/dt| = 1.5× 10−15 K s−1 である。

る。ω = ∇× v は渦度である。
∂ω

∂t
+ (v · ∇)ω−2(Ω · ∇)v︸ ︷︷ ︸

コリオリ項 (C)

−(ω · ∇)v

= −∇× (αθg)︸ ︷︷ ︸
浮力項 (A)

+
1

ρ0µ0
∇× [(∇×B)×B]︸ ︷︷ ︸
ローレンツ項 (M)

+ν∇2ω (4.6.126)

Ωは地球自転の角速度ベクトルである。地球外核では、上式においてローレンツ項 (magnetic)

と浮力項 (Archimedean)、コリオリ項 (Coriolis) の 3 項が主要項であると考えられている�34。
これを MAC バランスという。この 3 項のつり合いから、各量の見積もりについて次の 2 つの
等式を得る。

B2

ρµ0l2
∼ gαθ

l
∼ ΩU

d
(4.6.127)

B は磁場のスケール、U は流速のスケールである。対流はテイラー-プラウドマンの定理 (節
4.3.3) の影響を受けて、自転軸方向に長い柱状の様式であると考え、コリオリ項の見積もりには

�34 運動方程式においては、コリオリ力と傾圧力が主要項であり (地衡流, 節 4.3.3)、そこからのずれとして MAC

バランスが保たれていると考えられている。
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lではなく dを用いた�35。
対流の運動エネルギーの源は浮力のする仕事である。対して、運動エネルギーはローレンツ

力を介して磁気エネルギーに変換されつつ、散逸によって損失する (内部エネルギーに変換され
る)。散逸は主にジュール散逸である。系が平均として定常状態にあれば、浮力のする仕事率と
散逸の時間率がつりあうはずである。

Ugαθ ∼ P (4.6.128)

P は単位時間・単位質量当たりに散逸するエネルギーであり、上で述べたエネルギー収支の見
積もりの結果より ∆S ∼ 670 MW K−1 とすれば、次のように見積もられる。

P ∼ ∆ST

ρV外核
∼ 1.7× 10−12 W kg−1 (4.6.129)

V外核 は外核の体積である。ジュール散逸は、アンペールの法則から電流を見積もることで、次
のように見積もられる。η = 1/(µ0σ)は磁気拡散率である。

P ∼ ηB2

ρµ0l2Ohm

(4.6.130)

lOhm はジュール散逸の起きる空間スケールであるが、これは対流と磁気拡散の時間スケールが
等しくなるような空間スケールとして、次のように見積もられる。

lOhm

UOhm
∼ l2Ohm

η
(4.6.131)

lOhm での渦度のスケールを ωOhm = UOhm/lOhm と書くと、式 (4.6.130) は次のように書き直
せる。

B2

ρµ0
∼ P

ωOhm
(4.6.132)

外核は乱流状態にあるため、小スケールでの渦度は P と dのみによって決まり、自転速度 Ωに
は依らないことが期待される�36。Davidson (2013) はこの仮定を課し、次元解析�37から次式を
得た。

B2

ρµ0
∼ d2/3P 2/3 (4.6.133)

式 (4.6.127), (4.6.128), (4.6.133) より、次のスケーリング則を得る。

U ∼ d1/9P 4/9Ω−1/3 (4.6.134)

l

d
∼ d−2/9P 1/9Ω−1/3 (4.6.135)

gαθ ∼ d−1/9P 5/9Ω1/3 (4.6.136)

�35 外核における乱流の様式については Aurnou et al. (2015)も参考にして欲しい。
�36 節 4.7.4の言葉を用いるならば、ΩOhm がエネルギーカスケードに沿って大スケール流から運ばれてくるエネル
ギー量によって決定されるということである。

�37 両辺の次元が一致する指数の組み合わせを探すこと。
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表 4.4 地球外核対流の見積もりに用いたパラメータと結果：各記号の意味については本文を参
照。

パラメータ 結果
r 2400 km B 0.7 mT

d 2260km U 7× 10−4 m s−1

ρ 1.1× 104 kg m−3 l 100 km

g 7.7 m s−2 θ 2× 10−5 K

α 1.25× 10−5 K−1 Q対流 10 TW

cp 840 J kg−1K−1

P 1.7× 10−12 W kg−1

Ω 7.29× 10−5 s−1

また、対流が運ぶ拡張されたエネルギー輸送率は次のように見積もられる。

Q対流 ∼ 4πr2ρcpθU (4.6.137)

実際に見積もってみる。使用したパラメータと結果を表 4.4 にまとめた。まず、B につい
て、観測から外挿される CMB での動径磁場の強度は 0.1 mT の桁数である (節 4.2.6)。見
積もりの結果はそれと整合的である。U について、磁場が外核の液体金属に対して凍結し
ているという仮定の下で、CMB での磁場の時間変化の様子から、その変化を起こしている
流れの速さを推定することができる (詳しくは Holme, 2015)。この手法で推定される流速は
5 × 10−4 m s−1 である。見積もりの結果はこれと同じオーダーである。Q対流 の値も、上でエ
ネルギー収支の観点から見積もった結果と整合的である。熱拡散率、磁気拡散率、動粘性率をそ
れぞれ κ̃ = κ/(ρcp) = 1 × 10−5 m2s−1, η = 0.6 m2s−1, ν = 5 × 10−7 m2s−1 として、空間ス
ケールに lを用いると、各無次元数 (節 4.1) は次のように計算できる。

Rm ∼ 102, Re ∼ 108, Ro ∼ 10−5, Ra ∼ 1017 (4.6.138)

4.7 乱流
レイノルズ数が 104 を超えるような系は乱流状態にある。乱流とは、様々なスケールの流れ

が乱雑に存在しており、また乱雑に時間発展するような状態である。あちこちで励起される個々
の渦の時間発展を予測することは困難であり、それらの渦の統計的な性質を扱う解析手法が取
られる。乱流はまだどのように取り扱えばよいか分かっていない部分も多いが、本節ではよく
目にすると思われる概念を説明する。
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4.7.1 統計的性質の記述方法
平均操作
速度場などの場の量に対する平均を上線で表す。具体的な平均操作としては、乱流場が一様

な場合、つまり各点が同等の力学的条件を備えている場合はある程度の空間に渡る平均が考え
られる。あるいは、乱流の統計的性質が定常ならば、ある程度の時間に渡った平均も考えられ
る。統計力学に倣ってアンサンブル平均を考えることもある。アンサンブル平均とは、系を何
度も同じ状況に設定して観測した場合の、多数の観測データの平均である。ここでは、具体的
な平均操作の性質には立ち入らず、次のレイノルズの関係を満たすものとして平均を導入する。
つまり、場の量 F,Gを平均 (上線) とそこからの変動 (プライム記号) に分けたとき、次の性質
を持つことにする。

F = F + F ′, F = F, F ′ = 0 (4.7.1)

F +G = F +G, F G = F G, FG′ = 0 (4.7.2)

平均操作は時間微分や空間微分と可換である。アンサンブル平均はこれらの性質を満たす。空
間平均の場合は幾つかの性質は漸近的な仮定になる。例えば、簡単のために 1 次元で考えたと
き、点 xでの平均を次のように定義する。

F (x) =
1

l

∫ x+l/2

x−l/2
F (x′)dx′ (4.7.3)

仮に、平均場が
F (x) = F0

(
1 +

x2

l20

)
(4.7.4)

と表される場合、次のように計算できる。

F ′

F0
=
F − F
F0

= − 1

12

l2

l20
(4.7.5)

つまり、平均場の変化のスケール l0 に比べて小さな範囲 lで平均する場合に、近似的に F ′ = 0

が成り立つ。乱流のスケール (例えば後述する相関長) より長く、平均場の変化スケールより短
い lが選べなければならない。時間平均に関しても同様である。

速度相関テンソル
乱流の時空間構造を記述するために、次の量が導入される。

Qij(x, t; r, τ) = v′i(x+ r, t+ τ)v′j(x, t) (4.7.6)
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これを (オイラー) 速度相関テンソル (Eulerian velocity correlation tensor) という�38。乱流
が空間的に一様である場合は、Qij は座標 xに依らず、定常である場合は時刻 tに依らない。以
下では、乱流が一様である場合の同時刻 (τ = 0) の相関を考える。引数 tは省略する。このと
き、定義より添え字と相対位置の反転に対して対称である。

Qij(r) = Qji(−r) (4.7.7)

非圧縮性の乱流を考える場合は、∇ · v′ = 0より
∂Qij
∂ri

= 0,
∂Qij
∂rj

= 0 (4.7.8)

が成り立つ。
一様乱流が更に等方的である場合を考える。等方的とは、空間回転に対して統計的性質が不変

であることをいう。2 点間の相対位置ベクトル ri の関数である等方テンソルは、ri, δij , εijk か
ら作られる同階のテンソルの 1 次結合で表されることが知られている (Robertson, 1940)。具
体的には、1, 2, および 3 階の等方テンソルはそれぞれ次のように表される。

Ti(r) = A(r)
ri
r

(4.7.9)

Tij(r) = A(r)
rirj
r2

+B(r)δij + C(r)εijk
rk
r

(4.7.10)

Tijk(r) = A(r)
rirjrk
r3

+B(r)δij
rk
r

+ C(r)δik
rj
r

+D(r)δjk
ri
r

+ E(r)εijl
rlrk
r2

+ F (r)εjkl
rlri
r2

+G(r)εkil
rlrj
r2

+H(r)εijk (4.7.11)

各係数は相対位置ベクトルの大きさ r の関数である。実際に、 2 階等方テンソルが回転変換に
対して不変であることを確かめる。回転行列 Rij によって、Tij と ri が次のように変換される
ような回転変換を考える。

T̃ij = RikRjlTkl, r̃i = Rijrj , r̃ = r (4.7.12)

回転行列の性質�39

RikRjk = δij , RikRjlεklm = εijnRnm (4.7.13)

�38 これに対し、ラグランジュ速度相関テンソルは v
(L)
i (x+ r, t|t+ τ)vj(x, t)と定義される。ただし、v(L)

i (x+

r, t|t+ τ)は時刻 tに座標 (x+ r)にいた流体粒子が時刻 (t+ τ)に持つ速度である。ラグランジュ速度相関テ
ンソルはガリレイ変換に対して不変であるのに対し、オイラー速度相関テンソルは形を変えることに注意を要す
る。

�39 1 つ目の性質は回転行列が直交行列であることによる。2 つ目の性質は次のように導かれる。一般の 3 次正方行
列 Rij に対して、行列式はレヴィ-チヴィタの記号を用いて次のように表される。

|R| = εpqnRp1Rq2Rn3

これを拡張して、次の等式も成り立つ。
εklm|R| = εpqnRpkRqlRnm

上式の両辺に RikRjl を乗じ、回転行列の場合には |R| = 1であることと、1 つ目の性質を用いれば導かれる。
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を用いれば、次のように計算できる。

T̃ij = A(r)
RikrkRjlrl

r2
+B(r)RikRjlδkl + C(r)RikRjlεklm

rm
r

(4.7.14)

= A(r̃)
r̃ir̃j
r̃2

+B(r̃)δij + C(r̃)εijn
r̃n
r̃

(4.7.15)

相関を取る 2 点を結ぶ線分の向き (r の向き) の速度成分を v′L、それに垂直な 2 方向の成分
を v′N , v

′
N ′ と書いたとき、次の 3 つの量を導入する。ただし、L,N,N ′ の順で右手系を成すよ

うにとる。

QLL(r) = v′L(x+ r)v′L(x) (4.7.16)

QNN (r) = v′N (x+ r)v′N (x) (4.7.17)

QNN ′(r) = v′N (x+ r)v′N ′(x) (4.7.18)

これらはそれぞれ縦速度相関関数 (longitudinal)、横速度相関関数 (lateral)、ねじれ速度相関
関数 (skewed) と呼ばれる。例えば、r = (r, 0, 0)とすれば、L = 1, N = 2, N ′ = 3なので、式
(4.7.10) の係数と比較することで、等方的な Qij は次のように書けることが分かる。

Qij(r) = [QLL(r)−QNN (r)]
rirj
r2

+QNN (r)δij +QNN ′(r)εijk
rk
r

(4.7.19)

非圧縮性の乱流の場合は、式 (4.7.8) より

QNN = QLL +
r

2

dQLL
dr

(4.7.20)

という関係が分かるので、次のように書き直せる。

Qij = −
r

2

dQLL
dr

rirj
r2

+

(
QLL +

r

2

dQLL
dr

)
δij +QNN ′εijk

rk
r

(4.7.21)

更に、乱流の統計的性質が座標系の反転に対しても不変ならば、QNN ′ = 0とならなければなら
ない。

乱流の特性長
乱流の特徴的なスケールとして、次の相関長 (積分距離) を考えることがある。

lcor =
1

QLL(0)

∫ ∞

0

QLL(r)dr (4.7.22)

相関長は、QLL(r) が張る面積と同じ面積の長方形を描いたときの幅に相当する (図 4.18)。節
4.7.4で、乱流は様々な大きさの渦として捉えられることを述べるが、相関長はいちばん大きな
渦の典型的な大きさに相当する。
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図 4.18 相関長 lcor とテイラー長 lT

別の特性長として、次のテイラー長を考えることもある。

lT =

√
− QLL(0)

d2QLL/dr2|r=0
(4.7.23)

テイラー長は、QLL(r)の原点での振る舞いにより決定される量であり、図 4.18のように、原
点で QLL のグラフと接する放物線の r 切片に対応する。

4.7.2 フーリエ解析
速度場のフーリエ分解
一様乱流を考える際には、速度場をフーリエ分解して扱うことがある。解析の都合上、一辺の

長さが Lの立方体 V の内部で乱流を考える。立方体の壁では周期的境界条件を課す。L → ∞
の極限が一様乱流を表すと考える。立方体内部の流れは次のように固有モードの和に展開でき
る。

v′(x, t) =

(
2π

L

)3∑
k

ṽ(k, t) exp(ik · x) (4.7.24)

波数ベクトル kは整数を成分とするベクトル n = (n1, n2, n3)を用いて

k =
2π

L
n (4.7.25)

と表される。kの和はこの n全体に渡ってとる。この和は L→∞の極限では (2π/L)3
∑

k →∫
d3k と書き換えられる。フーリエ係数は

ṽ(k, t) =
1

(2π)3

∫
V

v′(x, t) exp(−ik · x)d3x (4.7.26)

と表される。ディラックのデルタ記号を

δk =

{
1 (k = 0)

0 (k ̸= 0)
(4.7.27)
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と書くことにすれば、
δk =

1

L3

∫
V

exp(ik · x)d3x (4.7.28)

という公式が得られる。L→∞の極限では (L/2π)3δk → δ(k)と書かれる。

エネルギースペクトル
一様乱流のオイラー速度相関テンソルをフーリエ変換 (付録 1.C.6) したもの

Q̃ij(k) =
1

(2π)3

∫
Qij(r) exp(−ik · r)d3r (4.7.29)

をエネルギースペクトルテンソルという。逆変換は

Qij(r) =

∫
Q̃ij(k) exp(ik · x)d3k (4.7.30)

である。Qij の成分は実数であるため、フーリエ変換の性質 (1.C.200) を満たす。これと Qij

の対称性 (4.7.7) より、Q̃ij はエルミートである。

Q̃ij(k) = Q̃∗
ji(k) (4.7.31)

肩の ∗は複素共役の意味で用いる。非圧縮の条件は

kiQ̃ij(k) = 0, kjQ̃ij(k) = 0 (4.7.32)

と書き直せる。また、速度場のフーリエ成分とは次の関係にある。

ṽi(k)ṽj(k
′) = Q̃ij(k)δ(k + k′) (4.7.33)

あるいは、一辺 Lの立方体内で考えている場合は次のようにも書ける。

ṽi(k)ṽj(k
′) =

(
L

2π

)3

Q̃ij(k)δk+k′ (4.7.34)

更に、一様乱流のエネルギースペクトルテンソルは、任意の複素定ベクトル Xi に対して次式を
満たさなければならない (e.g. Krause & Rädler, 1980, §6.4)。

Q̃ij(k)XiX
∗
j ≥ 0 (4.7.35)

これをボホナーの定理 (Bochner’s theorem) という。
一様等方乱流の場合、Q̃ij は式 (4.7.10) で r を k に置き換えた形式で表されるが、非圧縮の

場合は式 (4.7.32) より、A(k) + B(k) = 0 でなければならない。つまり、Q̃ij は 2 つのスカ
ラー関数によって次のように表される。

Q̃ij(k) =
1

2

[
E(k)

2πk2

(
δij −

kikj
k2

)
− iεijlkl

H(k)

4πk4

]
(4.7.36)
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E(k),H(k)はそれぞれエネルギースペクトル関数、ヘリシティスペクトル関数と呼ばれる。ボ
ホナーの定理 (4.7.35) より、これらの関数は次の関係を満たす必要がある。

2kE(k) ≥ |H(k)| (4.7.37)

逆に表すと次のようになる。

E(k) =
1

2

∫
半径 k の球面

Q̃ii(k)dS (4.7.38)

=︸︷︷︸
等方の場合

2πk2Q̃ii(k) (4.7.39)

H(k) = i

∫
半径 k の球面

εijlklQ̃ij(k)dS (4.7.40)

=︸︷︷︸
等方の場合

4πik2εijlklQ̃ij(k) (4.7.41)

式 (4.7.36) が成り立つのは等方乱流の場合に限るが、E(k),H(k)は上式によって非等方の場合
にも定義できる。単位質量当たりの平均運動エネルギーは次のように書ける。

K =
1

2
[v′i(x)]

2 (4.7.42)

=
1

2
Qii(0) (4.7.43)

=
1

2

∫
Q̃ii(k)d

3k (4.7.44)

=

∫ ∞

0

E(k)dk (4.7.45)

つまり、E(k)は波数が k ∼ k + dk であるフーリエ成分からの運動エネルギーへの寄与と解釈
できる。渦度を ω′ = ∇× v′ として、v′ · ω′ を乱流によるヘリシティというが、ヘリシティの
平均は次のように書ける。

v′i(x)ω
′
i(x) =

(
2π

L

)6∑
k

ṽi(k)ω̃i(k) (4.7.46)

= −i
(
2π

L

)6∑
k

εiljklṽi(k)ṽj(k) (4.7.47)

= i

∫
εijlklQ̃ij(k)d

3k (4.7.48)

=

∫ ∞

0

H(k)dk (4.7.49)
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E(k),H(k)と縦速度相関関数 QLL、ねじれ速度相関関数 QNN ′ は次の関係にある。

E(k) =
k2

π

∫ ∞

0

r2QLL(r)

[
sin(kr)

kr
− cos(kr)

]
dr (4.7.50)

QLL(r) =
2

r2

∫ ∞

0

E(k)

k2

[
sin(kr)

kr
− cos(kr)

]
dk (4.7.51)

H(k) =
4k

π

∫ ∞

0

QNN ′(r)[sin(kr)− kr cos(kr)]dr (4.7.52)

QNN ′(r) =
1

2r2

∫ ∞

0

H(k)

k3
[sin(kr)− kr cos(kr)]dk (4.7.53)

4.7.3 非圧縮一様乱流
ナビエ-ストークス方程式から出発し、変動速度が従うべき方程式を考える。いちばん単純な

系として平均流の無い非圧縮一様乱流を想定し、速度場のフーリエ成分が従う方程式を導出し
てから波数空間での運動エネルギーの保存則を考える。木田重雄 & 柳瀬眞一郎 (1999) の 2.2

節、4.3 節、4.10 節を参考にした。

レイノルズ分解
速度場と圧力場を平均場 (上線) と変動場 (プライム記号) に分けて考える。

v = v + v′ (4.7.54)

p = p+ p′ (4.7.55)

上式を非圧縮流の質量保存則とナビエ-ストークス方程式に代入し、平均をとると、平均流に関
する次の方程式を得る。fi は外力を表す項である。

∂vk
∂xk

= 0 (4.7.56)

∂vi
∂t

+
∂

∂xk
(vkvi) = −

1

ρ

∂p

∂xi
+ ν∇2vi + f i −

∂

∂xk

(
v′kv

′
i

)
(4.7.57)

上式をナビエ-ストークス方程式と比べると、第 2 式の右辺に v′kv
′
i の項が加わっている。これ

は移流項が非線形であることにより出てきた項である。応力と同じ ∇ · ()の形式の項であるた
め、−ρv′iv′j はレイノルズ応力と呼ばれる。乱流の存在によって平均流の運動量が輸送される効
果を表す。
ナビエ-ストークス方程式から平均流に関する方程式を引くことで、変動流に関する次の方程
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式を得る。

∂v′k
∂xk

= 0 (4.7.58)

∂v′i
∂t

+
∂

∂xk
(vkv

′
i + v′kvi + v′kv

′
i − v′kv′i) = −

1

ρ

∂p′

∂xi
+ ν∇2v′i + f ′i (4.7.59)

更に、上の第 2 式に v′j を乗じて平均をとり、添え字 iと j を入れ替えた式を加えることで、レ
イノルズ応力の時間発展式を得る。

∂

∂t

(
v′iv

′
j

)
+ vk

∂

∂xk

(
v′iv

′
j

)
= −1

ρ
v′i
∂p′

∂xj
− 1

ρ
v′j
∂p′

∂xi
+ ν

(
∇2v′iv

′
j − 2

∂v′i
∂xk

∂v′j
∂xk

)

+ v′if
′
j + v′jf

′
i − v′iv′k

∂vj
∂xk
− v′jv′k

∂vi
∂xk
− ∂

∂xk
v′kv

′
iv

′
j (4.7.60)

平均流の方程式に現れるレイノルズ応力の時間発展は上式により求められるが、上式には 3 次
のモーメント v′kv

′
iv

′
j が現れるため、これだけでは解くことができない。3 次のモーメントの時

間発展式も同様にして書き下すことができるが、そこには更に高次のモーメントが現れ、堂々巡
りになる。よって、平均流の方程式に始まるこれらの方程式系を解くためには、何らかの考察
を行って高次のモーメントを低次のモーメントで表すことで、方程式系を閉じなければならな
い�40。これは完結問題 (closure problem) と呼ばれる。

フーリエ成分の方程式
一様乱流を想定して、変動場のフーリエ成分についての方程式を考える。平均流が無い場合

(v = 0) について、変動流に関する方程式 (4.7.58), (4.7.59) を節 4.7.2で述べた方法でフーリ
エ変換すると、次式を得る。引数 tは省略する。

kiṽi(k) = 0 (4.7.61)

∂

∂t
ṽi(k) = −ikj

(
2π

L

)3∑
p,q

ṽj(−p)ṽi(−q)δk+p+q −
i

ρ
kip̃(k)− νk2ṽi(k) + f̃i(k) (4.7.62)

f̃i(k)は外力のフーリエ成分である。和は与えられた kに対して三角関係 k+ p+ q = 0を満た
すような p, q の組についてとる�41。上の第 2 式に ki を作用させて第 1 式を用いると、圧力の

�40 この問題の構造は、第 6章で説明するように、流体の保存則を運動論的方程式のモーメントとして見たときと同
じである。運動論の場合は、分布関数の局所マクスウェル-ボルツマン分布からのずれが小さいという仮定の下
で、粘性項や拡散項を平均量 (ρ,v, T など) によって表すことで、方程式系を閉じる。

�41 p,q で和をとる項は変動流の移流項のフーリエ変換

−
1

(2π)3

∫
V

∂

∂xj
(v′jv

′
i) exp(−ik · x)d3x = −

ikj

(2π)3

∫
V
v′jv

′
i exp(−ik · x)d3x

を計算すると出てくる。v′j と v′i をそれぞれ式 (4.7.24)により展開し、デルタ記号の公式 (4.7.28)を用いる。
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フーリエ成分が次のように表される。

p̃(k)

ρ
= −kikj

k2

(
2π

L

)3∑
p,q

ṽi(−p)ṽj(−q)δk+p+q (4.7.63)

これを代入することで、式 (4.7.62)は次のように書き換えられる。(
∂

∂t
+ νk2

)
ṽi(k) = −

i

2

(
2π

L

)3

P̃ijl(k)
∑
p,q

ṽj(−p)ṽl(−q)δk+p+q + f̃i(k) (4.7.64)

ただし, P̃ijl(k) = kl

(
δij −

kikj
k2

)
+ kj

(
δil −

kikl
k2

)
(4.7.65)

エネルギースペクトルの方程式
式 (4.7.65)に ṽi(−k) = ṽ∗i (k)を乗じて平均をとり、実部をとる�42。すると、式 (4.7.34)よ

り、エネルギースペクトルテンソルのトレースに関する次の方程式を得る。(
∂

∂t
+ 2νk2

)
1

2
Q̃ii(k) =

(
2π

L

)3∑
p,q

T̃ (k;p, q) + F̃ (k) (4.7.66)

ただし, T̃ (k;p, q) = −1

2

(
2π

L

)3

Im
[
P̃ijl(k)ṽi(k)ṽj(p)ṽl(q)

]
δk+p+q (4.7.67)

F̃ (k) = Re
[
ṽ∗i (k)f̃i(k)

]
(4.7.68)

T̃ (k;p, q)は三角関係 k + p+ q = 0を満たす 3 成分間の相互作用によって波数 k 成分のエネ
ルギーが増加する割合を表す。T̃ (k;p, q)は次の関係を満たす。

T̃ (k;p, q) + T̃ (p; q,k) + T̃ (q;k,p) = 0 (4.7.69)

つまり、3 成分間の相互作用によって k 成分のエネルギーが増加した場合、等しい分だけ p成
分と q 成分のエネルギーは減る。エネルギーのやり取りを全ての波数に渡って合計するとゼロ
になる。 ∑

k

∑
p,q

T̃ (k;p, q) = 0 (4.7.70)

更に、式 (4.7.66) を |k| が一定の球面で合計した方程式を考える。次の量を導入する。

�42 複素共役をとった式を加えて 1/2倍する操作と等価である。
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∆k = 2π/Lと書く。

E(k)∆k =
∑

k−∆k/2<|k|<k+∆k/2

1

2
Q̃ii(k) (4.7.71)

T (k)∆k =
∑

k−∆k/2<|k|<k+∆k/2

(
2π

L

)3∑
p,q

T̃ (k;p, q) (4.7.72)

F (k)∆k =
∑

k−∆k/2<|k|<k+∆k/2

F̃ (k) (4.7.73)

E(k)は L→∞の極限で式 (4.7.38)によって導入されるエネルギースペクトル関数である。式
(4.7.66)は次のようになる。 (

∂

∂t
+ 2νk2

)
E(k) = T (k) + F (k) (4.7.74)

T (k)は他の波数成分との相互作用の結果、注目する波数成分のエネルギーが増える効果を表す。
F (k)は外力によって注目する波数成分に注入されるエネルギーを表す。
T (k)をある波数 k より大きな波数に渡って合計した量

Π(k) =
2π

L

∑
k′≥k

T (k′) −−−−→
L→∞

∫ ∞

k

T (k′)dk′ (4.7.75)

はエネルギー流束関数と呼ばれる。これは、三角関係を満たす 3 成分間の相互作用により、波
数 k を横切って波数の小さな方から大きな方へ単位時間に輸送されるエネルギー量を表す。式
(4.7.74)を全波数帯で積分すると、式 (4.7.70)より T (k)に関する項が消え、変動流による単位
質量あたりの平均運動エネルギーK = v′2/2に関する次の方程式を得る。

dK

dt
= −2ν

∫ ∞

0

k2E(k)dk +

∫ ∞

0

F (k)dk (4.7.76)

右辺第 2 項は外力による仕事であり、第 1 項は粘性散逸によるエネルギー損失を表す。
2νk2E(k)∆k は (k −∆k/2)と (k +∆k/2)の間の波数帯でのエネルギー散逸の大きさを表す。

4.7.4 コルモゴロフの現象論
レイノルズ数が大きく、十分に発達した乱流では、大小様々なスケールの渦運動が励起され、

相互作用している。各スケールの運動成分の持つ運動エネルギーは前節で述べたエネルギース
ペクトル関数 E(k)によって表される。非圧縮一様等方乱流の場合において、幾つかの仮定と次
元解析から、E(k)が従うべき法則が導かれる。実験室や数値計算による乱流は実際にその法則
に従うことが知られている。本節では等方的な乱流の現象論的な考察をする。木田重雄 & 柳瀬
眞一郎 (1999)の 5.2 節を参考にした。
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非圧縮一様等方乱流の場合、乱流の異なるスケール (波数) 間のエネルギーのやり取りは次の
ように考えられている。例えば熱対流における浮力のように、外界からの作用によってあるス
ケールの流れが励起される。つまり、特定の波数 k0 を中心にエネルギーが注入される。すると、
そのスケールの運動は小さなスケールの渦を励起し、その渦は更に小さなスケールの渦を励起す
る。こうして、小さなスケール、つまり波数のより大きな成分にエネルギーが伝達される。小さ
なスケールでは粘性による平滑化の効果がより強くはたらき、運動の生成を抑制する。このよう
にして、大きな波数の成分の運動エネルギーは、粘性散逸によって熱エネルギーに変換される。
前節の言葉を用いると、上で述べた描像はエネルギー流束関数 Π(k)が典型的に正の値をとる

ということを言っている。エネルギーの伝達は三角関係 k + p+ q = 0を満たす 3 つのフーリ
エ成分間の相互作用によって表されると述べた。十分に大きなレイノルズ数の場合は、波数の
大きさが同程度 k ∼ p ∼ q の成分間での伝達の寄与が大きいことが数値的にも (e.g. Mininni

et al., 2008) 理論的にも (e.g. 木田重雄 & 柳瀬眞一郎, 1999; Aluie & Eyink, 2009) 示されて
いる。つまり、波数が大きく異なる成分間でのエネルギーのやり取りは少ない。このことをエ
ネルギー伝達の (波数空間における) 局所性 (locality) という。外から励起された大きなスケー
ルのエネルギーは多数のエネルギー交換過程を経て小さなスケールの成分に伝わっていくため、
小さなスケールの運動は大きなスケールの運動の詳細には強く依存しなくなる。つまり、小ス
ケールの運動はエネルギー注入過程の詳細に依らず普遍的な性質を持つと考えられる。
ここまで述べたことを図 4.19にまとめる。波数 k0 付近で外力によってエネルギー注入が起

きるとする。このときに単位時間あたりに注入されるエネルギーを ϵと書く。k0 は節 4.7.1で
述べた相関長 (積分距離) に相当する。つまり、相関長を l0 とすれば、k0 ∼ 1/l0 である。k0 付
近の波数領域をエネルギー保有領域 (energy-containing range) という。乱流が平均として定常
状態にあれば、エネルギーの散逸率も ϵになるはずである。散逸はコルモゴロフ長 lK に対応す
る波数 kK = 1/lK で効率よく起きることを後述する。k0 から kK までフーリエ成分間の局所的
な相互作用によってエネルギーが伝達される。この輸送率は実際には k にも時間にも依ると考
えられるが、後の考察では一様定常に ϵであると仮定する。このように、エネルギーが大きなス
ケールから小さなスケールに伝達される構造をエネルギーカスケードという。
エネルギースペクトルの小スケール成分が、平均のエネルギー輸送率 ϵと動粘性率 ν のみに

依存すると仮定する (コルモゴロフの第 1 仮説)。すると、次元解析�43より、f(x)を無次元関数
として、次式を得る。

E(k) = ν5/4ϵ1/4f(k/kK) (4.7.77)

ただし, kK = ν−3/4ϵ1/4 (4.7.78)

kK はコルモゴロフ波数と呼ばれる。これは、E(k)を ν5/4ϵ1/4 で規格化し、k を kK で規格化
してプロットすると、k が k0 より十分に大きい領域では乱流の種類に依らず同じ曲線 y = f(x)

�43 両辺の次元が等しくなるような指数の組を見つけること。
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図 4.19 乱流のエネルギースペクトルとエネルギー伝達の模式図：木田重雄 & 柳瀬眞一郎
(1999)の図 5.1 を参考にした。

に乗ることを言っている。これをコルモゴロフの相似則といい、これが成り立つ波数領域を普
遍領域 (universal range) という。
エネルギー保有領域の空間スケール l0 と変動流のスケール v0 を用いてレイノルズ数を

Re = v0l0/ν と定める。l0 のスケールでの変動場の時間スケールを τ0 ∼ l0/v0 とし、ϵ ∼
v20/τ0 ∼ v30/l0 と見積もると、kK/k0 ∼ Re3/4 となる。レイノルズ数が大きな系では k0 と kK

のオーダーが離れるため、普遍領域の低波数側に粘性に依らない領域が発生すると考えられる
(コルモゴロフの第 2 仮説)。式 (4.7.77) が ν に依らないとすると、f(x) ∝ x−5/3 となり、次式
が成り立つ。

E(k) = CKϵ
2/3k−5/3 (4.7.79)

CK は普遍定数であり、コルモゴロフ定数と呼ばれる。このべき法則はコルモゴロフのマイナ
ス 3 分の 5 乗則と呼ばれ、これが成り立つ波数領域を慣性領域 (inertial range) という。コル
モゴロフ定数の値は乱流の観測から CK = 1.4 ∼ 1.8の範囲にあるとされている (Sreenivasan,

1995)。
f(x)の具体的な形は、例えばWarhaft (2002)の Fig. 4 や木田重雄 & 柳瀬眞一郎 (1999)の

図 5.3 を参照されたい。これらの図を見ると、確かに様々な実験結果が k ≫ k0 で同じ曲線に収
束していることが分かる。f(x)は k ≪ kK では上で述べた 3 分の 5 乗則に従い、k ≫ kK で
は指数関数的に減少する (木田重雄 & 柳瀬眞一郎, 1999, 6.5 節)。つまり、kK より大きな成分
は粘性により強く減衰していると解釈できる。コルモゴロフ長は乱流の最小渦の大きさを表す。
慣性領域内のスケール k = 1/lでの変動場の時間スケールは、次元解析より

τ ∼ ϵ−1/3k−2/3 ∼ ϵ−1/3l2/3 (4.7.80)
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と見積もられる。上式と粘性散逸の時間スケール l2/ν を等値することで、コルモゴロフ長が得
られる。コルモゴロフ長より大きなスケールでは乱流の時間スケールが粘性散逸のそれよりも
短いが、コルモゴロフ長付近では両者が同程度になり、粘性の効果が強く現れるわけである。

4.7.5 [トピック] 太陽対流層の差動回転
太陽対流層は差動回転をしていることを節 4.3.3で述べた (図 4.11)。その角速度の対流層の

流れ場を経度方向一周に渡る平均場 (⟨ ⟩) とそこからのずれ (乱流、′) に分ける考え方は平均
場理論と呼ばれることがある。平均場の ϕ成分 Ω = ⟨vϕ⟩ /(r sin θ)は子午面内の各点での自転
角速度の分布である。一方で、平均場の子午面内成分は子午面流と呼ばれ、V m と書くことに
する。この枠組みでは、エントロピーの分布やレイノルズ応力を介した乱流による運動量輸送
の効果の影響を受けて Ω と V m の分布が決定される。Ω と V m も相互作用をする。その際に
実現することが期待される 2 つのバランスについて説明する。関連するレビューには、例えば
Rüdiger & Hollerbach (2004), Miesch (2005), Brun & Rempel (2009), Kitchatinov (2012)

がある。

平均場理論の基礎方程式
平均の角速度 Ω⊙/(2π) = 430 nHzで自転する座標系で考える。1 つめのバランスは節 4.3.3

で述べた温度風平衡であり、渦度方程式の ϕ成分を考える。再掲すると、次のようになる。

∂ ⟨ωϕ⟩
∂t

+ [...] = 2Ω⊙r sin θ
∂Ω

∂z
− g

cpr

∂ ⟨s1⟩
∂θ

(4.7.81)

左辺の [...]には平均場による移流を表す項やレイノルズ応力の項、ローレンツ項が含まれる。右
辺の 2 項が大きな寄与を持ち大まかにはつりあっていると考えられる。この 2 項の大きさに違
いがあると、⟨ωϕ⟩、すなわち子午面流が駆動される。
エントロピーの平均 ⟨s1⟩ の分布は非弾性近似における熱輸送の式 (4.6.75) を平均した式に

従って決定される。運動方程式を平均するとレイノルズ応力の項が現れるのと同様に、熱輸送
の式には ∇ · ⟨s′1v′⟩の項が加わることになる�44。これは乱流によるエントロピー輸送の効果を
表す。レイノルズ応力だけでなく、この効果も何らかの考察によって平均場で表されなければ、
平均場の方程式系は閉じない。
対流層内部で重要な 2 つめのバランスは運動方程式の ϕ成分を表すことで得られる。非弾性

近似の運動方程式 (4.6.71) の平均をとり、ϕ成分を考えると、次式を得る。ただし、ローレン

�44 添え字 1 は非弾性近似において基準状態 (添え字 a) とそこからのずれに分けたときのものである。
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ツ項はマクスウェル応力の形式で表した。

ρa(r sin θ)
2 ∂Ω

∂t
= −∇ · F (4.7.82)

Fi = r sin θρa

[
⟨vi⟩Ωr sin θ + ⟨v′iv′ϕ⟩ −

1

µ0ρa

(
⟨B′

iB
′
ϕ⟩+ ⟨Bi⟩ ⟨Bϕ⟩

)]
(4.7.83)

F は角運動量のフラックスを表す。第 1 項は子午面流による輸送、第 2 項はレイノルズ応力、
第 3 項はマクスウェル応力である。レイノルズ応力によって角運動量が赤道方向へ運ばれるこ
とで、差動回転が駆動される。マクスウェル応力を無視した場合、平衡状態ではレイノルズ応力
項と子午面流による移流項がつりあうことになる。
ローレンツ項を考えない場合、式 (4.7.81), (4.7.82) とエントロピーについての方程式に加え、

子午面流についての質量保存則
∇ · (ρaV m) = 0 (4.7.84)

と乱流輸送項 (レイノルズ応力とエントロピーの輸送) の適切な表式が与えられれば、
Ω,V m, ⟨s1⟩についての方程式系が閉じる。

極と赤道の温度差の問題
節 4.3.3で述べたように、日震学によって観測を基に推定される差動回転の分布を実現するた

めには、極が赤道よりも数 K 程度暖かいことが必要である。この駆動源の候補には次の 2 つ
がある。1 つめはコリオリの力の影響を受けた乱流によって熱が極に向けて輸送されている可
能性である。平均場の枠組みでは上述した ∇ · ⟨s′1v′⟩ 項によって運ばれるということである。
例えば Kitchatinov & Olemskoy (2011) は、フーリエ解析によって計算された ∇ · ⟨s′1v′⟩ 項
の表式を用いて平均場理論を展開し、極の加熱と現実的な差動回転分布の再現に成功している
(Kitchatinov, 2016, Fig. 3 も参照)。高解像度の 3 次元全球計算�45では、この効果が十分に現
れないという指摘もある (e.g. Brun & Rempel, 2009)が、磁場の効果も考慮すれば十分な熱を
輸送できるとする研究もある (Hotta, 2018)。2 つめの候補は、対流層の下に放射層があること
に起因する効果である。対流層の底には d ⟨s⟩ /dr > 0 であるような安定層が存在するが、高緯
度において ⟨vr⟩ < 0、低緯度において ⟨vr⟩ > 0であるような子午面流が安定層を貫いていれば、
移流によってエントロピーの緯度勾配ができる。この緯度勾配が乱流輸送によって対流層全体
に染み渡れば、対流層内に緯度勾配ができるのではないかという考えである。この効果は平均
場理論 (Rempel, 2005)でも 3 次元全球計算 (Brun et al., 2011)でも再現されている。

子午面流の分布の問題
執筆中 (Choudhuri, 2021; Rajaguru & Antia, 2020)

�45 対流層全体を模した 3 次元的な箱の中で高解像度の数値計算を行い、直接的に乱流と差動回転を再現する試み。
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4.8 MHD 乱流
4.9 ダイナモ理論
4.10 不連続面
4.11 磁気リコネクション
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5
放射輸送

高温のプラズマ中では、移流や熱伝導、応力による仕事に加えて、放射場によるエネルギー輸
送も考慮する必要がある。空間中に存在する光 (電磁波) の巨視的な意味での強度分布 (放射場)

を考えると、流体粒子の内部エネルギーは放射場によって失われたり、逆に放射場から受け取っ
たりする。また流体は、放射圧として放射場と運動量もやり取りしている。放射のダイナミク
スを数学的に記述しようとすると、ある程度の単純化をしてもなお、その支配方程式が複雑な形
をする。そのため、放射を考えるときには如何に近似をして方程式を実用的な形にするかが話
の肝のひとつになる。また、放射のダイナミクスを定式化する際には、粒子による光子の放出、
吸収、散乱といった微視的な現象による効果を取り入れる必要がある。
本章では、まず、節 5.1で放射輸送の記述方法を説明し、節 5.2で放射輸送の性質について重

要なものをまとめる。節 5.3 では、原子やイオンが光子を放射・吸収する素過程について考察
し、それらの過程の効果を放射輸送方程式に取り入れる方法を説明する。節 5.4では、放射輸送
が関与する流体現象を考える際に、MHD 方程式系に加えて計算資源を消費する放射輸送方程式
を解かなくて済むようにするための近似手法について説明する。ここまでの議論は放射が無偏
光であるとみなしているが、最後に節 5.5で偏光した放射を扱う手法を説明する。
例えば太陽の表面から放たれる光を観測することによって、表面の気体の速度や磁場の情報

を得ることができる。放射輸送理論はこのような光の観測の土台となる理論でもある。本章で
は所々にトピックと称した節を設け、光を観測することによって何が「見える」のかについて、
初歩的な事項を説明する。
本章の骨格は Castor (2004) を参考にし、所々で Mihalas & Mihalas (1999), Rybicki &

Lightman (1985)も参考にしている。また、原子過程について (節 5.3)はサクライ (1967)、太
陽でのスペクトル線形成の説明 (節 5.3.3)では Rutten (2003)、偏光について (節 5.5)は Blum

(2012)も参考にしている。また、放射に関する各量の呼び方には複数の流儀があるが、本書は
日本天文学会がウェブ上で公開している天文学辞典�1を参考にしている。放射輸送についての
日本語の教科書としては 梅村雅之 et al. (2016) を薦める。また、放射の素過程 (原子過程) に
ついての教科書には 中村文隆 et al. (2022) がある。相対論的な流体も含め、放射輸送を考慮し
た流体力学については、他にも Kato & Fukue (2020) が詳しい。

�1 https://astro-dic.jp/ (日本天文学会 / インターネット天文学辞典編集委員会, 2021 年 5 月 2 日閲覧)
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5.1 放射輸送の記述方法
例えば、太陽から発せられる放射は図 3.11 のように、103 nm 程度の波長の電磁波が中心

となっている。MHD を使って調べたい現象はそれらの波長よりずっと長い空間スケールを持
つ�2。電磁波をその波長よりずっと長い空間スケールかつ振動周期よりずっと長い時間スケー
ルで見る場合、その波としての性質は忘れて幾何学的な光線 (ray)として考えることができる。
或いは光速 cで動き、hν のエネルギーと hν/cの運動量を持つボース粒子 (光子)の集団と捉え
ることもできる。マクスウェル方程式が線形なので、非相対論的な時空間を考える限り光子同
士の相互作用はない。しかし、光子は物質の粒子と衝突・散乱したり吸収・放射されたりと相互
作用をするので、物質との間でエネルギーや運動量のやり取りをする。このようなダイナミク
スは、光子の空間分布とその位置での速度の向きの分布に相当する放射強度という量を考える
ことで、巨視的に記述される。

5.1.1 巨視的な放射場
空間中のある点 (x, y, z)において、単位ベクトル

n = sin θ cosϕx̂+ sin θ sinϕŷ + cos θẑ (5.1.1)

に垂直な面積 dAの面を考える。この点において、面積 dAを通って、nを含む微小立体角 dΩ

の向きへ、時間 dtの間に、放射によって輸送されるエネルギーを dE としたとき、巨視的な意
味での放射強度 (specific intensity) Iν は次のように定義される。

dE = Iν(x, y, z, t, θ, ϕ, ν)dAdΩdtdν (5.1.2)

= Iν(x, t,n, ν)dAdΩdtdν (5.1.3)

ν は電磁波の振動数である。言い換えると Iνdν は、ある点で特定の方向 nに伝搬する電磁波の
うちの振動数 ν ∼ ν + dν の成分が、単位面積、単位立体角、単位時間あたりに輸送するエネル
ギーである。よって、Iν は座標 (x, y, z)、時刻 t、伝搬方向 (θ, ϕ)、振動数 ν の計 7変数の関数
になる。Iν は光子の分布関数 (ある点である時刻に速度 cnを持つ振動数 ν の光子の数)に対応
する量である�3。添え字の ν は単位振動数あたりの量であることを明示するためのもので、Iν
を「単色の (monochromatic)」放射強度と表現することもある。単位振動数あたりの代わりに、

�2 参考までに、太陽の半径は約 70万 km である。例えば太陽フレアの空間スケールは 1− 10万 km (Shibata &

Takasao, 2016) で、アルベーン波 (節??参照)がこの空間スケールを伝搬するのにかかる時間は秒や分のスケー
ルである。

�3 具体的には、6 次元相空間 d3xd3p 中において、時刻 t にある位置 xi にいて運動量 pi を持つ粒子の数を
f(xi, pi, t)d

3xd3p と定義した場合の f を分布関数と言う。ある特定の方向に進む光子のエネルギーフラック
スは

fd3p · hν · c = fp2dpdΩ · hν · c = fh4ν3dνdΩ/c2
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電磁波の波長 λ = c/ν を用いて単位波長あたりで考えることもあり、その場合は Iλ と書く。Iν
を全振動数で積分した全放射強度

I =

∫ ∞

0

Iνdν (5.1.4)

を考えることもある�4。一方で、Iν を伝搬方向について平均した平均強度

Jν =
1

4π

∫
4π

IνdΩ (5.1.5)

を考えることもある。放射が等方的、すなわち Iν が伝搬方向 (θ, ϕ)に依らない場合は Iν = Jν

となる。
時間 dtの間に光子は cdtだけ進むので、dE を体積 cdtdAで割ることによって、

dE

cdtdA
=
Iν
c
dΩdν (5.1.6)

は n の方向へ伝搬する振動数 ν の成分の、エネルギー密度への寄与と考えることができる。
よって全立体角 4π で積分することによって、単色の放射エネルギー密度は

uν =
1

c

∫
4π

IνdΩ =
4π

c
Jν (5.1.7)

となる。さらに全振動数で積分することで、全エネルギー密度は

u =
1

c

∫
dν

∫
4π

IνdΩ (5.1.8)

と表せる。
放射強度に 1,n,nn, ...を乗じて�5全立体角で積分した量を「Iν に対する伝搬方向 Ωのモー

メント」と表現する。0次モーメントは前述した Jν や uν である。1次モーメント

F ν =

∫
4π

nIνdΩ (5.1.9)

と書け、これは放射強度を用いると IνdνdΩに相当する量なので、
Iν = fh4ν3/c2

という関係がある。
�4 放射場を表す各量 Iν , Jν , Fν , Pν などについて一般に、Qν と書かれる物理量と Q と書かれる物理量の間には
Q =

∫∞
0 Qνdν という関係がある、というルールで記述する。

�5 ベクトル n 同士のテンソル積を nn と書くことにする。デカルト座標系で成分表示すると、n = (n1, n2, n3)

として、

nn =

n1n1 n1n2 n1n3

n2n1 n2n2 n2n3

n3n1 n3n2 n3n3

 =

 sin2 θ cos2 ϕ sin2 θ sinϕ cosϕ sin θ cos θ cosϕ
sin2 θ sinϕ cosϕ sin2 θ sin2 ϕ sin θ cos θ sinϕ
sin θ cos θ cosϕ sin θ cos θ sinϕ cos2 θ


と表されるような 2階テンソルである。テンソルについては付録 1.Bも参考にして欲しい。
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はフラックスベクトルと呼ばれる。フラックスの定義にはエネルギー密度の場合のように 1/c

の係数が付かないことに注意されたい。フラックスの意味について説明する。空間中のある微
小面積 dA を考え、その面に垂直な向きで面積の大きさを持ったベクトルを dA とする。この
とき、F ν · dA は n · dAIνdΩ を全方向の Iν について足し合わせたものになる。n · dAIνdΩ
は、dAと同じ向きの放射については正、反対の向きの放射については負の符号になる。つまり
F ν · dA は、微小面積 dA を通って −dA の側から dA の側へ輸送される正味のエネルギー量
(ただし単位時間、単位振動数あたり)と解釈できる。このことから、F ν は放射によって起こる
正味のエネルギー移動のフラックスと言える。放射が等方的な場合は F ν はゼロである。
2次モーメント (2階対称テンソル)

Pν =
1

c

∫
4π

nnIνdΩ (5.1.10)

は放射圧テンソルと呼ばれる。これは放射の存在によって流体に働く応力を意味するが、詳し
い説明は節 5.1.6まで待って欲しい。Pν は行列で成分表示できるが、そのトレース (対角成分の
和)は、

Tr(Pν) =
1

c

∫
4π

Tr(nn)IνdΩ (5.1.11)

=
1

c

∫
4π

(n · n)IνdΩ (5.1.12)

=
1

c

∫
4π

IνdΩ (5.1.13)

= uν (5.1.14)

となる。放射が等方的な場合は、単位テンソルを Iとして、

Pν = PνI (5.1.15)

ただし, Pν =
4π

3c
Iν =

4π

3c
Jν (5.1.16)

と計算できる�6。この場合 Tr(Pν) = 3Pν なので、放射が等方的な場合の放射圧は、

Pν =
1

3
uν (5.1.17)

という関係を満たすことが分かる。一方で反対の極限として、放射が特定の方向 (例えば z 方向
とする)のみである

I(µ) = I0δ(µ− 1) (5.1.18)

状況を考える。ただし、µは放射の方向 (θ, ϕ)の変数 θ に対して

µ = cos θ (5.1.19)

�6 dΩ = sin θdθdϕとして実際にデカルト座標系の成分表示で計算すると出てくる。
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と定義される変数である。特に x, y 方向に等方な放射、つまり ϕ に依らない放射を考える場
合などには、µ を使って放射方向を表すことがよくある。このとき、dΩ = −dµdϕ として式
(5.1.10)を実際に計算すると、

Pν = Pν ẑẑ, Pν =
2πI0
c

(5.1.20)

となり、一方で uν = 2πI0/c,F ν = 2πI0ẑ と計算できるので、

Pν = uν =
F · ẑ
c

(5.1.21)

であることが分かる。このような状況は英語で streaming limit と呼ばれる。本書では流状極
限と訳しておく。
また、Jν の親戚として、

Hν =
1

4π

∫
4π

nIνdΩ =
1

4π
F ν (5.1.22)

Kν =
1

4π

∫
4π

nnIνdΩ =
c

4π
Pν (5.1.23)

という 1次、2次モーメントを考えることもある。Hν はエディントンフラックス、Kν は K積
分 (K-integral) と呼ばれる。

5.1.2 放射輸送方程式
放射場の分布とその時間発展を司る方程式が放射輸送方程式 (radiative transfer equation)で

ある。まずは物質との相互作用がない場合を考える。ある時刻 tに座標 xに位置していて、速
度 cnで動いている光子は、微小時間 δt後には座標 x+ cδtnでその速度やエネルギー (すなわ
ち振動数)を変えることなく飛んでいる。よって光子の数が保存されることより、

Iν(x+ cδtn, t+ δt,n, ν) = Iν(x, t,n, ν) (5.1.24)

が成り立つ。節 1.3.2でラグランジュ微分を求めたときと同じような議論�7により、
1

c

∂Iν
∂t

+ n · ∇Iν = 0 (5.1.25)

という式が導かれる�8。
次に、物質による光子の吸収を考える。光子の吸収量 δIν は経験則として放射強度に比例す

ることが知られている。このことは次のように解釈できる。物質粒子 (気体粒子)と光子が確率

�7 左辺をテイラー展開して δtの 2次以上の項を無視するということ。
�8 第 6章を読まれた方はこの式がボルツマン方程式に相当する式であることが分かるはずである。ただし、光子は
力を受けないので速度の移流の項はない。節 7.9.3で相対論的な放射輸送方程式について説明する。
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図 5.1 物質による吸収の巨視的概念

的に衝突することで吸収が起こるが、各物質粒子に振動数 ν の光子がこれ以上近づくと吸収が
起こる、という有効な断面積を σν とする。物質粒子の数密度を nとすると、図 5.1の考え方に
よって、時間 δtの間に光子が物質粒子に吸収される確率は nσνcδtと書くことができる。逆に
言うと (1 − nσνcδt) の確率で光子は吸収されずに cδt の距離を進む。つまり δt の間に吸収に
よって減る放射強度の量は、

δIν = −nσνcδtIν (5.1.26)

= −ανcδtIν (5.1.27)

= −ρκνcδtIν (5.1.28)

と書ける。αν = nσν は吸収係数 (absorption coefficient) と呼ばれる。或いは不透明度 (opac-

ity) κν = αν/ρを用いて表すこともある。ρは物質の質量密度である。また、ℓν = 1/αν は光子
が物質によって吸収されずに進むことができる平均的な距離と解釈できる。この ℓν のことを平
均自由行程 (mean free path)と言う。平均自由行程については節 5.2.1でもう一度詳しく説明
する。一方で、物質によって放射される量は放射強度に依らず、物質の性質によってのみ決まる
ので、δtの間に物質からの放射によって既存の放射強度に加えられる量は、

δIν = jνcδt (5.1.29)

と書ける。jν は放射率 (emissivity) と呼ばれる。以上のことから、放射と吸収を考慮した放射
輸送方程式は、

1

c

∂Iν
∂t

+ n · ∇Iν = jν − ανIν (5.1.30)
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となる。これが放射輸送方程式の基本形である。吸収係数と放射率は電磁波と物質粒子の微
視的な相互作用 (原子過程)を考えることで決定される。原子過程については節 5.3で説明する。
例えば誘導放射 (stimulated emission) という放射過程では、節 5.3.2で述べるように、jν が Iν

に比例する成分を持つが、このときにはその成分を αν に組み込み、負の吸収と考えれば上記の
形の方程式が成り立つ。
電磁波が物質粒子の存在によってその伝搬方向を曲げられる散乱という過程も考慮するには

次のように考える。散乱は光子が物質粒子に吸収されると同時に違う方向に向かって (一般には
異なる振動数で)放出される過程であると考えることができる。つまり αν に散乱による効果を
適切に取り込むと同時に、Iν に適切な関数を乗じて全方向と全振動数で積分した項を放射輸送
方程式の右辺に加えることで表現できる。しかし節 5.3.5で述べるように、散乱による振動数の
変化は無視できる場合が多く�9、散乱が全方向にランダム、すなわち等方的だと近似すること
もある。そのように考えると、散乱の効果まで含めた放射輸送方程式は、散乱係数 (scattering

coefficient) σν を用いて、

1

c

∂Iν
∂t

+ n · ∇Iν = jν + σνJν − (αν + σν)Iν (5.1.31)

と表される。散乱による巨視的な効果ついては節 5.2.4で再考し、その素過程については節 5.3.5

で説明するが、それまでは一旦忘れる。

5.1.3 モーメント方程式とエディントン因子
放射輸送方程式 (5.1.30)のモーメントを計算する。式の両辺に 1,nを作用させて全立体角で

積分すると、
∂uν
∂t

+∇ · F ν =

∫
4π

dΩ(jν − ανIν) (5.1.32)

1

c2
∂F ν

∂t
+∇ · Pν =

1

c

∫
4π

dΩn(jν − ανIν) (5.1.33)

という式が出てくる。特に jν , αν が等方的な場合は

∂uν
∂t

+∇ · F ν = 4πjν − ανcuν (5.1.34)

1

c2
∂F ν

∂t
+∇ · Pν = −1

c
ανF ν (5.1.35)

�9 光子のエネルギーは hν なので、散乱によって光子と物質粒子の間でエネルギーのやり取りをほぼしないという
ことである。そのような散乱を弾性散乱と言う。

281 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 5 章 放射輸送 5.1 放射輸送の記述方法

である。さらに、振動数でも積分すると、
∂u

∂t
+∇ · F =

∫
dν

∫
4π

dΩ(jν − ανIν) (5.1.36)

1

c2
∂F

∂t
+∇ · P =

1

c

∫
dν

∫
4π

dΩn(jν − ανIν) (5.1.37)

となる。0次のモーメント方程式 (上段)は放射場のエネルギー密度についての保存則で、1次の
モーメント方程式 (下段)は放射場の運動量についての保存則を表す�10。それぞれの式の右辺に
負号を付けたもの

cg0(x, t) = −
∫
dν

∫
4π

dΩ(jν − ανIν) (5.1.38)

g(x, t) = −1

c

∫
dν

∫
4π

dΩn(jν − ανIν) (5.1.39)

は、放射場との相互作用により物質が得る単位時間あたりのエネルギー密度と運動量密度を
表す。
物質 (jν , αν) がほとんど等方的だと考えられる場合、放射輸送方程式を解く代わりに、モー

メント方程式 (5.1.34), (5.1.35)を考えることがある。ただしその場合、方程式系を閉じるため
には Pν と uν ,F ν の間に適当な関係を仮定しなければならない。よく使われるのは (変動) エ
ディントン因子と呼ばれるものである。実用上 x, y 方向に等方 (Pν,xz = Pν,yz = 0) で一様
(∂/∂x = ∂/∂y = 0) な放射を考えることがあるが、そのような場合にはモーメント方程式の Pν

に関わる項は、その zz成分についての ∂Pν,zz/∂zの項だけとなる。節 5.1.1で説明したように、
Pν,zz と uの間には、等方的な放射の場合は Pν,zz = uν/3、流状極限の場合は Pν,zz = uν とい
う関係がある。このことから、一般に

Pν,zz = fνuν (5.1.40)

という関係を仮定すると、この fν は典型的に 1/3 ∼ 1の間の値をとり、放射の異方性の尺度と
なる。fν はエディントン因子と呼ばれる。

5.1.4 スケーリング
放射輸送の典型的な時間スケールは、考える現象の典型的な空間スケール Lを光子がまっすぐ

進んだ場合にかかる時間 τr = L/cや、平均自由行程を光子が進むのにかかる時間 τℓ = ℓν/cな

�10 節 6.2.4 で、流体を構成する粒子の分布関数についての 1 次モーメントが流体の運動量保存則であることを説明
する。また、節 7.9.4 で相対論的な放射場のエネルギー・運動量保存則が上述のモーメント方程式に相当する式
であることを説明する。そこまで読めば 1 次モーメントが運動量に関係することは自然に感じられるはずであ
る。物質による放射 jν が等方的な場合は立体角での積分がゼロになるので、光子の吸収による運動量の交換の
みがはたらくことにも留意されたい。
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どが考えられる。一方で、流体の典型的な時間スケールは、典型的な流速を v として τf = L/v

と書ける。本書が対象とする流体では
τr
τf

=
v

c
≪ 1 (5.1.41)

が成り立つ。よって、流体の時間スケールで考える場合は、放射輸送方程式の時間微分項を無
視して放射強度を準定常的に扱うことができる。すなわち流体の熱力学的諸量が時間発展し、
jν , αν がそれに伴って時間変化すると、放射強度はすぐさまその新しい jν , αν の空間分布に応
じた分布になると考える。実際に、式 (5.1.30)の左辺 2項の比を見積もると、

|∂Iν/∂t/c|
|n · ∇Iν |

∼ L

cτf
=
v

c
(5.1.42)

となるため、放射輸送方程式の時間微分項は無視できる。
次に 1次のモーメント方程式の時間微分項について考える。例えば太陽大気などの「透明な」

(光学的に薄い、節 5.2.1参照)領域では、太陽表面 (光球)からの放射が卓越して流状極限に近
づくことが期待される。流状極限の場合は式 (5.1.21)より、オーダーとして Fν ∼ cPν である
ことが分かるので、1次のモーメント方程式 (5.1.33)の左辺 2項の比は

|∂F ν/∂t/c
2|

|∇ · Pν |
∼ L

cτf
=
v

c
(5.1.43)

となり、無視できることが分かる。一方で太陽内部など、「不透明」(光学的に厚い、節 5.2.1参
照)領域では、節 5.4.1で説明する拡散近似が適用できるため、式 (5.4.3)-(5.4.5)より、

Fν ∼
cℓν
L
uν ∼

cℓν
L
Pν (5.1.44)

が分かる。よって、
|∂F ν/∂t/c

2|
|∇ · Pν |

∼ ℓν
cτf

=
v

c
· ℓν
L

(5.1.45)

となる。不透明な領域とは ℓν ≪ Lである領域のことなので、やはり 1次のモーメント方程式
の時間微分項は無視できることが分かる。
次に、0次のモーメント方程式の時間微分項について考える。流状極限の場合は Fν ∼ cuν な

ので、式 (5.1.32)の左辺 2項の比は

|∂uν/∂t|
|∇ · F ν |

∼ v

c
(5.1.46)

となり、時間微分項は無視できる。一方で、拡散近似が適用できるような領域では、式 (5.1.44)

より、
|∂uν/∂t|
|∇ · F ν |

∼ v

c
· L
ℓν

(5.1.47)
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となる。よって、
v

c
≪ ℓν

L
(5.1.48)

を満たす場合には時間微分項は無視できる�11。

5.1.5 共動系での記述：ドップラー効果
節 5.1.2で放射輸送方程式を考えたときに、暗に観測者の静止系 (実験室系)で見た方程式を

考えていた。一方で節 5.3で説明するような素過程の考察で決まる放射率や吸収係数は、一般に
は速度 v で動く流体の静止系 (共動系)で見た値である。よって、式 (5.1.30)の右辺を、共動系
での放射率 j′ν と吸収係数 α′

ν を使って書き換えることを考える�12。ただし、共動系での j′ν , α
′
ν

は等方的と仮定する�13。
共動系の座標軸を実験室系と平行になるようにとると、共動系 xλ

′ から実験室系 xµ への座標
変換

xµ = Λµλ′x
λ′

(5.1.49)

を表すローレンツ変換は 4× 4行列で

(Λµλ′) =

(
W Wvi/c

Wvj/c δij + (W − 1)vivj/v
2

)
(5.1.50)

ただし, W =
1√

1− v2/c2
(5.1.51)

と表される�14。一方で、光子の 4元運動量は

(pµ) =
hν

c
(1,n) (5.1.52)

と書ける (節 7.9.1参照)。4元運動量の変換

pµ = Λµλ′p
λ′

(5.1.53)

を実際に計算すると、

ν = ν′W

(
1 +

n′ · v
c

)
(5.1.54)

n =
Wv/c+ n′ + (W − 1)(n′ · v)v/v2

W (1 + n′ · v/c)
(5.1.55)

�11 この議論はMihalas & Mihalas (1999, §93)によるものである。
�12 ローレンツ変換を考える。相対論についての基礎知識は第 7章を読んで欲しい。
�13 例えば磁場が存在する場合は、磁場によって対称性が破られた結果、物質は異方的な性質を持つ。また、放射場
が異方的な場合はそれに伴って物質も異方的になることが期待される。これらの現象については節 5.5 で説明す
る。流体力学的現象を調べるために放射輸送を考える場合は、限られた計算資源で計算するために、j′ν , α′

ν は等
方的 (変数 nに依らない)と考える。

�14 µ, λ′ は 0 ∼ 3の値をとり、x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z という定義である。
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が出てくる。v2/c2 の項は小さいとして無視すると、

ν

ν′
= 1 +

n′ · v
c

= 1 +
n · v
c

(5.1.56)

となる。これは光のドップラー効果を表す。観測者に向かってくる向きの速度を持つ物質から放
射された光 (n′ ·v = |v|)は、発せられた振動数 ν′ よりも大きい振動数 ν の光として観測される
(青方偏移)。反対に観測者から遠ざかる向きの速度を持つ物質から発せられた光 (n′ ·v = −|v|)
は、発せられた振動数よりも小さい振動数の光として観測される (赤方偏移)。
節 5.1.1の脚注で、6次元相空間 d3xd3pでの分布関数 f を考えた場合、放射強度 Iν との間

に f = c2Iν/h
4ν3 という関係があると述べた。相空間の体積要素にはローレンツ変換について

次のような変換性 (或いは不変性)がある (節 7.9参照)。

d3xdt = d3x′dt′ (5.1.57)

d3xd3p = d3x′d3p′ (5.1.58)

d3p

E
=
d3p′

E′ (5.1.59)

ただし、E はエネルギー (4元運動量の第 0成分)である。一方で体積要素 d3xd3p中の光子数
もローレンツ変換で不変でなければならない�15ので、f もローレンツ変換で不変 (f = f ′)であ
ることが分かる。よって、放射強度は

Iν(n, ν) =
( ν
ν′

)3
I ′ν(n

′, ν′) (5.1.60)

と変換する。物質からの放射によって時間 dtの間に相空間 d3xd3pに加わる光子数は

∆N =
jν
hν
d3xdtdνdΩ (5.1.61)

=
jν

h4ν3/c3
d3xdtd3p (5.1.62)

=
jν

h3ν2/c3
d3xdtd3p

hν
(5.1.63)

と書ける�16。先ほど述べた体積要素の不変性と ∆N の不変性より、放射率は

jν(n, ν) =
( ν
ν′

)2
j′ν(ν

′) (5.1.64)

�15 異なる観測系にいる観測者の間で光子数の合意がなければならないということ。
�16 1段目から 2段目の変形では d3p中の球殻を考え、

d3p = p2dΩ · dp =

(
hν

c

)2

dΩ ·
hdν

c

であることを用いた。
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と変換することが分かる。また、ανIν も同様に変換することから、吸収係数は

αν(n, ν) =
ν′

ν
α′
ν(ν

′) (5.1.65)

と変換することが分かる。式 (5.1.64), (5.1.65)の右辺を O(v/c)までで展開することで変数 ν

を使って表すと、

jν(n, ν) = j′ν(ν) +
n · v
c

[
2j′ν(ν)− ν

∂j′ν(ν)

∂ν

]
(5.1.66)

αν(n, ν) = α′
ν(ν)−

n · v
c

[
α′
ν(ν) + ν

∂α′
ν(ν)

∂ν

]
(5.1.67)

となる�17。これを放射輸送方程式 (5.1.30)に代入すると、

1

c

∂Iν(n, ν)

∂t
+ n · ∇Iν(n, ν) =j′ν(ν)− α′

ν(ν)Iν(n, ν)

+
n · v
c

[
2j′ν(ν)− ν

∂j′ν(ν)

∂ν
+

{
α′
ν(ν) + ν

∂α′
ν(ν)

∂ν

}
Iν(n, ν)

]
(5.1.68)

となる。更に、この式から単色のモーメント方程式を求めると、

∂uν
∂t

+∇ · F ν = 4πj′ν(ν)− α′
ν(ν)cuν +

v · F ν

c

[
α′
ν(ν) + ν

∂α′
ν(ν)

∂ν

]
(5.1.69)

1

c2
∂F ν

∂t
+∇ · Pν = −1

c
α′
ν(ν)F ν +

4πv

3c2

[
2j′ν(ν)− ν

∂j′ν(ν)

∂ν

]
+

v · Pν
c

[
α′
ν(ν) + ν

∂α′
ν(ν)

∂ν

]
(5.1.70)

となる。
Castor (2004, Chapter 6)によると、流速が超音速で線スペクトル的な (特定の振動数のみで

の)放射が支配的な流体では、ドップラー効果を表す項は全体のダイナミクスに影響を及ぼすた
め、無視すると正しい結果が得られないようだ。また、Mihalas & Mihalas (1999, §93)では、
灰色近似�18の場合でのこの項の寄与の議論がされているが、光子の平均自由行程を ℓp、考える
現象の空間スケールを Lとして v/c ≪ ℓp/Lが満たされる場合は、振動数で積分したモーメン
ト方程式におけるドップラー効果の項は無視でき、v/c ≪ (ℓp/L)

2 が満たされる場合には単色
の放射輸送方程式におけるドップラー効果の項も無視できるとしている。

�17 例えば ξ = ν/ν′ として右辺から ν′ を消去し、式 (5.1.56)より dξ = n · v/cとして右辺 RHS(ν, ξ)を

RHS(ν, 1 + dξ) = RHS(ν, 1) + dξ
∂

∂ξ
RHS(ν, 1) +O(dξ2)

と計算する。
�18 j′ν , α

′
ν が振動数に依らないとする近似。太陽の表面付近など、連続スペクトルによる放射 (熱放射) が卓越して

いる領域での現象を考える場合にはこの近似が用いられることがある。
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図 5.2 放射流体力学の方程式系の全体構造：大西直文 (2012)の図 1より。

5.1.6 流体への作用
流体の方程式に放射場との相互作用を組み込むには、cg0, g(節 5.1.3参照)をそれぞれ全エネ

ルギー保存則 (3.3.20)と運動量保存則 (3.2.1)の右辺に加える�19。

∂

∂t
(Ek + Ei + Em) +∇ · (Fk +Fh +Fm +Fν + q) = v · f + cg0 (5.1.71)

∂

∂t
(ρv) +∇ · (ρvv) = ∇ · τ + j ×B + f + g (5.1.72)

これらの式に式 (5.1.36), (5.1.37)を代入すると、

∂

∂t
(Ek + Ei + Em + u) +∇ · (Fk +Fh +Fm +Fν + q + F r) = v · f (5.1.73)

∂

∂t

(
ρv +

F r

c2

)
+∇ · (ρvv) = ∇ · (τ − P) + j ×B + f (5.1.74)

と書ける。ただし、紛らわしいので放射のフラックスを F r と書いた。
節 5.1.4の議論により、F r の時間微分項は無視できるので、放射場による運動量保存則への

作用は、放射場の存在によって流体の圧力 (応力) に Pの項が加わると考えればよいことが分か

�19 (g0,g)はローレンツ変換に従う (節 7.9.4参照)ので、cg0 は O(v/c)まで考慮すると

cg0 = cg0
′
+ v · g′

と変換する。g0′ ,g′ は共動系で評価した g0,g である。つまり、実験室系で見たときの放射エネルギーから流体
の全エネルギーへの変換 cg0 は、共動系で評価した量で表した場合、放射エネルギーから流体の内部エネルギー
への変換 cg0

′ と、放射場によって流体にはたらく力 g′ による仕事率 v · g′ との和であることが分かる。
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る。このことから Pは放射圧テンソルと呼ばれる。一方で、放射による加熱率は

Qrad = cg0 (5.1.75)

= −
∫
dν

∫
4π

dΩ(jν − ανIν) (5.1.76)

= −
∫
dν

[
4πj′ν − α′

νcuν +
v · F ν

c

(
α′
ν + ν

∂α′
ν

∂ν

)]
(5.1.77)

と書けるが、0次のモーメント方程式 (5.1.36)の時間微分項を無視する場合は、

Qrad = −∇ · F r (5.1.78)

と書くこともできる。放射輸送を考慮した流体を考える際の方程式系の全体構造を図 5.2 に示
した。
内部エネルギー保存則については、式 (5.1.72)に v·を作用させたものと電磁場のエネルギー

保存則 (3.3.9)を式 (5.1.71)から引くことによって、

∂

∂t
(ρe) +

∂

∂xi
(ρevi) = −

∂qi
∂xi

+ τij
∂vi
∂xj

+
j2

σ
+ cg0

′
(5.1.79)

となる。ただし、
cg0

′
= cg0 − v · g (5.1.80)

は流体の共動系で評価したエネルギー変換である。

5.2 定常放射輸送方程式の性質
節 5.1.4で説明したように、流体の時間スケールにおいては放射場は準定常と考えることがで

きる。定常の放射輸送方程式の重要な性質をいくつかまとめる。

5.2.1 光学的厚さ
特定の方向への放射場を考え、その光線に沿った長さを sとすると、定常の放射輸送方程式は

dIν(s)

ds
= jν(s)− αν(s)Iν(s) (5.2.1)

と書ける�20。まず吸収のみの場合 (jν = 0)を考える。

dIν(s)

ds
= −αν(s)Iν(s) (5.2.2)

�20 つまり、s = 0となる点 x0 を適当に定めて、Iν(x0 +ns,n)を Iν(s)と表記している。
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このとき、この微分方程式の解は

Iν(s) = Iν(s0) exp

[
−
∫ s

s0

αν(s
′)ds′

]
(5.2.3)

となる。つまり、物質による吸収は、放射強度を光線に沿って指数関数的に減少させる効果であ
る。新しい変数 τν を

dτν = ανds (5.2.4)

すなわち
τν(s, s0) =

∫ s

s0

αν(s
′)ds′ (5.2.5)

と導入する。τν(s, s0)は基準の位置 s0 と位置 sの間の光学的厚さ (或いは光学的深さ, optical

depth)と呼ばれる。式 (5.2.3)を見ると、位置 s0 にいた光子が物質に吸収されずに位置 sを飛
んでいられる確率は exp [−τν(s, s0)]であることが分かる。つまり、光子が物質に吸収されずに
進める平均的な光学的厚さは

⟨τν⟩ =
∫ ∞

0

τν exp (−τν)dτν = 1 (5.2.6)

と計算できる。よって、αν が一様な場合を考えると、光子の平均自由行程 ℓν は

⟨τν⟩ = ανℓν = 1 (5.2.7)

と定義される。αν が一様でない場合も局所的な平均自由行程は ℓν = 1/αν と定義される。考え
る系の典型的な空間スケールに対する光学的厚さが τν > 1の場合は、この系は光学的に厚いと
言われる。逆に τν < 1の場合は光学的に薄いと言われる。式 (5.2.6)を考慮すると、光学的に
厚いとは、考える系の典型的な空間スケールに比べて光子の平均自由行程が小さい場合、すなわ
ち光子が系の典型的な空間スケールを移動する前に吸収されてしまう場合であり、考える系が
「不透明」である場合と解釈できる。逆に光学的に薄い系は「透明な」系と解釈できる。
次に、放射率も考慮した場合を考える。放射輸送方程式 (5.2.1)の両辺を αν で割って、変数

を光学的厚さ τν に変換すると、
dIν(τν)

dτν
= −Iν(τν) + Sν(τν) (5.2.8)

と書ける。ここで、Sν = jν/αν は源泉関数 (source function) と呼ばれる。実空間の距離 sを
使うより、光学的厚さ τν を基準に距離を測って考えた方が放射輸送の性質を捉えやすいため、
この形の放射輸送方程式を考えることがある。この微分方程式の解は

Iν(τν) = Iν(0) exp(−τν) +
∫ τν

0

Sν(τ
′
ν) exp[−(τν − τ ′ν)]dτ ′ν (5.2.9)

となる。右辺の第 1項は τν = 0の位置での放射の、吸収による消失を考慮した寄与、第 2項は
各位置 τ ′ν での源泉関数の、吸収による消失を考慮した寄与の和と解釈できる。式 (5.2.8)より、
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Iν > Sν の場合は dIν/dτν < 0であり、Iν < Sν の場合は dIν/dτν > 0なので、Iν はその光線
に沿って見ると Sν に近付こうとする性質があることが分かる。Sν が光線に沿って大きく変化
しない場合、解 (5.2.9)は

Iν(τν) = Iν(0) exp(−τν) + Sν{1− exp(−τν)} (5.2.10)

= Sν + {Iν(0)− Sν} exp(−τν) (5.2.11)

となるが、Iν(0)がいかなる値であったとしても τν > 1の位置では Iν(τν) ≃ Sν になることが
分かる。

5.2.2 キルヒホッフの法則
温度 T の局所熱平衡にある物質による放射吸収の源泉関数 Sν は、プランク関数 Bν(T ) (付

録 3.B.8参照) になる。これはキルヒホッフの法則と呼ばれる。プランク関数 (黒体放射)は等
方的である。Sν = Bν(T )のときの放射場は熱放射と呼ばれる。前節より、光学的に厚い系での
放射強度はほとんど源泉関数に等しいので、光学的に厚い系での熱放射は黒体放射になる。放
射吸収の素過程についての考察からキルヒホッフの法則が言えることは節 5.3で説明する。

5.2.3 [トピック] 太陽表面の意味と周縁減光
図 5.3 は地球を周回する SDO という観測衛星が可視光領域の連続光�21で観測した太陽の画

像である。放射強度が大きいほど明るいオレンジ色、小さいほど暗い色で示されている。図
を見ると、はっきりと太陽の「表面」なるものを見分けることができる。この「表面」は光球
(photosphere)と呼ばれる。光球の内側 (太陽内部)は不透明、すなわち光学的に厚いので、内部
で生成された光子は光球を通り抜ける前に吸収される。逆に光球の外側 (太陽大気)はこの画像
の振動数帯では透明であるため、光球で発せられた光子の大部分は大気で吸収されることなく観
測衛星に届く。 図 5.4に現在広く知られている光学的深さと質量密度、温度の高度分布モデル
(Vernazza et al., 1981, VAL-C モデル) を示した。観測衛星から測った光学的深さが 200 km

程度の幅の薄い�22領域で急激に大きくなるため、はっきりとした「表面」を見分けることがで
きる。また図 5.3を見ると、円形 (ディスク状)に写る太陽の周縁部分は中心部分より暗く見え
る。この現象は周縁減光 (limb darkening)と呼ばれる。平行平面大気かつ灰色近似と呼ばれる
単純化をした放射輸送方程式を解析的に解くことによって、これらの現象を簡単に見積もるこ
とを考える。

�21 ある特定の吸収線に相当する波長で撮ったわけではなく、どの吸収線にも該当しない波長帯の光を観測したとい
う意味。吸収線については節 5.3.3も参照のこと。

�22 太陽半径は約 70万 km である。
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図 5.3 可視領域連続光で撮られた 2014/10/24の太陽：Courtesy of NASA/SDO and the AIA,

EVE, and HMI science teams.

光球付近に注目するため、図 5.5のように太陽大気を平行板として考え、太陽の中心方向に向
かって z 軸をとる。太陽の中心は z → ∞の彼方にあるとし、太陽の性質は z のみに依るとす
る。このような単純化をされた恒星大気は平行平面大気 (plane-parallel atmosphere) と呼ばれ
る。放射方向の変数 µは z 軸の負の向きが µ = 1、正の向きが µ = −1となるように、

nz = −µ (5.2.12)

と定義する。また、観測衛星は z = 0の位置にいて、一般には図のように z 軸と違う向きの視
線方向で観測している。z = 0から測った光学的深さを

τν =

∫ z

0

αν(z
′)dz′ (5.2.13)

とする。以上の単純化より 1次元的 (x, y 方向には等方かつ一様)な問題になるので、モーメン
ト F ν ,Pν についてはその z 成分、zz 成分のみを考えればよく、それぞれを Fν , Pν と書くこと
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図 5.4 (A)光学的深さ τ500 と (B)質量密度 ρ、温度 T の高度分布モデル：高度は τ500 = 1の高
度を原点にとっている。τ500 とは、500 nmの波長での連続光に対する光学的深さ。太陽の静穏
領域を想定した 1次元静的モデル。「光球」という用語は厳密には図の高度ゼロから温度がいち
ばん低くなっている高度 ≃ 500 kmまでの領域のことを指す。Vernazza et al. (1981)の model

C より。

図 5.5 平行平面大気における z 軸と放射方向変数のとり方

にする。すなわち各モーメントは

Jν(τν) =
1

2

∫ 1

−1

Iν(τν , µ)dµ (5.2.14)

Fν(τν) = 2π

∫ 1

−1

µIν(τν , µ)dµ (5.2.15)

Pν(τν) =
2π

c

∫ 1

−1

µ2Iν(τν , µ)dµ (5.2.16)
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である。
更に次のような仮定をする。

� 大気は静水圧平衡 (節 4.3.1参照)にあるため、速度場 v はゼロである。よって熱伝導は
考えないことにすると、全エネルギー保存則 (5.1.73)より

dFν(z)

dz
= 0 (5.2.17)

である (放射平衡)。すなわち Fν(z)は定数 Fν である。
� 放射場の異方性の激しさは大きくない。つまり、一般には Iν(τν , µ)は適当な係数 aiν(τν)

を用いて
Iν(τν , µ) =

∞∑
i=0

aiν(τν)µ
i (5.2.18)

と展開できるが、今は 1次までの項で

Iν(τν , µ) = a0ν(τν) + a1ν(τν)µ (5.2.19)

と表せると仮定する。これをエディントン近似と言う。この場合、実際に式 (5.2.14),

(5.2.16)に上式を代入して計算すると分かるように、注目する領域において

uν =
4π

c
Jν = 3Pν (5.2.20)

という関係が常に成り立つ。
� 等方的な吸収、放射を考えるので源泉関数 Sν は等方的である。
� 吸収係数 αν は振動数に依らない (灰色近似、gray/grey approximation)。よって光学的
厚さも振動数に依らないため、τ と書く。

振動数で積分した放射方向 µについての定常放射輸送方程式は

µ
dI(τ, µ)

dτ
= I(τ, µ)− S(τ) (5.2.21)

と書ける。τ が増加する向きと µ = 1の向きを逆にとったので、右辺の符号に注意して欲しい。
この式に 1, µを乗じて µ = −1 ∼ 1で積分することで、モーメント方程式

dF

dτ
= 4πJ(τ)− 4πS(τ) (5.2.22)

dP (τ)

dτ
=
F

c
(5.2.23)

が求まる。放射平衡の仮定より dF/dτ = 0であり、F は定数なので、

J(τ) = S(τ) (5.2.24)

P (τ) =
F

c
τ + C (5.2.25)
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が分かる。C は適当な定数である。更に、エディントン近似の関係 (5.2.20)から

J(τ) = S(τ) =
3F

4π
τ +

3cC
4π

(5.2.26)

と書ける。
一方で、放射輸送方程式 (5.2.21)の形式的な解 I(τ, µ)は、その位置 τ に至るまでに辿った経

路上の源泉関数による寄与を足し合わせることで、

I−(τ, µ) =

∫ τ

0

dτ ′

|µ|
S(τ ′) exp

(
−|τ − τ

′|
|µ|

)
(µ < 0の場合) (5.2.27)

I+(τ, µ) =

∫ ∞

τ

dτ ′

µ
S(τ ′) exp

(
−|τ − τ

′|
µ

)
(µ > 0の場合) (5.2.28)

と書ける。ただし、z = τ = 0の位置での太陽方向への放射 I−(0, µ)は無いとした。この解か
ら J(τ), F (τ)を計算すると、

J(τ) =
1

2

∫ 0

−1

I−(τ, µ)dµ+
1

2

∫ 1

0

I+(τ, µ)dµ (5.2.29)

= −1

2

∫ τ

0

dτ ′S(τ ′)

∫ 0

−1

dµ

µ
exp

(
|τ − τ ′|
µ

)
+

1

2

∫ ∞

τ

dτ ′S(τ ′)

∫ 1

0

dµ

µ
exp

(
−|τ − τ

′|
µ

)
(5.2.30)

=
1

2

∫ ∞

0

dτ ′E1(|τ ′ − τ |)S(τ ′) (5.2.31)

F (τ) = 2π

∫ 0

−1

µI−(τ, µ)dµ+ 2π

∫ 1

0

µI+(τ, µ)dµ (5.2.32)

= −2π
∫ τ

0

dτ ′S(τ ′)

∫ 0

−1

dµ exp

(
|τ − τ ′|
µ

)
+ 2π

∫ ∞

τ

dτ ′S(τ ′)

∫ 1

0

dµ exp

(
−|τ − τ

′|
µ

)
(5.2.33)

= 2π

∫ ∞

0

dτ ′sgn(τ ′ − τ)E2(|τ ′ − τ |)S(τ ′) (5.2.34)

となる。これらはシュバルツシルト-ミルン方程式と呼ばれる�23。ただし、sgn(τ ′−τ)は (τ ′−τ)
の符号という意味である。一般の整数 nに対して

En(x) =

∫ 1

0

tn−2 exp
(
−x
t

)
dt (5.2.35)

は指数積分関数と呼ばれる。指数積分関数の性質
dEn(x)

dx
= −En−1(x) (5.2.36)

En(0) =
1

n− 1
, lim

x→∞
xEn(x) = 0 (5.2.37)

�23 灰色近似を施さずに振動数で積分する前の放射輸送方程式で同じ議論をすると、これらの式と同じ形の Jν , Fν , Sν

に対する方程式が出てくる。一般にはそれらの式がシュバルツシルト-ミルン方程式と呼ばれる。
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と式 (5.2.26)を使って F (0)を計算すると、

F (0) =

∫ ∞

0

dτ ′E2(τ
′)

(
3F

2
τ ′ +

3cC
2

)
(5.2.38)

= E3(0) ·
3cC
2

+ E4(0) ·
3F

2
(5.2.39)

=
3cC
4

+
F

2
(5.2.40)

となる。F は定数なので、C = 2F/3cだと分かる。つまり、

S(τ) =
3F

4π

(
τ +

2

3

)
(5.2.41)

と S(τ)が求まった。
求まった S(τ)を用いて、式 (5.2.28)より z = 0での太陽からの放射強度 I+(0, µ)を計算す

ると、

I+(0, µ) =
3F

4π

∫ ∞

0

dτ ′

µ

(
τ ′ +

2

3

)
exp

(
−τ

′

µ

)
(5.2.42)

=
3F

4π

(
µ+

2

3

)
(5.2.43)

= S(τ = µ) (5.2.44)

となる。光球付近の物質が熱平衡にあるとすると、

S(τ) = B(τ) =
σ

π
[T (τ)]4 (5.2.45)

なので、観測される放射強度は位置 τ = µの温度の黒体放射であることが分かる。特にディス
クの中心を観測する場合は µ = 1である。周縁を観測する場合は τ < 1の位置、すなわち、よ
り高度の高い層の源泉関数を見ることになる。光球付近では高度が高いほど温度が低いため (図
5.4)、周縁が暗く見える。また、ディスクの中心からの放射強度 I+(0, 1)と周縁との比は

I+(0, µ)

I+(0, 1)
= 0.4 + 0.6µ (5.2.46)

と計算できる。周縁減光の観測値は、例えば Cox (2002)によると、[
I+(0, µ)

I+(0, 1)

]
obs

= 0.36 + 0.84µ− 0.2µ2 (5.2.47)

とフィッティングされる。様々な単純化を施したが、そこそこの精度の見積もりができている
ことが分かる。
エディントン近似の仮定をやめれば、見積もりの精度が上がることが期待される。式 (5.2.26)

を一般化して、
J(τ) = S(τ) =

3F

4π
(τ + q(τ)) (5.2.48)

295 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 5 章 放射輸送 5.2 定常放射輸送方程式の性質

図 5.6 A)ホップ関数の数値解 (King et al., 1965)、B)周縁減光の観測値 (Cox, 2002)と理論値

と書く。q(τ) はホップ関数と呼ばれる。エディントン近似では q(τ) は定数になった。式
(5.2.48) をシュバルツシルト-ミルン方程式 (5.2.31) に代入して積分方程式を数値的に解くと
q(τ)の形が求まる。求まったホップ関数を図 5.6の Aに示した。更に、このホップ関数を使い、
式 (5.2.48)を式 (5.2.28)に代入して数値計算した I+(0, µ)/I+(0, 1)を、観測値やエディントン
近似での解析解 (5.2.46)と共に図 5.6の Bに示した。

5.2.4 散乱の効果
光子破壊確率と熱化距離
この節では、等方的な散乱 (ランダムな方向に光子の軌道が変わる散乱)かつ弾性散乱 (散乱

の前後で光子の振動数が変化しない散乱、つまり物質との間でエネルギーを交換しない散乱)を
仮定する。まず、純粋な散乱、すなわち光子の吸収がない (αν = 0)場合を考え、典型的な空間
スケール L を光子が移動する間に散乱を受ける平均的な回数 N を見積もる方法を考える。σν
を散乱係数として ℓ

(σ)
ν = 1/σν を散乱に関する平均自由行程とすると、光子は ℓ

(σ)
ν だけ直進し

て軌道を変えることを繰り返すランダムウォーク (節 1.5.1参照) に従う動きをすると考えられ
る。ランダムウォークの 1ステップで進む変位を ri とすると、N 回の散乱を受けた結果進む変
位Rは

R =
N∑
i=1

ri (5.2.49)

と書ける。よって N 回の散乱を受けた結果光子が進む平均的な距離 ℓ∗ν は、上式の二乗平均を
とることで、

(ℓ∗ν)
2 = ⟨R2⟩ =

N∑
i=1

⟨r2i ⟩+ 2
∑
i<j

⟨ri · rj⟩ (5.2.50)
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と見積もれる。等方的な散乱を考えているので右辺第 2項はゼロになり、

ℓ∗ν =
√
Nℓ(σ)ν (5.2.51)

と計算できる。空間スケール Lを移動する際に散乱を受ける回数は、上式で ℓ∗ν = Lとすると、

N =
L2

(ℓ
(σ)
ν )2

≃ τ2ν (5.2.52)

と見積もれる。ただし、τν ≫ 1である場合に限る。τν < 1の場合は、単に光子が物質と衝突し
ない確率 1− exp(−τν)を考えて、

N ≃ 1− exp(−τν) ≃ τν (5.2.53)

と見積もれる。一般的には N ≃ τ2ν + τν などと見積もれる。
次に、散乱と放射吸収を考慮した場合を考える。ただし、物質は熱平衡状態にあるとする。散

乱まで考慮した定常の放射輸送方程式は、式 (5.1.31)とキルヒホッフの法則より、

dIν
ds

= −αν(Iν −Bν)− σν(Iν − Jν) (5.2.54)

と書ける。ここで、吸収と散乱を考慮した光学的厚さを

dτν = (αν + σν)ds (5.2.55)

と導入すると、放射輸送方程式は

dIν
dτν

= −Iν + Sν (5.2.56)

ただし, Sν =
ανBν + σνJν
αν + σν

(5.2.57)

と書き換えられる。Sν は散乱を考慮したときの源泉関数である。散乱を考慮しない場合の源
泉関数は物質の性質 αν , jν のみで決定されたが、散乱を考量した場合は放射場の分布自身 (Jν)

にも依る。光学的に厚い系では Jν はほとんど Bν になるので、その場合は Sν = Bν になるこ
とが分かる。純粋な散乱 (αν = 0)の場合は Sν = Jν である。一般に、

ϵν =
αν

αν + σν
(5.2.58)

は光子破壊確率 (photon destruction probability) と呼ばれ、光子が物質粒子と衝突したとき
に、散乱を受けずに吸収される確率を表す。光子が物質からの放射によって生成されてから、
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(n− 1)回の散乱を受けて n回目の衝突で吸収される確率は (1− ϵν)n−1ϵν と書けるので、この
nの期待値は

⟨n⟩ =
∞∑
n=1

n(1− ϵν)n−1ϵν (5.2.59)

=
1

ϵν
(5.2.60)

と計算できる。また、吸収と散乱を考慮したときの平均自由行程は

ℓν =
1

αν + σν
(5.2.61)

と書ける。この ⟨n⟩と ℓν を式 (5.2.51)の N, ℓ
(σ)
ν に代入すると、

ℓ∗ν =
1√

αν(αν + σν)
(5.2.62)

と計算できる。この ℓ∗ν は光子が生成されてから消滅するまでに進む平均的な距離を表し、拡
散距離 (diffusion length)、熱化距離 (thermalization length)、有効平均行程 (effective mean

path) などと呼ばれる。系の境界から測って熱化距離よりも深い領域で生成された光子の大半
は、境界から系の外に出る前に物質によって吸収される。よって、このような深い領域では放射
場と物質の間で熱平衡になり、Iν → Bν , Sν → Bν となることが期待される。この意味で熱化
距離と呼ばれる。

散乱も考慮した定常放射輸送の性質
節 5.2.1では、散乱を考慮しない場合、Iν は光線に沿って exp(−τν)の速さで源泉関数 Sν に

近づこうとする性質があることを述べた。節 5.2.2で述べたように、散乱を考慮しない源泉関数
は、物質が局所熱平衡にある場合、物質の温度のプランク関数 Bν(T )になる。つまり、局所熱
平衡にある物質中を貫く光線を考える場合は Iν は Bν に近づこうとする。
散乱を考慮した場合はこの性質が変化する。定常輸送の性質の本質を調べるために、次の簡

単なモデルを考える。z 軸と放射方向変数 µは図 5.5のように逆向き、つまり z 軸負の向きの光
線が µ > 0となるようにとる。ただし、光線が貫く物質は一様等温の熱平衡状態にあるとする。
つまり、αν , σν は座標に依らず、散乱を考慮しない源泉関数は Sν = Bν である。z = 0の位置
から測った光学的深さを τν と書く。

τν = (αν + σν)z (5.2.63)
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つまり、放射輸送方程式とモーメント方程式は節 5.2.3と同じように書ける。

µ
dIν(τν , µ)

dτν
= Iν(τν , µ)− Sν(τν) (5.2.64)

dFν(τν)

dτν
= 4πJν(τν)− 4πSν(τν) (5.2.65)

dPν(τν)

dτν
=
Fν(τν)

c
(5.2.66)

散乱の効果は等方的として、散乱を考慮した源泉関数は µに依らないとする。つまり、光子破
壊確率 ϵν を用いて次のように書ける。

Sν(τν) = ϵνBν + (1− ϵν)Jν(τν) (5.2.67)

更にエディントン近似もする。
4π

3c
Jν = Pν (5.2.68)

モーメント方程式 (5.2.65), (5.2.66)とエディントン近似の関係 (5.2.68)より、Jν についての
次の方程式を得る。

1

3

d2Jν(τν)

dτ2ν
= ϵν(Jν(τν)−Bν) (5.2.69)

この方程式を τν →∞で Jν(τν)が発散しないという境界条件の下で解くと、次の解を得る。

Jν(τν)−Bν = C exp(−
√
3ϵντν) (5.2.70)

定数 C の具体的な値を求めるには、τν = 0 での境界条件を決める必要がある。τν = 0 で
µ > 0 の向き (外向き) の放射はあるけれども、µ < 0 の向き (内向き) の放射は無いという
条件を課す。境界条件の具体的な表式を求めるために用いられる方法のひとつに、2 方向近
似 (two-stream approximation) という手法がある。この手法では、µ = 1/

√
3 の向きの放射

I+ν (τν)と µ = −1/
√
3の向きの放射 I−ν (τν)のみが存在すると考える。このとき、各モーメン

トは

Jν =
1

2
(I+ν + I−ν ) (5.2.71)

Fν =
2π√
3
(I+ν − I−ν ) (5.2.72)

Pν =
2π

3c
(I+ν + I−ν ) =

4π

3c
Jν (5.2.73)

と計算できる。最後の段に示したように、上手くエディントン近似の関係が満たされるような 2

方向を選んでいる。上式と式 (5.2.66)を用いると、I+ν , I−ν は次のように表せる。

I+ν = Jν +
1√
3

dJν
dτν

(5.2.74)

I−ν = Jν −
1√
3

dJν
dτν

(5.2.75)
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τν = 0で I− = 0であることが今考えている境界条件なので、具体的な表式は次のように求ま
る。

τν = 0において 1√
3

dJν
dτν

= Jν (5.2.76)

大胆な仮定を課して導出したが、今は放射輸送の大まかな性質を調べることが目的なので、上
式の境界条件を採用する。すると、式 (5.2.70)の定数 C の具体的な値が決定され、解は結局次
のようになる。

Jν(τν) = Bν

(
1− exp(−

√
3ϵντν)

1 +
√
ϵ

)
(5.2.77)

この式を見ると、expの肩の√3ϵντν が 1のオーダーとなる深さより深い領域では、放射が黒体
放射になっていることが分かる。つまり、

τν ∼
1√
3ϵν

←→ z ∼ 1√
3αν(αν + σν)

(5.2.78)

より深い領域ということである。これは式 (5.2.62)で定義した熱化距離とおよそ同じ値である。
このように、熱化距離より深く、黒体放射になっている領域を有効的に厚い (effectively thick)

領域と言い、逆に熱化距離より浅い領域を有効的に薄い (effectively thin)領域と言う。
求まった Jν を用いて Sν を計算すると、次のようになる。

Sν(τν) = Bν [1− (1−
√
ϵν) exp(−

√
3ϵντν)] (5.2.79)

この式から、散乱を考慮した源泉関数は、熱化距離のオーダーより深い領域ではプランク関数Bν

になるが、熱化距離より浅い領域では Bν より小さい値になることが分かる。特に
√
3ϵντν ≪ 1

の領域では
Sν ≃

√
ϵνBν (5.2.80)

になる。つまり、光子破壊確率が小さい (=散乱の効果が大きい)程 Bν に比べて小さくなる。放
射強度は光線に沿って、この小さな Sν に近づこうとする�24。
上述の結果は z に沿った物質の温度変化が緩やかなときに通用する。一方で、例えば光線に

沿って物質の温度が急激に下がる場合、Jν > Bν となり、散乱の効果が大きい (ϵν ≪ 1)場合は
Sν は Bν より Jν に近い値になるために Sν > Bν となることもある。いずれにせよ、注目する
波長帯で散乱の効果が大きい場合には源泉関数はプランク関数とはならず、光学的に厚い系か
らの放射が黒体放射からずれた値になる可能性がある。

�24 節 5.2.3では Sν の値が大体 Bν であることを仮定したが、これは太陽の光球では散乱の効果が小さい (ϵν ≃ 1)

と考えられていることを考慮した上での議論だった。光球の上空の彩層と呼ばれる領域での吸収線形成において
散乱の効果が重要であることを節 5.3.3で説明する。
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5.3 原子過程
物質粒子と放射場の相互作用の素過程についての基本的な考察から、輸送方程式に現れる吸

収係数や放射率を計算する方法を説明する。プラズマ中では様々な衝突過程が起きており、そ
れらの寄与の合計として吸収係数が計算される。本節では特に、束縛-束縛遷移、レイリー散乱
(共鳴散乱)、光電離、制動放射が起こる確率が量子力学によってどのように計算されるかについ
て説明する。解析力学と量子力学の基礎知識については付録 5.A, 5.Bにまとめたので、適宜参
照して欲しい。

5.3.1 束縛-束縛遷移 1：アインシュタイン係数
まず初めに、原子内に束縛された電子が放射場を吸収放射して別の束縛状態に移る過程 (束

縛-束縛遷移)を考える。荷電粒子の状態に作用する量子力学的ハミルトニアン Ĥ は、放射場が
ない場合のハミルトニアン Ĥp、荷電粒子と放射場の相互作用 Ĥint に分かれる。

Ĥ(t) = Ĥp + Ĥint(t) (5.3.1)

Ĥp =
∑
i

p̂2
i

2mi
+ Vcoul(x̂1, x̂2, ..., x̂i, ...) (5.3.2)

Ĥint(t) =
∑
i

[
− ei
mi

Â(xi, t) · p̂i +
e2i
2mi

Â(xi, t) · Â(xi, t)

]
(5.3.3)

Â(x, t) =
∑
k,α

√
ℏ

2ϵ0V ω
ek,α

[
âk,α exp[i(k · x− ωt)] + â†k,α exp[−i(k · x− ωt)]

]
(5.3.4)

ただし、ei は i 番目の粒子の電荷で、電子なら負の値をとるような定義である。∑i は考慮す
る粒子についての和である。ω = c|k| である。(k, α) は放射場のモードを表すラベル (波数と
偏極)で、ek,α は偏極ベクトル、â†k,α, âk,α は生成消滅演算子である�25。詳しくは付録 5.A, 5.B

を参照のこと。
原子に束縛された電子全体の状態�26を考え、Ĥp の固有状態を |a⟩ , |b⟩などのラベルで表す。

�25 上式では、直交する 2 方向への直線偏光 (α = 1, 2) を基底として展開している。代わりに、2 種類の円偏光
(λ = +,−) の生成消滅演算子と偏光ベクトルをそれぞれ

â†k,± = ∓
1√
2
(â†k,1 ± iâ†k,2), âk,± = ∓

1√
2
(âk,1 ∓ iâk,2), ek,± = ∓

1√
2
(ek,1 ± iek,2)

と導入し、これを基底にして展開すれば、Âは次のように書ける。

Â(x, t) =
∑
k,λ

√
ℏ

2ϵ0V ω

[
ek,λâk,λ exp[i(k · x− ωt)] + e∗

k,λâ
†
k,λ exp[−i(k · x− ωt)]

]
この場合、生成演算子の項には偏光ベクトルの複素共役 e∗

k,λ が係ることに注意を要する。
�26 簡単のために 1電子原子を考えるが、この節の議論の結果は多電子原子の場合にも自然に拡張される。具体的に
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また、放射場は特定のモード (k, α)の光子だけが存在すると考え�27、その固有状態 (フォック
状態)を |nk,α⟩と表す。nk,α はこの注目したモードの光子数である。電子の状態空間と放射場
の状態空間のテンソル積を考え、その基底を |a, nk,α⟩ などと表す。このとき、状態 |b⟩ にあっ
た原子が光子を放出して、エネルギーが ℏω だけ低い状態 |a⟩に遷移する過程は、|b, nk,α⟩から
|a, nk,α + 1⟩への遷移だと表せる。この遷移が単位時間に起こる確率 (遷移率) wba は、Ĥint(t)

を摂動と捉えればフェルミの黄金律 (付録 5.B.11)を用いて、

wba =
2π

ℏ

∣∣∣⟨a, nk,α + 1|Ĥemi|b, nk,α⟩
∣∣∣2 ρ(Ea) (5.3.5)

ただし, Ĥemi = −
e

me

√
ℏ

2ϵ0V ω
â†k,α exp(−ik · x)ek,α · p̂ (5.3.6)

と計算できる。ただし、Ĥemi は Ĥint の中から、|b, nk,α⟩ を |a, nk,α + 1⟩ に遷移させ得る項、
すなわち exp(iωt) を含む項、言い換えると生成演算子 â†k,α のみを 1 次で含む項だけを取り出
した�28。ρ(E)は ℏω ≃ Eb − Ea 近辺のエネルギー (角振動数)を持つ光子の許容状態密度であ
る�29。ここで、放射場の典型的な波長は電子のスケール (1 Å程度)より十分に長いので、

exp(−ik · x) = 1− ik · x− 1

2
(k · x)2 + ... ≃ 1 (5.3.7)

として考える。この近似は電気双極近似と呼ばれる。ρ(E)については、立体角 dΩの方向への
光子の放射を考える。周期的境界条件が課された波数空間 d3k 内での単位体積あたりの許容状
態数は V d3k/(2π)3 であり�30、|k|が k ∼ k + dk で dΩの方向を向いた球殻片 (体積 k2dΩdk)

を考えることで、dΩの方向へのエネルギー ℏω ∼ ℏ(ω + dω)の放射の状態数 ρΩ,ωℏdω は

ρΩ,ωℏdω =
V

(2π)3
k2dΩdk (5.3.8)

と書ける。k = ω/cを使って k を消去すると、

ρΩ,ω =
V ω2

8π3ℏc3
dΩ (5.3.9)

は、後述する電気双極近似を行った後に出てくる ⟨b|p̂|a⟩ や ⟨b|x̂|a⟩ のような量において、ブラとケットに挟ま
れている p̂, x̂は、各電子の運動量演算子や位置演算子の和∑i p̂i,

∑
i x̂i であると読み替えれば良い。

�27 すなわち、とりあえずのところ、ある特定の方向の放射との相互作用を考えるということ。後から方向について
の和をとる。

�28 本節 (ないしは本書全体) の議論では、光子を生成して励起したり、光子を消滅して脱励起する過程の確率振幅は
無視している。これは、付録 5.B.11 でフェルミの黄金律を導出する際に、相互作用の時間が十分に長いとする
近似を行ったことに依る。これは回転波近似と呼ばれる。この近似の下では、励起数と光子数の合計が保存され
ることになる。

�29 規格体積 (付録 5.A.4で周期的境界条件を与えたときの体積) V を大きくすれば、各モード kはエネルギー的に
ほぼ連続して存在すると考えられるため、そのように考えてフェルミの黄金律を適用した。

�30 偏極 α = 1, 2についての和は後からとる。
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となる。また、生成演算子の性質

⟨nk,α + 1|â†k,α|nk,α⟩ =
√
nk,α + 1 (5.3.10)

も使うと、wba は
wba =

e2ω(nk,α + 1)

8π2ϵ0m2
eℏc3

|⟨b|p̂|a⟩ · ek,α|2 dΩ (5.3.11)

となる。ここで、交換関係 [x̂, p̂] = iℏより、

⟨b|p̂|a⟩ = ⟨b| ime

ℏ
[Ĥp, x̂]|a⟩ (5.3.12)

=
ime(Eb − Ea)

ℏ
⟨b|x̂|a⟩ (5.3.13)

= −imeω ⟨b|x̂|a⟩ (5.3.14)

と計算できるので、
wba =

e2ω3(nk,α + 1)

8π2ϵ0ℏc3
|⟨b|x̂|a⟩ · ek,α|2 dΩ (5.3.15)

となる。偏極 αについて和をとり、全立体角 4π で積分すると、∫
4π

dΩ
∑
α

|⟨b|x̂|a⟩ · ek,α|2 =

∫
4π

dΩ
∑
α

⟨b|x̂|a⟩ · (ek,αek,α) · ⟨b|x̂|a⟩∗ (5.3.16)

=

∫
4π

dΩ ⟨b|x̂|a⟩ ·
(
I− kk

|k|2

)
· ⟨b|x̂|a⟩∗ (5.3.17)

=

(
4π − 4π

3

)
|⟨b|x̂|a⟩|2 (5.3.18)

=
8π

3
|⟨b|x̂|a⟩|2 (5.3.19)

と計算できる�31。原子の状態 |a⟩ , |b⟩がそれぞれ ga, gb 重に縮退していて |a,ma⟩ , |b,mb⟩と書
ける場合は、始状態のmb について平均をとり、終状態の ma について和をとることで、結局、
|b⟩にあった電子が光子を任意の方向に放射して |a⟩に遷移する遷移率は

wba =
ω3

3πϵ0ℏc3gb
Sab(n+ 1) (5.3.20)

ただし, Sab =
∑
ma,mb

|⟨b,mb|ex̂|a,ma⟩|2 (5.3.21)

�31 Iは単位テンソルである。互いに直交する 3つの単位ベクトル x1,x2,x3(xi ·xj = δij)を考えたとき、テンソ
ル積の和は単位テンソルになる

x1x1 + x2x2 + x3x3 = I

という性質を使って 1段目から 2段目への変形を行った。
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と書ける。Sab は電気双極線強度 (electric dipole line strength) あるいは単に線強度と呼ばれ
る�32。nはモードあたりの光子数の平均であり、平均強度 Jν との間に、

n =
Jν

2hν3/c2
(5.3.22)

という関係�33がある。よって、wba は

wba = Aba +BbaJν (5.3.23)

ただし, Aba =
8π2ν3

3ϵ0ℏc3gb
Sab (5.3.24)

Bba =
Aba

4πℏν3/c2
=

2π

3ϵ0ℏ2cgb
Sab (5.3.25)

と書ける。Aba, Bba はアインシュタイン係数と呼ばれる。Aba は放射場がなくとも自発的に起
こる放射の効果 (自発放射, spontaneous emission) を表し、Bba は放射場の存在に誘導されて
起こる放射の効果 (誘導放射, stimulated emission) を表す。各遷移に対する線強度の具体的な
計算については、例えば Shore & Menzel (1965), Wiese & Fuhr (2009)を参考にすると良い。
束縛電子による光子の吸収過程の場合は、|a, nk,α⟩ → |b, nk,α − 1⟩の遷移と捉え、Ĥint の中

の消滅演算子のみを 1次で含む項だけを取り出して考える。基本的には放射過程と同じである
が、生成演算子の性質 (5.3.10)の代わりに消滅演算子の性質

⟨nk,α − 1|âk,α|nk,α⟩ =
√
nk,α (5.3.26)

を用いるため、自発放射に対応する項は出てこず、遷移率は

wab = BabJν (5.3.27)

ただし, Bab =
gb
ga
Bba =

2π

3ϵ0ℏ2cga
Sab (5.3.28)

�32 例えば束縛電子 N 個全体の状態について、ある状態 (a,ma)と別の状態 (b,mb)との遷移の寄与を考える場合、
それぞれの状態の波動関数を用いて

⟨b,mb|ex̂|a,ma⟩ = e

∫
ψ∗
b,mb

(x1,x2, ...,xN )
N∑
i=1

xiψa,ma (x1,x2, ...,xN )d3x1d
3x2...d

3xN

を計算することになる。ただし、xi は原子に束縛された i 番目の電子の位置座標を表す。関数
ψ∗
b,mb

(x1,x2, ...,xN ) と ψa,ma (x1,x2, ...,xN ) のパリティ (偶奇性) が同じ場合、原点に対して逆側の
象限における積分が相殺して上式はゼロになる。つまり、摂動の 1次のオーダーで電気双極近似の下の遷移率を
考える限りでは、同じパリティを持つ状態への遷移は起こり得ない。このような条件は一般に選択律と呼ばれ、
特にこの注釈で述べた選択律はラポルテの規則 (Laporte’s rule) と呼ばれる。選択律について詳しくは例えば
Atkins & Friedman (2010)を参照のこと。

�33 6 次元相空間 d3xd3p 中の体積 h3 あたりに 1 個のモードが存在すると考えれば、節 5.1.1 の脚注で説明した光
子の分布関数 f と nk,α の間には nk,α = fh3/2という関係がある。ただし、偏極の自由度 2も考慮した。よっ
て Iν = fh4ν3/c2 という関係と併せれば nk,α = Iν/(2hν3/c2) という関係があることが分かる。n は nk,α

の各方向の放射についての平均なので、この表式になる。
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と書ける。Bab もアインシュタイン係数と呼ばれる。
文献には遷移率の情報として Aba(A-value [単位 s−1])か、或いは

fab =
4πmeν

3ℏe2ga
Sab (5.3.29)

=
2ϵ0mecℏν

e2
Bab (5.3.30)

と定義される無次元量である振動子強度 (oscillator strength, f-value)が記載されている。gafab
(gf-value, weighted oscillator strength) が載っていることもある。各状態 (エネルギー準位)

にある原子や原子様イオンの統計的重み ga, gb の考え方を説明する。例えば CHIANTI (Dere

et al., 2019)�34のようなデータベースで振動子強度を調べる場合、注目している遷移に関係する
状態は、2S1/2 や 2P3/2 のような項記号 (term)を用いて書かれている。この項記号は、注目す
る状態の原子 (イオン)が持つ束縛電子の全スピン量子数 S、全軌道角運動量量子数 L、全角運
動量量子数 J (付録 5.B.6参照)と次のような関係にある。

2S+1LJ (5.3.31)

ただし、L = 0の場合は項記号の Lの場所には Sと書き、L = 1, 2, 3, 4, ...の場合はそれぞれ P,

D, F, G, ...と書くという約束がある。項記号から注目している状態の全角運動量量子数 J が分
かれば、その状態の統計的重みは (2J + 1)と計算できる。
振動子強度は一般に 1よりも小さい値を取る。水素様原子�35についての遷移の振動子強度は

次のように表される。
fab = gI

32

3
√
3π

na
n3b

(
1− n2a

n2b

)−3

(5.3.32)

na, nb はそれぞれ低い方の準位 (a)と高い方の準位 (b)の電子軌道の主量子数である。gI は実
際に振動子強度を計算することで求まる係数の部分を表したものであり、(束縛-束縛遷移の場合
の)ゴーント因子 (Gaunt factor)と呼ばれる。ゴーント因子は考える遷移ごとに異なる値を取
るが、おおむね 1に近い値である。

5.3.2 束縛-束縛遷移 2：放射率と吸収係数
前節で、放射場との相互作用によって束縛-束縛遷移が起こる単位時間あたりの確率は、アイ

ンシュタイン係数によって記述されることを説明した。本節ではアインシュタイン係数と jν , αν

の関係について説明する。
流体を構成する物質の原子で起きうる特定の遷移に注目する。注目する 2つのエネルギー状

態を a, bと書き、この遷移のエネルギー幅を hν0 とする。状態 aにある原子の数密度を na のよ

�34 https://www.chiantidatabase.org/chianti.html
�35 Hや He+ など、原子核と 1個の電子から成る原子 (イオン)のこと。
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うに書くと、時間 dtの間に体積 dV で遷移 a→ bによって吸収される放射エネルギーは、

hν0 · nadV · dtBab
1

4π

∫
dΩ

∫
dνδ(ν − ν0)Iν (5.3.33)

と書けるため、特定の放射方向、振動数幅 dν のみについて吸収される放射エネルギーは

dV dtdΩdν
hν0
4π

naBabδ(ν − ν0)Iν (5.3.34)

と書ける。吸収される放射強度の量は ανIνds と書けることと、放射強度の定義 (5.1.3)、
dV = dAdsを用いると、

αν(ν) =
hν

4π
naBabδ(ν − ν0) (5.3.35)

を得る。上記のようにデルタ関数が係る、すなわち注目する遷移のエネルギー幅に対応する振
動数 ν0 の光子のみが吸収されることが期待されるが、実際には有限の幅を持つ関数 ϕ(ν)を用
いて

αν(ν) =
hν

4π
naBabϕ(ν) (5.3.36)

と表される。ただし、ϕ(ν)は ν = ν0 で鋭いピークを持ち、∫ ∞

0

ϕ(ν)dν = 1 (5.3.37)

と規格化されている。このことは、実際に観測される輝線または吸収線が有限の幅を持つこと
に対応している。ϕ(ν) は線輪郭関数 (line profile function) と呼ばれる。線輪郭関数の具体的
な形については節 5.3.4で説明する。誘導放射を負の吸収と捉えて、この効果まで含めると、

αν =
hν

4π
ϕ(ν)(naBab − nbBba) (5.3.38)

と書ける。一方で、同様の考察より、この遷移に関する放射率は

jν(ν) =
hν

4π
nbAbaϕ(ν) (5.3.39)

と書ける。ただし、吸収係数と放射率には同じ線輪郭関数が係ると仮定した。
上記の表式から源泉関数を計算すると、

Sν =
jν
αν

(5.3.40)

=
nbAba

naBab − nbBba
(5.3.41)

=
2hν3

c2

(
gbna
ganb

− 1

)−1

(5.3.42)
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と書ける。ただし、前節で説明したアインシュタイン係数間の関係を用いた。物質が熱平衡に
あるときには、ボルツマン因子 (付録 3.B.2参照)を用いて

nb
na

=
gb
ga

exp

(
− hν

kBT

)
(5.3.43)

と書けるので、(散乱を考慮していない)源泉関数は

Sν =
2hν3

c2
1

exp(hν/kBT )− 1
(5.3.44)

となり、プランク関数 Bν に一致することが分かる。これがキルヒホッフの法則である。
あとは、対象とする流体を構成する原子種についてのあらゆる遷移に対する jν , αν を計算

して足し合わせれば、束縛-束縛遷移に関する放射率と吸収係数が求まることになる。例えば
CHIANTIのような実用的なデータベースでは、前節で説明した電気双極遷移に加え、電気四重
極遷移と磁気双極遷移、すなわち式 (5.3.7)の展開で第 2項まで考慮した効果など、より高次の
遷移についても計算されている。また、相対論的な効果による微細構造 (付録 5.B.6参照)も考
慮されている。

5.3.3 [トピック] スペクトル線で太陽大気を見る
図 5.7は地球を周回するひので衛星が、太陽ディスクの縁にある黒点付近を 2種類の波長の光

で撮った画像である。上段は 430 nm の波長の光、下段は 396 nm の波長の光の放射を捉えて
いる。図の色は人工的に着けられたものである。図を見ると、異なる波長で観測すると異なる
高度の領域が写し出されることが分かる。上段の画像が写し出しているのは光球、下段の画像
が写し出しているのは彩層 (chromosphere)と呼ばれる光球より数千 km 程度上空の層である。
各画像の中央に見える黒点は、温度が低いために暗く映っている。原動画が YouTube �36で公
開されているので見て欲しい。異なる波長では異なる高度の層が見えること、また温度の低い
部分が暗く見えることを放射輸送方程式を用いて説明する。
図 5.8 は地上の分光装置によって観測された太陽光のスペクトルである。可視領域の太陽光

に含まれる各波長の成分の強さが色の明暗で表現されている。図を見ると、可視領域の太陽光
は大雑把には連続的な波長成分を持つ光として考えられる。これは節 3.B.8で説明したように、
光球付近の温度 (5770 K)の黒体放射が見えているからである。しかし、細かく見ると、周りと
比較して成分が弱い波長域が無数の黒い線として写っている。このように黒く見える波長は吸
収線と呼ばれる。逆にどの吸収線にも該当しない波長帯は連続光と呼ばれる。吸収線ができる
理由を説明する。節 5.2.1で説明したように、光線に沿って源泉関数 Sν があまり変化しない場

�36 https://www.youtube.com/watch?v=Z2jeTV6LpG0
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図 5.7 ひので衛星が観測した黒点とその上空：上段は 430 nm (G バンドと呼ばれる波長帯に
ある CH 分子の遷移による線) の波長で撮られた画像で、太陽光球が写っている。下段は 396

nm (通称 H線、Ca+ の遷移による線)の波長で撮られた画像で、彩層が写っている。原動画は
https://www.youtube.com/watch?v=Z2jeTV6LpG0。©国立天文台/JAXA
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図 5.8 地上の分光器で観測された太陽光スペクトル：Credit: N.A.Sharp, NOAO/NSO/Kitt

Peak FTS/AURA/NSF

合は、光線に沿った放射強度の変化は式 (5.2.11)の通り、

Iν(τν) = Sν + {Iν(0)− Sν} exp(−τν) (5.3.45)

となる。すなわち、放射強度は光線に沿って源泉関数に近づこうとする性質があるのだった。こ
こで、τν は光球から測った光学的厚さとする。特定の元素の特定の遷移を考えて、その遷移の
エネルギー幅を hν0 とする。吸収係数 αν は一般に、束縛-束縛遷移や後に説明する散乱などに
よる寄与の合計として決定されるが、ν0 付近の振動数における吸収係数は、この遷移による線
輪郭関数 ϕ(ν)の形の寄与があるので、周りの振動数での αν より値が大きくなっている。つま
り、ν0 に対しての

τν(s) =

∫ s

αν(s
′)ds′ (5.3.46)

は、周りの振動数の場合より光線に沿って早く大きくなる。I(τν) は exp(−τν) に比例したス
ピードで Sν に近づくので、ν0 の光は光線に沿って早く Sν に近づくことになる。Sν が大体プ
ランク関数 Bν であると仮定すると、温度が低いほど Sν は小さくなるので、表面 (=連続光で
τν ≃ 1の面)より温度の低い上空の層を光線が貫く間に、ν0 の光だけが Sν に近づいて小さな
Iν の値になる。このようにして吸収線が形成される。今説明したことの模式図を図 5.9に示し
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図 5.9 吸収線の形成の模式図： 1O 連続光の場合は吸収の起こりやすさ αν が小さい (=τν の目
盛の刻み幅が大きい)ため、表面で発せられた放射強度がそのまま観測される。 2O 例えば H線
のような特定の遷移に合致する波長の場合、αν が大きい (=τν の目盛の刻みが細かい) ため、
表面で発せられた放射は大気で吸収され、観測される強度は小さくなる (スペクトル図では吸
収線として現れる)。 3O 大気の数密度 nは高度が高くなる程小さいため、ある高度を超えると
αν ∝ n は十分小さくなって吸収は起こらなくなる。この高度は各吸収線によって異なる。 4O

故に観測される放射強度は最後に吸収が起きていた高度の温度情報を持つ。このため、この波
長で撮られた画像では大まかに、その高度において温度が低い部分は暗く写る。

た。つまり、ひとつひとつの吸収線には何かしらの遷移が対応している。注目する振動数付近
の連続光が発せられる層と、発せられた光線がその後に通り抜ける層の間の相対的な温度関係
によって、ν0 が吸収線になるか輝線�37になるかが決まる。
図 5.7の上段の画像は CH分子に関する特定の吸収線の波長、下段の画像は Ca原子に関する

特定の吸収線の波長で撮られた画像である�38。これらの波長の光は、光球付近または上空の Sν

に近づいた結果の放射強度を見ていると述べた。観測衛星で得られる放射強度は、式 (5.2.28)

より

I+(0, µ) =

∫ ∞

0

dz

µ
αν(z)S(z) exp

(
−τν(z)

µ

)
(5.3.47)

と書けた。ただしここでの τν(z)は観測衛星 (z = 0)から測った光学的深さである。上式の被積

�37 周りの振動数の放射強度より大きな放射強度が ν0 において観測される場合は輝線と呼ばれる。
�38 太陽の構成物質は主に水素とヘリウムであるが、それ以外の物質も微小量存在する。
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分関数は
C(z) = S(z)αν(z) exp(−τν(z)/µ) (5.3.48)

である。exp(−τν(z)/µ)は一般に、z、すなわち τν が大きくなる程小さくなり、αν(z)は注目す
る遷移に関わる粒子の数密度に比例して z が小さくなる程小さくなる�39ので、C(z)は一般に特
定の高度領域 z = z0 ∼ z0 − δz のみで大きな値を持つ。従って、式 (5.3.47)の積分はその高度
帯の S(z)によって決定される。z0, δz は対象とする遷移の遷移率、すなわち αν の値によって
吸収線ごとに変わる。つまり、z0 ∼ z0 − δz の高度の Sν(z)に従って吸収線の観測される放射
強度が決まるので、吸収線で撮った画像にはこの高度領域の様子が写ることになる。C(z)は寄
与関数 (contribution function)と呼ばれる。Sν が大体プランク関数であるとすれば、温度の高
い部分で形成された吸収線は温度の低い部分で形成された吸収線より明るくなる。
源泉関数がほとんどプランク関数であるという仮定は、光球 (太陽表面から高度 500 km 程

度までの領域)で形成される吸収線の場合に適用できる。一方で、Ca H線 (図 5.7の下段, 396

nm)のように、彩層 (太陽表面からの高度がおよそ 500 ∼ 数千 kmの間の領域)で形成される吸
収線を説明するにはもう少し複雑な議論が必要になる。図 5.4でも分かるように、太陽大気の温
度は高度約 500 kmを境に下降から上昇へ転じる。彩層上部は 1万 K程度と考えられている。
光球より温度の高い層で形成されるスペクトルが輝線ではなく吸収線になっているのは、散乱
の効果によるものと考えられる。光球では 1に近い値だった光子破壊率 ϵν0(ν0 = 396 nm) が彩
層では小さくなる。その結果、節 5.2.4で述べたように、源泉関数 Sν0 はプランク関数 Bν0(T )

よりずっと小さい値になるため、放射がこの小さい Sν0 に近づいた結果、吸収線が形成される。
光球では ϵν0 ≃ 1なのに彩層では ϵν0 ≪ 1である理由を説明するために、次の簡単なモデル

を考える。Ca+ は実際には様々なエネルギー準位 (電子配置)をとり得るが、ここでは 2準位の
みを持つと考える。この低い準位 (準位 1)と高い準位 (準位 2)の間の遷移が 396 nmに対応す
る。物質が熱平衡状態にある場合、低い準位から高い準位への単位時間あたりの遷移数と高い
準位から低い準位への単位時間あたりの遷移数が釣り合った結果、両者の数密度が一定に保た
れている。遷移の原因は光子の吸収・放射に伴うものと他の物質粒子 (主に電子)との衝突に伴
うものに大別できる。ある瞬間にある場所で起きている低い準位から高い準位への遷移 (励起)

と逆の遷移 (脱励起)のペアを遷移理由について場合分けすると、注目する光線 (放射方向)の光
子数を増減させる効果は次の 7パターンに区分できる。

(a) 注目する光線の光子の吸収に伴う励起と衝突に伴う脱励起
(b) 注目する光線の光子の吸収に伴う励起と一般に異なる方向への自発放射に伴う脱励起
(c) 注目する光線の光子の吸収に伴う励起と一般に異なる方向への誘導放射に伴う脱励起
(d) 衝突に伴う励起と注目する光線への自発放射に伴う脱励起
(e) 衝突に伴う励起と注目する光線への誘導放射に伴う脱励起

�39 太陽大気は外側に行くほど密度が小さくなる (図 5.4の (B)参照)。
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(f) 一般には異なる方向からの光子の吸収に伴う励起と注目する光線への自発放射に伴う脱
励起

(g) 一般には異なる方向からの光子の吸収に伴う励起と注目する光線への誘導放射に伴う脱
励起

(a)から (c)は注目する光線から光子を消失させる効果であり、(d)から (g)は注目する光線に
光子を加える効果である。ν0 の振動数帯では、これらの効果が放射輸送方程式の右辺を支配し
ている。吸収や自発放射、誘導放射の効果はアインシュタイン係数を用いて表される。衝突に
伴う励起や脱励起が単位時間あたりに起こる確率をそれぞれ C12, C21 と書くことにすると、注
目する光線についての、ν0 付近の振動数帯で積分した放射輸送方程式は次のように書ける。

dIν0付近
ds

=
hν0
4π

n1

−B12Iν0
C21

P21︸ ︷︷ ︸
(a)

−B12Iν0
A21

P21︸ ︷︷ ︸
(b)

−B12Iν0
B21Jν0
P21︸ ︷︷ ︸

(c)

+C12
A21

P21︸ ︷︷ ︸
(d)

+C12
B21Iν0
P21︸ ︷︷ ︸

(e)

+B12Jν0
A21

P21︸ ︷︷ ︸
(f)

+B12Jν0
B21Iν0
P21︸ ︷︷ ︸

(g)

 (5.3.49)

ただし, P21 = A21 +B21Jν0 + C21 (5.3.50)

Jν0 =

∫
Jν(ν)ϕ(ν)dν =

∫
Jν(ν)δ(ν − ν0)dν = Jν(ν = ν0) (5.3.51)

sは光線に沿った位置変数、n1 は低い方の準位にある粒子数密度である。P21 は単位時間あた
りに脱励起が起こる確率の全体である。線輪郭関数 ϕ(ν)は簡単のためにデルタ関数であると考
える。上式を見ると、(c)の効果と (g)の効果は打ち消し合うことが分かる。次の量を定義する。

αν0 =
hν0
4π

n1

B12C21

P21︸ ︷︷ ︸
−(a)/Iν0

−B21C12

P21︸ ︷︷ ︸
−(e)/Iν0

 (5.3.52)

σν0 =
hν0
4π

n1
A21B12

P21︸ ︷︷ ︸
−(b)/Iν0=(f)/Jν0

(5.3.53)

jν0 =
hν0
4π

n1
A21C12

P21︸ ︷︷ ︸
(d)

(5.3.54)

すると、放射輸送方程式は
dIν0付近
ds

= jν0 + σν0Jν0 − (αν0 + σν0)Iν0 (5.3.55)

312 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 5 章 放射輸送 5.3 原子過程

と書け、式 (5.1.31)の定常の場合に一致する。つまり、今定義した αν0 , σν0 , jν0 はそれぞれ吸収
係数、散乱係数、放射率を表す。C12 と C21 について、物質が熱平衡にある場合は衝突に伴う
励起数と脱励起数は釣り合わなければならない。

熱平衡のとき n1C12 = n2C21 (5.3.56)

熱平衡のときには数密度比は
n2
n1

=
g2
g1

exp

(
− hν0
kBT

)
(5.3.57)

となるため、C12 と C21 の間には

C12

C21
=
g2
g1

exp

(
− hν0
kBT

)
(5.3.58)

という関係が成り立たなければならない。この関係とアインシュタイン係数間の関係を用いて
式 (5.3.52), (5.3.53)から C12, B12 を消去すると、光子破壊確率は次のように書ける�40。

ϵν0 =
αν0

αν0 + σν0
(5.3.59)

=
C21

A21/[1− exp(−hν0/kBT )] + C21
(5.3.60)

=
C21

A21 +B21Bν0 + C21
(5.3.61)

C21 は一般に衝突相手の数密度に比例する。光球は物質の密度が大きいため、物質間の衝突頻度
が高く、C21 ≫ A21 となる。よって ϵν0 ≃ 1となり、散乱の効果は無視できるほど小さくなる。
一方で、彩層は密度が低いため、C21 ≪ A21 となり ϵν0 は小さい値を取る。つまり、彩層では
散乱の効果が強く、源泉関数はプランク関数を大きく下回る。
コロナは 100万 Kと、太陽表面 (6000 K)より高温であるのにも関わらず、図 5.8の太陽光

スペクトルにコロナで形成されたと思しき目立った輝線が無いのは、コロナの数密度が光球や
彩層に比べて非常に小さいためである。コロナを見る場合は極端紫外線 (EUV)や X線のよう
な短い波長帯の光が用いられる。表面付近の温度帯 (∼ 6000K)による黒体放射では X線の放
射は殆どないため、薄いコロナが発する弱い放射を捉えることができる。図 5.10はひので衛星
によって観測された極端紫外線の波長域の太陽光スペクトルである。この波長域では輝線が現
れていることが分かる。これらの輝線はコロナで形成されたものである。図に黒色の矢印で示
した輝線は Fe5+ イオン、赤色の矢印で示した輝線は Fe6+ イオンが発している。各価数のイオ
ンは、コロナの環境下で安定して存在できる温度帯がおよそ決まっている。より高温の部分ほ
ど、より高価のイオンが多く存在している。つまり、様々な価数のイオンが発する輝線で観測す
れば、コロナの様々な温度の部分を映し出すことができる。

�40 Sν0 = jν0/αν0 がプランク関数 Bν0 になることも、実際に計算すると分かる。
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図 5.10 ひので衛星によって観測された極端紫外線の波長域での太陽スペクトル：2013 年 11

月 26 日に静穏領域を観測したときのもの。©国立天文台/JAXA

図 5.11はひので衛星によって X線から極端紫外線の波長帯 (およそ 0.6 - 20 nm)で撮られた
画像である。複数の輝線による光を捉えている。太陽表面は暗く写り、コロナが明るく写し出
されている。

5.3.4 線輪郭
前節で束縛-束縛遷移による吸収線は有限の幅を持つ、すなわち特定のエネルギー幅の遷移を

考えても、遷移によって放射される光子の振動数にはゆらぎがあることを説明し、その幅を表す
関数として線輪郭関数 ϕ(ν)を導入した。本節ではこの有限のゆらぎの主な原因を 2つ紹介し、
それらの原因を組み込んだ線輪郭関数のモデルを説明する。

ドップラー幅
第 6章でも詳しく説明するが、各々の粒子は流体の共動系で見ているときにも熱運動によっ

てランダムな方向に動いている。よって、共動系で評価される吸収係数にはドップラー効果に
よって有限の幅が生まれる。ある粒子が v の速度で観測者に近づいている状況を想定すると、
粒子の静止系での振動数 ν0 と流体の共動系での振動数 ν の間には、式 (5.1.56)より、

ν − ν0 =
ν0v

c
(5.3.62)
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図 5.11 ひので衛星が X線で撮影した太陽コロナ：©国立天文台/JAXA

という関係がある。つまり、

v =
c(ν − ν0)

ν0
(5.3.63)

dv =
cdν

ν0
(5.3.64)

である。一方で、節 (6.2.3) で説明するように、流体が局所熱平衡にある場合は、熱運動の速
度分布はマクスウェル-ボルツマン分布に近似できる。マクスウェル-ボルツマン分布において
v ∼ v + dv の間の速度を持つ粒子数は

exp

(
−mav

2

2kBT

)
dv (5.3.65)

に比例する。ma は粒子の質量である。よって、共動系において観測される振動数が ν ∼ ν+ dν

の間にある確率は
exp

[
−mac

2(ν − ν0)2

2ν20kBT

]
dν (5.3.66)
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に比例することが分かる。つまり、ドップラー効果のみを考慮した場合、線輪郭関数は

ϕ(ν) =
1

δνD
√
π
exp

[
− (ν − ν0)2

δν2D

]
(5.3.67)

ただし, δνD = ν0

√
2kBT

mac2
(5.3.68)

というガウス関数型になる。δνD は線輪郭関数の典型的な幅で、ドップラー幅 (熱幅) と呼ば
れる。

衝突幅
考えているプラズマが十分な圧力を持っている場合は、前述のドップラー幅に加えて、ガウス

関数より広い裾野 (wing)を持つ成分が顕著になる。これは古典的には、光を吸収放出する粒子
と他の粒子との衝突による効果と解釈され、衝突幅と呼ばれる。プラズマ中の注目する粒子と
他の粒子との衝突頻度 (単位 s−1 = Hz)�41を νcol とすると、電磁波を放射する原子は νcol の頻
度で断続を受ける。この効果は、原子の放出する電磁波が 1/νcol の寿命を以て減衰するのと同
等である。つまり、この原子が

E(t) =

{
0 (t < 0)

E0 exp(−νcolt) exp(2πiν0t) (t ≥ 0)
(5.3.69)

という電磁波を放出すると考える。これをフーリエ変換すると、

Ê(ν) =

∫ ∞

−∞
E(t) exp(−2πiνt)dt (5.3.70)

=
E0

νcol − 2πi(ν0 − ν)
(5.3.71)

と計算できるので、この放射による放射強度への寄与は

δIν(ν) ∝ |Ê(ν)|2 =
E2

0

4π2(ν − ν0)2 + ν2col
(5.3.72)

だと分かる。つまり、衝突幅を表す規格化された線輪郭関数は

ϕ(ν) =
νcol/2π

2

(ν − ν0)2 + (νcol/2π)2
(5.3.73)

と表される。この関数形はローレンツ輪郭と呼ばれる。
もうひとつローレンツ輪郭を作る機構として自然幅がある。自然幅については 323ページの

脚注で説明する。

�41 プラズマ中の衝突頻度については節 6.1.4や 6.5で説明する。
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ドップラー幅と衝突幅の組み合わせ
ドップラー効果による線輪郭とローレンツ輪郭を両方考慮する場合は、ドップラー効果によっ

て中心振動数が ν0 からずれたローレンツ輪郭の、マクスウェルボルツマン分布についての平均
を考える。

ϕ(ν) =
νcol
2π2

∫ ∞

−∞

√
ma/2πKBT exp(−mav

2/2kBT )

(ν − ν0 − ν0v/c)2 + (νcol/2π)2
dv (5.3.74)

フォークト関数
H(a, u) =

a

π

∫ ∞

−∞

exp(−y2)
a2 + (u− y)2

dy (5.3.75)

を導入すると、次のように書ける。

ϕ(ν) =
1√
πδνD

H(a, u) (5.3.76)

ただし, a =
νcol

2πδνD
(5.3.77)

u =
ν − ν0
δνD

(5.3.78)

5.3.5 散乱
自由電子による散乱
まず自由電子による光子の散乱について説明する。散乱前の電子が静止している観測系で考

え、散乱後の電子の運動量を p、散乱前と後の光子の運動量をそれぞれ ℏkin, ℏkout とする。運
動量保存則と相対論的なエネルギー保存則は

ℏkin = p+ ℏkout (5.3.79)

mec
2 + ℏckin =

√
(mec2)2 + c2p2 + ℏckout (5.3.80)

と書ける (節 7.7参照)。ただし、me は電子質量を表す。この 2式から pを消去すると、光子の
波長 λ = 2π/k を用いて

λout − λin = λC(1− cos θ) (5.3.81)

ただし, λC =
h

mec
= 2.43× 10−3 nm (5.3.82)

という関係が分かる。θ は散乱角である。λC はコンプトン波長と呼ばれる。コンプトン波長に
比べて十分に大きな波長の光子を考える場合には、散乱前後の光子の波長は変化しないと考え
ることができる。つまり、弾性散乱を考えれば十分である。付録 2.A.7で説明してあるように、
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図 5.12 (A)コンプトン散乱の断面積 (クライン-仁科の公式)、(B)水素とヘリウム原子のレイ
リー散乱断面積：トムソン散乱断面積 σT = 6.65× 10−25 cm2 で規格化されている。

古典電磁気学によるとそのような散乱の断面積はトムソン散乱断面積
dσT
dΩ

=
1

2
r20(1 + cos2 θ) (5.3.83)

σT =
8π

3
r20 (5.3.84)

で与えられる。ただし、r0 は古典電子半径である。因みに、高エネルギーの光子、すなわちそ
の波長に比べてコンプトン波長が無視できない光子の場合の自由電子による散乱はコンプトン
散乱と呼ばれ、クライン-仁科の公式によって、次のようにその断面積が与えられる�42。

σKN = σT ·
3

4

[
1 + x

x3

{
2x(1 + x)

1 + 2x
− ln(1 + 2x)

}
+

ln(1 + 2x)

2x
− 1 + 3x

(1 + 2x)2

]
(5.3.85)

ただし, x =
hν

mec2
(5.3.86)

入射光には偏極が無いと仮定されている。特に x < 1の場合は

σKN ≃ σT
(
1− 2x+

26x2

5
+ ...

)
(5.3.87)

と展開できる。x ≪ 1 の極限ではトムソン散乱の断面積になることが分かる。図 5.12 の (A)

に、クライン-仁科の公式で与えられるコンプトン散乱断面積を示した。

�42 この公式は、相対論的な場の量子論（量子電磁気学、QED）を用いて導かれる。コンプトン散乱とその微分断面
積について詳しくは、例えば Schwartz (2013, §13.5)を参照。
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以上の考察では散乱前の電子は静止していると考えていたが、実際には流体の共動系で考え
ていたとしても、電子は熱運動によってランダムな方向に動いている。前節のドップラー幅と
同様の議論によって散乱前後の光子の共動系で見た振動数は

δν

ν
=
v

c
=

√
2kBT

mec2
(5.3.88)

= 2× 10−5 K−1/2 · T 1/2 (5.3.89)

程度変化すると見積もられる。このずれ幅は小さいので、不透明度の計算時には無視して、共
動系で見ても相変わらず弾性散乱であると考えられることもある。因みに、太陽コロナの 100

万 Kの高温の場合にはこのずれ幅は 2%程度になるので、日食時や太陽ディスクを隠した上で
のコロナ観測で得られる散乱光のスペクトル (可視光領域)では、光球付近で作られる吸収線は
ドップラー効果によりかき消されている。

原子による散乱
次に原子による光子の弾性散乱、すなわちレイリー散乱について考える。簡単のために、状態
|A⟩にある 1電子原子を考え、散乱前はモード (k, α)の光子が 1つ、散乱後にはモード (k′, α′)

の光子が 1 つ存在すると考える。束縛-束縛遷移における光子の吸収や放出を考えた際は、そ
の 1次の遷移率の計算時に、式 (5.3.3)の Ĥint において âk,α, â

†
k,α のみを 1次で含む項を取り

出した。光子の散乱を考える際は、過程前後での光子数は変わらないので、âk,αâ†k′,α′ または
â†k′,α′ âk,α を含む項を取り出す。つまり散乱前の光子状態を |k, α⟩、散乱後の光子状態を |k′, α′⟩
と書くと、

⟨k′, α′|âk,αâ†k′,α′ |k, α⟩ = 1 (5.3.90)

となることを使って、散乱前の全系の状態 |A;k, α⟩と散乱後の状態 |A;k′, α′⟩に対して、

⟨A;k′, α′|Ĥint|A;k, α⟩ = ⟨A;k′, α′| e
2

2m
Â(x, t) · Â(x, t)|A;k, α⟩ (5.3.91)

= ⟨A;k′, α′| e
2

2me

ℏ
2ϵ0V ω

ek,α · ek′,α′(âk,αâ
†
k′,α′ + â†k′,α′ âk,α)|A;k, α⟩

(5.3.92)

=
e2

2me

ℏ
2ϵ0V ω

ek,α · ek′,α′ · 2 (5.3.93)

と計算できる。ただし、長波長近似

exp(ik · x) ≃ exp(−ik′ · x) ≃ 1 (5.3.94)

をしている。よって、式 (5.B.298)より、1次の遷移振幅は

c(1)(t) =
1

iℏ
e2

2me

ℏ
2ϵ0V ω

2ek,α · ek′,α′ · t (5.3.95)
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となる。
上述の遷移振幅と同じオーダー�43の効果として、Ĥint の中の Â · p̂の項が 2回はたらき、光

子の吸収と放射が行われる効果を考える必要がある。つまり、散乱前に状態 |A⟩にあった原子
が光子 1つを吸収 (放射)して状態 |I⟩に遷移し、その後光子 1つを放射 (吸収)することで元の
状態 |A⟩に戻る効果である。中間状態 I は束縛電子が電離して自由電子になっている状態も含
む。これはすなわち Â · p̂の項に対して、摂動の 2次の遷移振幅を考えるということである。式
(5.B.297)の第 3項を考えることで、2次の遷移振幅は次のように書ける�44。

c(2)(t) = − 1

iℏ

(
e

me

)2 ℏ
2ϵ0V ω

∑
I

[
⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · p̂|A⟩

EI − EA − ℏω

+
⟨A|ek,α · p̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · p̂|A⟩

EI − EA + ℏω

]
t (5.3.96)

上式は、例えばある中間状態 I に対して ℏω = EI − EA となる振動数の光子の散乱を考える場
合に発散してしまうが、これは物理的にはおかしい挙動である。そのような発散を回避するた
めに、次のような現象論的な処置を行う。以後簡単のために原子の始状態 Aが基底状態である
場合を考える。つまり、全ての I について EI > EA であるということである。式 (5.B.298)よ
り、A→ I の励起を表す 1次の遷移振幅 c

(1)
吸 は、次のような微分方程式に従う。

dc
(1)
吸
dt

=
1

iℏ
HIA(t) exp[i(EI − EA)t/ℏ] (5.3.97)

ただし, HIA(t) = −
e

me

√
ℏ

2ϵ0V ω
⟨I|ek,α · p̂|A⟩ exp(−iωt) (5.3.98)

この式は光子の入射によって励起状態の含有率が時間と共に変化することを表しているが、状
態 I は光子の入射がなくとも自発放射を起こす。故に状態 I を見出す確率は上式の右辺がなく
とも時間の経過と共に減衰する。状態 I の平均寿命を τI として、減衰率に相当する量を

ΓI =
ℏ
τI

(5.3.99)

と定義する。これを用いて式 (5.3.97)に減衰を表す項を加える。

dc
(1)
吸
dt

=
1

iℏ
HIA(t) exp(−iωt) exp[i(EI − EA)t/ℏ]−

ΓI
2ℏ
c
(1)
吸 (5.3.100)

�43 摂動論とは、ハミルトニアンの相互作用項の結合定数、今の場合は電子の電荷 e についての展開である。上述の
Â · Â 項には e2 が係っているので、摂動論的に 2 次の効果である。

�44 電気双極近似を施している。被積分関数については、Â · p̂ 項のうちの散乱前後の光子数を変化させない項の
組、⟨A|Ĥ放射|I⟩ ⟨I|Ĥ吸収|A⟩ または ⟨A|Ĥ吸収|I⟩ ⟨I|Ĥ放射|A⟩ だけを取り出す。また、積分計算において積分下
限 t′′ = 0での値から来る項は、t = 0で唐突に摂動を与え始めたことによる人為的な項なので、無視する。

320 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 5 章 放射輸送 5.3 原子過程

これを c
(1)
吸 (0) = 0の初期条件の下で解くと、次の解を得る。

c
(1)
吸 (t) = − e

me

√
ℏ

2ϵ0V ω

⟨I|ek,α · p̂|A⟩
EI − EA − ℏω − iΓI/2

(
exp

[
−ΓIt

2ℏ

]
− exp

[
i(EI − EA − ℏω)t

ℏ

])
(5.3.101)

これを用いて 2次の遷移振幅を評価すると、次のようになる。

c
(2)
吸→放(t) =

1

iℏ
∑
I

∫ t

0

dt′ ⟨A|Ĥ放|I⟩ exp[i(EA − EI)t′/ℏ]c
(1)
吸 (t′) (5.3.102)

= − 1

iℏ

(
e

me

)2 ℏ
2ϵ0V ω

∑
I

⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · p̂|A⟩
EI − EA − ℏω − iΓI/2

t (5.3.103)

ただし、t は十分に大きいとして、式 (5.3.101) の第 1 項は無視した。このことを踏まえると、
式 (5.3.96)は次のように修正されるべきである。

c(2)(t) = − 1

iℏ

(
e

me

)2 ℏ
2ϵ0V ω

∑
I

[
⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · p̂|A⟩
EI − EA − ℏω − iΓI/2

+
⟨A|ek,α · p̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · p̂|A⟩

EI − EA + ℏω

]
t (5.3.104)

付録 5.B.11でフェルミの黄金律を導出したときと同様の議論により、遷移頻度は次のように
計算できる。

wdΩ =

∫
|c(1) + c(2)|2

t
ρω,dΩdE (5.3.105)

=
2π

ℏ

(
e2

me

)2( ℏ
2ϵ0V ω

)2
V

(2π)3
ω2

ℏc3
dΩ

·

∣∣∣∣∣ek,α · ek′,α′ − 1

me

∑
I

(
⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · p̂|A⟩
EI − EA − ℏω − iΓI/2

+
⟨A|ek,α · p̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · p̂|A⟩

EI − EA + ℏω

)∣∣∣∣2 (5.3.106)

この遷移頻度を立体角要素 dΩと入射光子の数密度のフラックスで割ったものが微分断面積であ
る。今は規格化体積 V において入射光子 1つを考えていたのでフラックスは c/V である。よっ
て微分断面積は

dσR
dΩ

= r20

∣∣∣∣∣ek,α · ek′,α′ − 1

me

∑
I

(
⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · p̂|A⟩
EI − EA − ℏω − iΓI/2

+
⟨A|ek,α · p̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · p̂|A⟩

EI − EA + ℏω

)∣∣∣∣2 (5.3.107)
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となる。これはクラマース-ハイゼンベルクの公式のレイリー散乱の場合の式である�45�46。
波長が十分に長い光子 ℏω ≪ EI − EA に対する散乱微分断面積の表式を求める。このとき、

式 (5.3.107)の分母の −iΓI/2は無視できる。x̂i, p̂i の交換関係より

ek,α · ek′,α′ =
3∑
j=1

(ek,α)j(ek′,α′)j
⟨A|x̂j p̂j − p̂j x̂j |A⟩

iℏ
(5.3.108)

=
1

iℏ
[⟨A|(ek,α · x̂)(ek′,α′ · p̂)|A⟩ − ⟨A|(ek′,α′ · p̂)(ek,α · x̂)|A⟩] (5.3.109)

と変形でき、これを中間状態 I で展開することで、

ek,α · ek′,α′ =
1

iℏ
∑
I

[⟨A|ek,α · x̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · p̂|A⟩ − ⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · x̂|A⟩]

(5.3.110)

=
1

meℏ
∑
I

1

ωIA
[⟨A|ek,α · p̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · p̂|A⟩+ ⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · p̂|A⟩]

(5.3.111)

ただし, ωIA =
EI − EA

ℏ
(5.3.112)

と書けること�47を使うと、式 (5.3.107)は

dσR
dΩ

= r20

∣∣∣∣∣ 1

meℏ
∑
I

(
ω ⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · p̂|A⟩

ωIA(ωIA − ω)
− ω ⟨A|ek,α · p̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · p̂|A⟩

ωIA(ωIA + ω)

)∣∣∣∣∣
2

(5.3.113)

とも書ける。ω ≪ ωIA の場合は、

1

ωIA ∓ ω
≃ 1

ωIA

(
1± ω

ωIA

)
(5.3.114)

と近似し、∑
I

1

ω2
IA

[⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · p̂|A⟩ − ⟨A|ek,α · p̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · p̂|A⟩] (5.3.115)

= m2
e

∑
I

[⟨A|ek′,α′ · x̂|I⟩ ⟨I|ek,α · x̂|A⟩ − ⟨A|ek,α · x̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · x̂|A⟩] (5.3.116)

= m2
e ⟨A|[ek′,α′ · x̂, ek,α · x̂]|A⟩ = 0 (5.3.117)

�45 今は散乱前と散乱後の原子の状態が同じ A であると考えたが、散乱後には違う状態 B に落ち着く場合も考えら
れる。この場合、A と B のエネルギー差の分だけ散乱される光子のエネルギー (振動数)も変化するので、原子
による光子の非弾性散乱を考えていることになる。このような散乱はラマン散乱と呼ばれる。

�46 具体的に計算する際に I についての和の計算を回避する方法については、例えば Sadeghpour & Dalgarno

(1992)を参考にして欲しい。
�47 2段目への変形では式 (5.3.13)の関係を用いた。
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という関係を使うことで、

dσR
dΩ
≃
(

r0
meℏ

)2

ω4

∣∣∣∣∣∑
I

1

ω3
IA

[⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ ⟨I|ek,α · p̂|A⟩+ ⟨A|ek,α · p̂|I⟩ ⟨I|ek′,α′ · p̂|A⟩]

∣∣∣∣∣
2

(5.3.118)

と書ける。このことから、古典電磁気学の場合 (付録 2.A.7)と同じように、ω が小さい場合は
断面積が ω4 に比例することが分かる。一方で ω が大きい場合は式 (5.3.107)の第 2, 3項は第 1

項に比べて無視できるので、
dσR
dΩ
≃ r20|ek,α · ek′,α′ |2 (5.3.119)

と書ける。これはトムソン散乱の微分断面積と同じ形式である。
特定の遷移幅に合致する波長帯の光子の散乱について、つまり特定の Iについて ℏω ≃ EI−EA

となる場合、近くに別の I が存在しなければ、式 (5.3.107)は∑I 中のその中間状態についての
項が支配的になるので、

dσres
dΩ

=
r20
m2
e

| ⟨A|ek′,α′ · p̂|I⟩ |2| ⟨I|ek,α · p̂|A⟩ |2

(EI − EA − ℏω)2 + Γ2
I/4

(5.3.120)

と書ける。この場合の散乱は共鳴散乱 (resonance scattering)と呼ばれる。ΓI の導入によって
発散は免れたが、なお他の波長帯の散乱よりは大きい断面積を持つ。式 (5.3.101)より

|c(1)吸 (t→∞)|2 =

(
e

me

)2 ℏ
2ϵ0V ω

| ⟨I|ek,α · p̂|A⟩ |2

(EI − EA − ℏω)2 + Γ2
I/4

(5.3.121)

と書ける。これは状態 Aの原子がこの波長帯の光子にあてられたときに、その光子を吸収する
確率と解釈できる�48。この |c(1)吸 (t→∞)|2 と、状態 I にある原子が単位時間あたりに特定の方
向へ光子を自発放射して Aに遷移する確率 wIAΩ(式 (5.3.11) 参照)を用いると、共鳴散乱の微
分断面積は次のように書ける。

dσres
dΩ

=
|c(1)吸 (t→∞)|2wIAΩ

c/V
(5.3.122)

上式の分母は入射光子の数密度フラックスと解釈できる。つまり共鳴散乱は、原子が入射光子
を吸収して中間状態 I に遷移してから、自発放射をして始状態 Aに戻る過程であると解釈でき
る。これは節 5.3.3で光子破壊確率について考察したときの考え方と整合的である�49。

�48 上式を ω の関数として見ると、節 5.3.4で説明したローレンツ輪郭と同型の関数であることが分かる。つまり、
吸収係数の線輪郭は、ドップラー幅や衝突幅を考慮しなくても ΓI によって決定される幅を持つ。これは自然幅
と呼ばれる。多くの場合、自然幅はドップラー幅や衝突幅に比べて小さい。

�49 節 5.3.3では 7パターンに分類した光子の増減効果のうちのパターン (b)由来の項として共鳴散乱の散乱係数を
定義した。
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実際の不透明度の計算時には、レイリー散乱の断面積としては Hと Heの基底状態に対する
もののみが考慮されるようだ。例えば Rogers & Iglesias (1992) ではどの遷移幅とも共鳴しな
い波長帯での断面積として、

σH(λ) = min{σT , σH,R(λ)} (5.3.123)

σHe(λ) = min{σT , σHe,R(λ)} (5.3.124)

ただし, σH,R(λ) = 5.799× 10−17λ−4 + 1.422× 10−12λ−6

+ 2.794× 10−8λ−8 cm2 (5.3.125)

σHe,R(λ) = 5.484× 10−18λ−4 + 1.338× 10−24λ−6 cm2 (5.3.126)

とフィッティングされた値が使われている。ただし、σT はトムソン散乱 (コンプトン散乱)断面
積で、λは光子の波長を nm の単位で表した値である。図 5.12の (B)にこれらの値を示した。

5.3.6 光電離と再結合
原子や分子が光子を吸収するのに伴って束縛電子が電離する現象を束縛-自由遷移または光電

離と言う。束縛-束縛遷移の場合と違い、フェルミの黄金則で使う状態密度として電離後の自由
電子の状態密度を考える。自由電子の運動量固有値と固有エネルギーをそれぞれ ℏK, ℏ2K2/2m

と書くことにする。吸収する光子の角振動数 ω = ck と放出する電子の波数 K の間には次のエ
ネルギー保存則が成り立つ。

ℏω + Ea =
ℏ2K2

2me
+ Eb (5.3.127)

ただし、始状態と終状態の原子 (イオン)のエネルギー準位をそれぞれ Ea, Eb とした。つまり、
この過程では

ℏω ≥ ℏω0 = Eb − Ea (5.3.128)

を満たす角振動数の光子しか吸収されない。この ω0 を吸収端と言う。
自由粒子の固有状態 ψK(x)の規格化には様々な流儀があるが、ここでは粒子密度が 1になる

ように規格化する (付録 5.B.12参照)。∫
ψ∗
K′(x)ψK(x) = (2π)3δ(K −K ′) (5.3.129)

この規格化の下では散乱後の電子の状態密度は式 (5.B.335)のように書ける。

ρ(E) =
meK

(2π)3ℏ2
dΩK (5.3.130)

よって、フェルミの黄金律より、状態 |a⟩にあった原子が運動量 ℏkの光子を吸収して特定の運
動量 ℏK を持つ自由電子を放出し、状態 |b⟩ に遷移する単位時間あたりの確率は次のように書
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ける。

wabK =
2π

ℏ

(
e

me

)2 ℏ
2ϵ0V ω

|⟨b,K|ek,α · p̂|a⟩|2 |⟨nk,α − 1|âk,α|nk,α⟩|2 ρ(E) (5.3.131)

=
e2meωnk,αKdΩK

8π2ϵ0ℏ2V
|⟨b,K|ek,α · x̂|a⟩|2 (5.3.132)

入射光子の数密度フラックス nk,αc/V と dΩK で割ることで、微分断面積は次のようになる。

dσPI
dΩK

=
mee

2kK

8π2ϵ0ℏ2
|⟨b,K|ek,α · x̂|a⟩|2 (5.3.133)

入射光子の偏極状態で平均し、入射方向でも平均すると、節 5.3.1と同様の考え方で
1

4π

∫
4π

dΩk
1

2

∑
α

|⟨b,K|ek,α · x̂|a⟩|2 =
1

3
|⟨b,K|x̂|a⟩|2 (5.3.134)

と計算できる。更に始状態と終状態がそれぞれma = 1, 2, ..., ga;mb = 1, 2, ..., gb というように
縮退している場合を考えて、ma についての平均を取り、mb について合計する。自由電子のス
ピン自由度ms でも和をとると、結局微分断面積は次のように書ける。

dσPI
dΩK

=
mee

2kK

24π2ϵ0ℏ2ga

∑
ma,mb,ms

|⟨b,mb;K,ms|x̂|a,ma⟩|2 (5.3.135)

自由電子の放出方向 dΩK で積分した全断面積を計算するには、散乱後の自由電子の波動関数
が次のように球面調和関数 Y ml (θ, ϕ)で展開できることを利用する。球面調和関数については付
録 1.C.4を参照のこと。

ψK(x) = 4π
∑
l,m

il(Y ml (θK , ϕK))∗Rl(r)Y
m
l (θ, ϕ) (5.3.136)

(r, θ, ϕ)は座標 xの極座標表示であり、(θK , ϕK)はベクトルK の方向を極座標で表したもので
ある。動径関数 Rl(r) は、ポテンシャルが無い状況での平面波の場合は球ベッセル関数という
関数になるが、今の場合は残されたイオンとの間にクーロン相互作用が働くため、複雑な関数に
なる。この辺りの具体的な計算については例えば Burke (2011)を読んで欲しい。とにかく散乱
後の束縛電子と自由電子全体の状態が

|b,mb;K,ms⟩ =
4π

K

∑
l,m

il(Y ml (θK , ϕK))∗ |b,mb;K, l,m,ms⟩ (5.3.137)
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と展開できたとすると、全断面積は次のように計算できる。

σPI =

∫
4π

dσPI
dΩK

dΩK (5.3.138)

=
mee

2kK

24π2ϵ0ℏ2ga

(
4π

K

)2 ∑
ma,mb,ms

∑
l,m

∑
l′,m′

il(−i)l
′
⟨b,mb;K, l,m,ms|x̂|a,ma⟩

· ⟨b,mb;K, l
′,m′,ms|x̂|a,ma⟩

∗
∫
4π

Y ml (θK , ϕK)(Y m
′

l′ (θK , ϕK))∗dΩK

(5.3.139)

=
2mee

2k

3ϵ0ℏ2gaK
∑
ma

∑
mb

∑
l,m,ms

|⟨b,mb;K, l,m,ms|x̂|a,ma⟩|2 (5.3.140)

逆の過程、つまり状態 |b⟩にある原子 (イオン)に自由電子が衝突し、電子は束縛されて原子の
状態が |a⟩ に遷移すると共に光子を放射する過程は再結合 (recombination) と呼ばれる。再結
合の断面積を求めるときの、光電離の場合と異なる操作を挙げると次のようになる。

� 光電離の場合はフェルミの黄金で使う状態密度に散乱後の自由電子のもの (5.3.130)を用
いたが、再結合の場合は放射する光子のもの (5.3.9)を用いる。

� 光電離の場合は入射光子の数密度フラックス nk,αc/V で割ったが、再結合の場合は入射
電子の数密度フラックス ℏK/me で割る。

� 光電離の場合は始状態の縮退度 ga で割ることで平均を取っていたが、再結合の場合は始
状態は |b,mb⟩に変わるので、gb で割ることになる。

� 光電離の場合は消滅演算子の性質より nk,α が分子に現れたが、再結合の場合は生成演算
子の性質より、代わりに (nk,α + 1)が現れる。

以上の変更点を取り込むと、再結合の全断面積 σRC は次のように表されることが分かる。

σRC =
k2ga
K2gb

σPI(n+ 1) (5.3.141)

nは単位モード (k, α)あたりの光子数の平均である。誘導放射と自発放射のように、再結合の
場合も放射強度 (∝ n)に比例する項と nk,α = 0の場合でも起きうる項が出てくる。
放射強度 Iν が等方的であり源泉関数 Sν に等しい場合は、光電離によって単位時間あたりに

吸収される ν ∼ ν + dν の振動数帯の光子数と、再結合によって v ∼ v + dv の速度帯の電子を
束縛して放射される同じ振動数帯の光子数は等しいことになる。ただし、ν と v は次のエネル
ギー保存則で結ばれる。

hν = Eb − Ea +
1

2
mev

2 (5.3.142)

つまり、
hdν = mevdv (5.3.143)
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という関係がある。また、放射強度が Iν = Sν のときの光子の数密度フラックスを全方向 4πに
ついて足し上げると

IνdνdΩ

hν
· 4π
dΩ

=
4π

hν
Sνdν (5.3.144)

と書ける。電子は熱平衡にあってマクスウェル-ボルツマン分布に従う (節 6.1.1 参照) とする
と、v ∼ v + dv の間の速度を持つ電子数密度は

f(v)dv =

√
2

π

(
me

kBT

)3/2

nev
2 exp

(
−mev

2

2kBT

)
dv (5.3.145)

と表される。ne は全電子数密度である。nと放射強度の関係は式 (5.3.22)より

n =
c2Sν
2hν3

(5.3.146)

である。単位時間・単位体積あたりの光電離数と再結合数の間のバランス関係は次のように書
ける。

na ·
4π

hν
Sνdν · σPI = nb · f(v)dv · v · σRC (5.3.147)

この式を Sν について解いて、上述した諸関係を用いて整理すると、次のようになる。

Sν =
2hν3

c2
1

F − 1
(5.3.148)

ただし, F =
na
nenb

2gb
ga

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

exp

(
mev

2

2kBT

)
(5.3.149)

このことから、状態 aにある原子と bにある原子の数密度比がサハの式 (付録 3.B.5参照)

nenb
na

=
2gb
ga

(
mekBT

2πℏ2

)3/2

exp

(
−Eb − Ea

kBT

)
(5.3.150)

に従う場合は、Sν はプランク関数になることが分かる。
電子が主量子数 nと方位量子数 l で表される軌道にある水素様原子が光電離するときの断面

積は次のように計算される。

σPI(ν) =
64

3
√
3
απa20

ngII
Z2

(ν0
ν

)3
(5.3.151)

ただし, ν0 =
Z2

n2
α2mec

2

2h
(5.3.152)

α ≃ 1/137は微細構造定数、a0 = 5.29 × 10−11 mはボーア半径、Z は電離後のイオンの電荷
量 (水素原子の電離の場合は Z = 1)である。ν0 は吸収端の振動数である。gII は束縛-自由ゴー
ント因子であり、n, l, ν に依存する。ゴーント因子は、特に lでの平均を取った場合にはおおむ
ね 1に近い値を取る。
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例えばOpacity Project (Seaton et al., 1994)のサイト�50で光電離の断面積を調べる場合、入
射光子のエネルギーに対する値が表で得られるが、このときのエネルギーの単位は Ry (リュー
ドベリ、1 Ry = α2mec

2/2)、断面積の単位にはMb (メガバーン、1 b = 10−28 m2)が用いら
れている。

5.3.7 制動放射
自由-自由吸収 (制動放射の逆過程)は量子力学では次のように 3粒子が関わる衝突過程として

考えられる。
X + e+ hν −→ X ′ + e′ (5.3.153)

特に衝突前の原子 (イオン)X と散乱後の原子 X ′ が同じ準位にあり、光子のエネルギーは全て
自由電子が持っていくような過程の頻度が多い。そのような過程の断面積は光電離の場合とほ
ぼ同様に考えることができる。ただし、今回は散乱前の状態も原子と自由電子を併せた状態と
して表される。散乱後の自由電子の状態密度を用いてフェルミの黄金律を用い、入射光子のフ
ラックスで割る。求まる断面積は自由電子の数密度に比例するべきであるが、自由電子の状態
を前節と同様に規格化していれば、電子密度が 1の場合の断面積 σabs が求まることになる。
逆過程の制動放射についての断面積を求めるときの変更点は次の通りである。ただし、入射

電子の運動量を ℏK2、光子と共に放出される電子の運動量を ℏK1 と書くことにする。

� 自由-自由吸収の場合は光子のフラックス nk,αc/V で割るが、制動放射の場合は入射電子
のフラックス ℏK2/me で割る。

� 自由-自由吸収の場合はフェルミの黄金律に用いる終状態の状態密度として運動量 ℏK2

を持つ自由電子のもの ρ = meK2dΩK2
/(8π3ℏ2) を用いるが、制動放射の場合は運動量

ℏK1 を持つ自由電子のもの ρ = meK1dΩK1
/(8π3ℏ2)と ω ∼ ω + dω の間の角振動数を

持つ光子の状態数 V k2dω/(πc)�51の積を用いる。
� 自由-自由吸収の場合は消滅演算子の性質より nk,α が分母に現れるが、制動放射の場合は
生成演算子の性質より、代わりに (nk,α + 1)が現れる。

これらの変更点を考慮すると、自由-自由吸収の断面積 neσabs と制動放射の断面積 σbrem の間
には次の関係があることが分かる。

σbrem =
mek

2K1

π2ℏK2
2

σabs(n+ 1)dω (5.3.154)

この σbrem は ω ∼ ω + dω の間の角振動数を持つ光子を放射する過程についての断面積である。

�50 http://cdsweb.u-strasbg.fr/topbase/xsections.html
�51 全放射方向 4π の分を考え、偏極の自由度 2も考慮している。
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ω で微分した断面積は次のように表される。

dσbrem
dω

=
mek

2K1

π2ℏK2
2

σabs(n+ 1) (5.3.155)

速さ v1 ∼ v1 + dv1 を持つ電子が原子 (イオン)に衝突して振動数 ν ∼ ν + dν の光子を吸収
し、速さ v2 ∼ v2 + dv2 の電子を放出する自由-自由吸収過程が単位時間あたりに起こる数と、そ
の逆の制動放射が単位時間あたりに起こる数が等しくなるという式は次のようになる。ただし、
放射強度は源泉関数に等しく、電子の速度分布はマクスウェル-ボルツマン分布に従うとする。

4π

hν
Sνdν · f(v1)dv1 · σabs = f(v2)dv2 · v2 ·

dσbrem
dω

2πdν (5.3.156)

各文字の意味は前節と同じである。v1 と v2 の間には次のエネルギー保存則が成り立つ。
1

2
mev

2
1 + hν =

1

2
mev

2
2 (5.3.157)

つまり、
v1dv1 = v2dv2 (5.3.158)

である。以上の関係と前節で述べた関係を用いて式 (5.3.156)を実際に Sν について解くと、プ
ランク関数になることが分かる。
H+ や He2+ のような電子を持たないイオンとの衝突による自由-自由吸収の断面積は次のよ

うに表される。
σabs(v1, ν) =

ασT

4
√
3π

c4Z2gIII
v1ν3

(5.3.159)

αは微細構造定数、σT はトムソン散乱断面積、Z はイオンの電荷量、v1 は入射電子の速さであ
る。gIII は自由-自由ゴーント因子であり、電波域の吸収の場合を除くとおおむね 1に近い値を
取る。上記の断面積は速さ v1 を持つ電子の数密度が 1の場合の断面積であることに注意が必要
である。入射電子の速さはマクスウェル-ボルツマン分布に従うとして上式の v1 に対する平均
を取ることで、特定のイオンに関する自由-自由吸収の吸収係数が求まる�52。

αν,f-f(ν) = ni

∫ ∞

0

σabs(v1, ν)f(v1)dv1 (5.3.160)

=
ασT c

4√megIIIZ
2neni

2
√
6π3/2ν3

√
kBT

(5.3.161)

�52 積分公式 ∫ ∞

0
x exp(−ax2)dx =

1

2a

を用いる。
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図 5.13 二電子性再結合の模式図

5.3.8 不透明度の計算
前節までで説明したような過程の効果を、プラズマに含まれる様々な粒子種の様々な準位につ

いて合計することで吸収係数 αν (不透明度 κν = αν/ρ)が計算される。例えば束縛-束縛遷移、
光電離、自由-自由吸収、トムソン散乱、レイリー散乱を考慮した不透明度は次のように計算さ
れる。

ρκν(ν) =

∑
i,j,k

nij
e2

4ϵ0mec
fjkϕjk(ν) +

∑
i,j

nijσ
PI
ij (ν)

+
∑
i,j

nijneσij(ν)

[1− exp

(
− hν

kBT

)]
+ neσT +

∑
i,j

nijσ
R
ij(ν) (5.3.162)

iはそれぞれの粒子種のそれぞれの電離状態を表すラベルであり、j, k はその粒子種の準位 (励
起状態)を表すラベルである。fjk は振動子強度、σij(ν)はマクスウェル-ボルツマン分布で v1

について平均した自由-自由吸収断面積である。因子 (1− exp(−hν/kBT ))は真の吸収の効果か
ら誘導放射の効果を引き、遷移前と遷移後の状態にある粒子の数密度比は式 (5.3.43)のように
ボルツマン因子で表されると仮定することで出てくる。
実際のプラズマでは前節までで説明した過程以外の過程も起きている。説明した過程も含め

て主な過程の名称と衝突前の粒子種、衝突後の粒子種の関係を表 5.1にまとめた。二電子性再結
合と自動イオン化は関係するイオンが他の電子を持つ場合に起こり得る過程である。図 5.13に
二電子性再結合の模式図を示した。電子が高い順位に束縛されるときに発生するエネルギーを
用いて他の電子が励起し、その後どちらかの電子が脱励起する際に光子が放射される過程であ
り、特定のエネルギーの電子に対して発生確率が高くなる。自動イオン化はその逆過程、つま
り、光子を吸収して励起した電子が脱励起する際に、他の高い順位にある束縛電子を電離させる
過程である。
不透明度や各遷移率、電離の断面積などの計算結果をまとめて公開しているプロジェクトと
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表 5.1 プラズマ中の原子過程
日本語名 / 英語名 衝突前 衝突後
吸収 / absorption 光子 +原子 励起した原子
誘導放射 / stimulated emission 光子 +励起した原子 光子 × 2 +原子
自発放射 / spontaneous emission 励起した原子 光子 +原子
光電離 / photoionization 光子 +原子 電子 +イオン
再結合 / recombination 電子 +イオン 光子 +原子
二電子性再結合 / dielectronic recomb. 電子 +イオン 光子 +励起した原子
自動イオン化 / autoionization 光子 +励起した原子 電子 +イオン
トムソン散乱 / Thomson scattering 光子 +電子 光子 +電子
レイリー散乱 / Rayleigh scattering 光子 +原子 光子 +原子
自由-自由吸収 / free-free absorption 光子 +電子 +イオン 電子 +イオン
制動放射 / bremsstrahlung 電子 +イオン 光子 +電子 +イオン
衝突による励起 / collisional excitation 電子 +原子 電子 +励起した原子
衝突による脱励起 / col. de-excitation 電子 +励起した原子 電子 +原子
衝突による電離 / collisional ionization 電子 +原子 電子 × 2 +原子
3体再結合 / 3-body recombination 電子 × 2 +原子 電子 +原子

しては、例えば CHIANTI (Dere et al., 2019)�53、Opacity Project (Seaton et al., 1994)�54、
OPAL (Iglesias & Rogers, 1996)�55がある。恒星モデルにおける不透明度の計算にまつわる問
題についてのレビューとして、Pain et al. (2017)も参考にして欲しい。

5.4 流体への応用
数値計算によってMHD方程式を解く場合よりも、放射輸送方程式を解く方が計算資源をよ

り必要とする。例えば大西直文 (2012)では、典型的な放射流体シミュレーションにおいて、9

割以上の計算時間が放射輸送計算に費やされると述べられている。そこで、流体現象を対象とす
る計算において、放射輸送方程式を逐一解かなくても良い近似で放射現象を取り入れられるよう
にするための処方箋が考えられている。本節では太陽の計算で用いられる手法を 2つ紹介する。
1つめは拡散近似と呼ばれる手法である。これは太陽内部などの光学的に厚い領域で有効な方

法である。この場合、放射はほとんど黒体放射になるが、黒体放射からの 1次のずれを考えるこ
とによって、流体と放射場との運動量やエネルギー交換が流体温度の関数として表される。
2つめは放射損失関数というものを用いる方法である。これは太陽コロナのように光学的に薄

い領域で有効である。光学的に薄い場合、放射場による運動量輸送の効果は無視できるように

�53 https://www.chiantidatabase.org/chianti.html
�54 http://cdsweb.u-strasbg.fr/topbase/home.html
�55 https://opalopacity.llnl.gov/opal.html
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なるが、放射によるエネルギー損失は依然、流体のダイナミクスに影響する。温度が高くて薄い
プラズマを想定して適当な仮定を課すと、このエネルギー損失は流体温度のみの関数として表
される。
太陽大気における放射輸送の計算方法についてのレビューには Leenaarts (2020)がある。

5.4.1 拡散近似
太陽の内部などの光学的に厚い領域、すなわち L を系の典型的な空間スケールとして

(αν + σν)L≫ 1の領域で有用な放射輸送方程式の取り扱い方を説明する。定常の放射輸送方程
式を変形すると、

Iν = Sν −
1

αν + σν
n · ∇Iν (5.4.1)

と書ける。右辺第 2 項のオーダーは光子の平均自由行程での放射強度の変化のスケール
であるが、考える系が光学的に厚い場合は非常に小さい値になる。よって第 0 近似として
Iν = Sν = Bν が成り立つ。ここまでは既述の事項である。O[1/(αν + σν)L]までの近似を考え
ると、上式の右辺に Iν = Sν = Bν を代入して、

Iν = Bν −
1

αν + σν
n · ∇Bν +O

[
1

(αν + σν)2L2

]
(5.4.2)

となる。従って各モーメントは、

uν =
4π

c
Bν (5.4.3)

F ν = − 4π

3(αν + σν)
∇Bν (5.4.4)

Pν =
4π

3c
BνI =

1

3
uνI (5.4.5)

と計算できる。更に、振動数で積分したモーメントは

u =
4π

c
B =

4σT 4

c
(5.4.6)

F = −4π

3

∫
∇Bν

αν + σν
dν (5.4.7)

= −4π

3

∫
1

αν + σν

dBν
dT

dν∇T (5.4.8)

= − 4π

3αR
∇B (5.4.9)

= −16σT 3

3αR
∇T (5.4.10)

P =
4σT 4

3c
I (5.4.11)

332 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 5 章 放射輸送 5.4 流体への応用

となる。ここで、

1

αR
=

∫
1

αν + σν

dBν
dT

dν∫
dBν
dT

dν

(5.4.12)

と定義される αR はロスランド平均吸収係数と呼ばれる。或いは κR = αR/ρはロスランド平均
不透明度 (Rosseland mean opacity)と呼ばれる。以上のように放射強度と各モーメントを近似
する操作はロスランド近似、または拡散近似と呼ばれる。一般には、ある点 xの放射場は、前
節で考えたように各点での流体の性質 jν , αν , σν や放射場自身 Jν の和として決定されるが、拡
散近似を施すと、その点 xのみでの流体の性質 T, αR によって決定される。また、式 (5.4.2)を
見ると、拡散近似の下では放射強度は∇Bν の分だけ非等方であるが、エディントン近似の関係
Pν = uν/3は成り立っていることが分かる。
以上の計算より、放射による加熱率 Qrad と等方的な放射圧 Prad は、

Qrad = −∇ · F − ∂u

∂t
(5.4.13)

=
16σ

3
∇
(
T 3

αR
∇T
)
− 16σT 3

c

∂T

∂t
(5.4.14)

Prad =
4σ

3c
T 4 (5.4.15)

と書けるので、ロスランド平均不透明度が求まっていれば放射輸送方程式を逐次解かなくても
流体の時間発展を追えることになる。

5.4.2 放射損失関数
太陽コロナは、電波を除くどの波長域に対しても光学的に薄いプラズマである。よって、光球

や彩層など、下層から来る光の吸収は起きていないと考えることで、問題を幾分か簡単にするこ
とができる。コロナでは、主に炭素、ケイ素、酸素、鉄などのイオンが束縛-束縛遷移に伴って
極端紫外線 (紫外線と X 線の中間域) を発することによるエネルギー損失が起きている。この
冷却過程を簡単に扱う手法として、放射損失関数 (radiative loss function)が用いられる。
エネルギー準位 i にある元素 X 、価数 z のイオンに注目する。光学的に薄い系を考えている

ので、このイオンの脱励起に伴って自発放射された光子は、その後再び吸収されることなく系の
外に出ていくと考えられる。つまり、自発放射が起きれば直に系のエネルギー損失につながる。
このイオンの脱励起によって単位時間・単位体積あたりに損失するエネルギーは、自発放射につ
いてのアインシュタイン係数を Aij、準位 i にあるイオンの数密度を nz,i として、次のように
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書ける。

QX,z,i = hνij · nz,iAij (5.4.16)

= hνijAij
nz,i
nenz

nz
nX

nX
nH

nenH (5.4.17)

ne, nH, nX, nz はそれぞれ、電子の数密度、水素の数密度、元素 X の数密度、元素 X の z 価の
イオン全体の数密度を表す。存在比 nX/nH はコロナにおける値として、一定の値が用いられる
ことが多い。
仮に全ての遷移過程が十分に起きていて、系が局所熱平衡 (LTE) にあるならば、上式におけ

る電離率 nz/nX と z 価イオンの励起率 nz,i/nz はボルツマン因子を用いて表せる。しかし、光
学的に薄いコロナは、自発放射は起きれど誘導放射や吸収が殆ど起きない状況にある。このよ
うな状況では、次の統計平衡方程式を具体的に解く必要がある。

Dnz,i
Dt

=
∑
(z′,j)

nz′,jP(z′,j)→(z,i) −
∑
(z′,j)

nz,iP(z,i)→(z′,j) (5.4.18)

上式の (z′, j)とは、例えば z 価イオンの他のエネルギー準位や (z − 1)価イオンなど、準位 iに
ある z 価イオンと脱励起や電離、再結合反応によって結ばれる他の状態を表すラベルである。
つまり、右辺の第 1項は他の状態の粒子が励起、電離、再結合して状態 (z, i)のイオンに遷移す
る単位時間・単位体積あたりの数を表しており、第 2項は逆の反応が起きて状態 (z, i)のイオン
が減る数を表す。注目している流体現象の時間スケールが、励起や電離の起きる時間スケールよ
り十分に長い場合は、上式の左辺をゼロとして考える。この条件は統計平衡と呼ばれる。各遷
移が単位時間あたりに起きる確率 P(z′,j)→(z,i), P(z,i)→(z′,j) には、放射に伴う遷移や電子との衝
突に伴う遷移のように、関係する反応による寄与が合計されている。他の準位や価数のイオン
についても上式のような方程式を立て、統計平衡の仮定の下で連立して解くことにより、nz/nX

や nz,i/nz が温度 T と ne の関数として決定される。
結局、式 (5.4.17)は、T, ne の関数 GX,z,i(T, ne)を用いて、次のように書ける。

QX,z,i = GX,z,i(T, ne)nenH (5.4.19)

これを様々な粒子種 (元素やイオンの価数, 準位) について合計すると、コロナにおいて単位時
間・単位体積当たりに放射で失われるエネルギーは次のように書ける。

Q = nenHL(T, ne) (5.4.20)

この L(T, ne)を放射損失関数と言う。L(T, ne)は ne に弱くしか依存しないことが知られてい
る�56。ne が 1014 − 1020 m−3 の範囲内の場合、L(T, ne)は ne が変化しても最大で 20 % 程度
しか変化しないようである (Leenaarts, 2020)。それよりも、各元素の存在比 nX/nH をどう設

�56 この理由について詳しくは節 5.4.3も参照して欲しい。
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図 5.14 光学的に薄い系の放射損失関数：青色の実線は Grevesse & Sauval (1998)によってま
とめられた光球での存在比、青色の破線は Asplund et al. (2009)によってまとめられた光球で
の存在比、赤色は Feldman et al. (1992)によってまとめられたコロナでの存在比を仮定して計
算した値。電子密度は 1015 m−3 とした。CHIANTI (Dere et al., 2009)を用いて計算した。

定するかによって、値が大きく変化する。CHIANTIの原子過程データを用い、コロナの存在比
と光球の存在比を想定して計算された放射損失関数を図 5.14に示した。
この放射損失関数の手法を彩層に応用した研究もある (e.g. Goodman & Judge, 2012;

Carlsson & Leenaarts, 2012)。Carlsson & Leenaarts (2012)は彩層での放射による単位体積・
単位時間あたりのエネルギー損失を次の形で表している。

Q =
∑
X,z

nenHGX,z(T ) · EX,z(τ) (5.4.21)

GX,z(T ) は元素 X の z 価のイオンについての放射損失関数である。EX,z(τ) はこの粒子種に
よって放射された光子が再度吸収されることなく系の外に出ていく確率 (脱出確率)であり、光
学的深さ τ に依存する。コロナを考える場合はこの EX,z は 1 であると考えられるが、彩層の
ように光学的に深い場所を調べる際は 1より小さくなることが期待される。彼らは計算された
放射損失関数と実際に放射輸送方程式を解いた 1次元シミュレーション結果を比較することで、
脱出確率を求めている。そのようにして上式が求まれば、更に計算資源が必要な計算 (例えば 3

次元シミュレーション)において放射輸送方程式を解かずに放射損失を取り入れることができ、
計算の実行が可能になる。
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5.4.3 [トピック] コロナ輝線で見えるもの
Del Zanna & Mason (2018)

5.5 偏光
付録 2.A.3では、古典的な電磁波の電場 (ベクトルポテンシャル)の振動方向によって、光は

偏光と呼ばれる自由度を持つことを述べた。また、この自由度は光子を考える場合にはスピン
角運動量という形で引き継がれることを付録 5.B.10で述べている。前節までは議論を簡単にす
るために、放射場は「無偏光」であることを前提にしていた。無偏光とは、各々の光子の偏光状
態がランダムであるために、光線全体としては統計的に特定の偏光状態に偏っていないという
ことである。実際に太陽などで観測される光は様々な偏光状態にあることが期待されるが、流
体現象に興味がある場合は、計算資源を節約するため、或いは物理の本質を掴むために無偏光の
状態を仮定して議論がされることがある。一方で、偏光状態を知ることで、観測しているプラ
ズマ内の磁場の様子などを知ることができる。そのために各波長での偏光状態を観測すること
を偏光分光観測 (spectropolarimetry)と言うが、観測された偏光状態の情報から磁場を推定す
るためには、偏光を考慮に入れた放射輸送を解く必要がある。
付録 2.A.3および 5.B.10で説明しているように、例えば z 方向に伝搬する光子 1個を考えた

とき、右円偏光の状態 |+⟩と左円偏光の状態 |−⟩は x方向と y 方向の直線偏光 |x⟩ , |y⟩の π/2

だけ位相をずらした重ね合わせで

|+⟩ = − 1√
2
(|x⟩+ i |y⟩) (5.5.1)

|−⟩ = 1√
2
(|x⟩ − i |y⟩) (5.5.2)

と表される。1/
√
2は状態を規格化 ⟨+|+⟩ = 1するための係数である。一方で、偏光板を用い

て x方向に直線偏光した光線と y 方向に直線偏光した光線 (光線の向きは z 方向)を独立に�57

用意できたとして、この 2つの光線を同じ放射強度で重ね合わせた場合、それぞれの 2倍の放
射強度を持った光線が出来上がるが、この光線は互いに直交する偏光状態が統計的に打ち消し
合った結果、無偏光の状態になっている。このように、光子 1個の偏光状態と光線全体の偏光状
態は区別すべき概念であり、「重ね合わせ」という概念も 2つ必要になる。すなわち、量子力学
の原理としての重ね合わせと、光線同士の統計的な意味での重ね合わせである。
本節ではまず、上述の概念を整理するために純粋状態と混合状態の説明をし、光線の状態を的

確に記述することができる密度行列を導入する。また、光線の偏光状態を記述するのに用いら

�57 ここで言う独立とは、片方の光線に対するもう一方の光線の相対的な位相差が時間的にランダムに変化するとい
うこと。
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れることの多いストークスパラメータについても説明する。その後、放射場を偏光させ得る効
果の代表例として、磁場の存在によって起きるゼーマン効果と異方的な放射場によって起きる
原子の偏極による効果について説明する。最後に、偏光状態を考慮した放射輸送方程式につい
て概観する。

5.5.1 偏光状態の記述方法
密度行列
z 方向に伝搬する光線を考える。偏光板という装置に光を通すと、ある特定の向きに直線偏光

した光子のみが通り抜けることができる。従って、偏光板を通り抜けた後の光線は、含まれる全
ての光子が同じ向きに直線偏光している。このように、含まれる全ての光子が同じ偏光状態に
あるような光線は完全偏光していると言う。光線を偏光板に通し、偏光板を回転させて、偏光軸
の向きを x 方向や y 方向など、様々な向きに変え、透過する光線の強度を調べる実験を行う。
無偏光の光線を準備してこの実験を行った場合、偏光板をどの向きにしても透過した光線の強
度は元の光線の強度の半分になる。一方で、既に偏光板に通して x方向に完全偏光している光
線に対してこの実験を行った場合、偏光板の偏光軸を x方向にすると透過光は元の光線と同じ
強度になり、偏光軸を y 方向にすると偏光板は光線を完全に遮断する。このように、完全偏光
している光線に対しては、その光線が 100% 透過するようなフィルターを (理想的には) 作るこ
とができる�58が、無偏光の光線のように、完全偏光していない状態の光線に対してはそのよう
なフィルターを作ることができない。どんなフィルターに対しても、そのフィルターが通す偏
光状態に直交する状態の光子を含んでいるからである。
引き続き光線の向きは z 方向とする。x方向に完全偏光した光線全体の状態を |x⟩と書くこと

にする。つまり、系の全ての光子が x方向に偏光している状態である。このようにケット | ⟩を
用いて書かれる状態を純粋状態と言う。完全偏光した光線は純粋状態にある。光線が完全に右
(左) 円偏光している状態、つまり含まれる光子が全て右 (左) 円偏光している状態を |+⟩ (|−⟩)
と書くことにすると、|x⟩との間には

|x⟩ = − 1√
2
(|+⟩ − |−⟩) (5.5.3)

という関係がある。同様に、y 方向に完全偏光した光線全体の状態 |y⟩との間には

|y⟩ = i√
2
(|+⟩+ |−⟩) (5.5.4)

�58 例えば 1/4 波長板という装置と偏光板を組み合わせることで、右 (左) 円偏光の光子のみを透過するフィルター
を作ることもできる。1/4 波長板は直線偏光の光子を円偏光に、円偏光の光子を直線偏光に、相互に変換するこ
とができる装置である。
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という関係がある。このように、純粋状態の相対的な位相が規定された上での重ね合わせをコ
ヒーレントな重ね合わせと言う。|+⟩ , |−⟩は

⟨+|+⟩ = 1, ⟨−|−⟩ = 1, ⟨+|−⟩ = 0 (5.5.5)

という正規直交関係を満たし、|x⟩ , |y⟩も
⟨x|x⟩ = 1, ⟨y|y⟩ = 1, ⟨x|y⟩ = 0 (5.5.6)

という正規直交関係を満たす。光線の偏光状態の状態空間 (2次元)は |+⟩と |−⟩を基底にして
表現できると同時に、|x⟩と |y⟩を基底に選ぶこともできる。|+⟩と |−⟩を基底に選ぶと、各状
態は次のように縦数ベクトルを用いて表すこともできる。

|+⟩ =
(
1
0

)
, |−⟩ =

(
0
1

)
(5.5.7)

|x⟩ = 1√
2

(
−1
1

)
, |y⟩ = 1√

2

(
i
i

)
(5.5.8)

完全偏光していない状態は純粋状態に対して混合状態と呼ばれる。混合状態の記述には密度
行列 ρ̂と呼ばれるエルミート演算子が用いられる。例えば無偏光の光線は、x方向に完全偏光し
た強度 I の光線 |x⟩と y 方向に完全偏光した同じ強度 I の光線 |y⟩を独立に用意して重ねるこ
とで得られる。このように、相対的な位相がランダムである光線の重ね合わせを非コヒーレン
トな重ね合わせと言う。無偏光の光線を表す密度行列は次のように表される。

ρ̂ = I |x⟩ ⟨x|+ I |y⟩ ⟨y| (5.5.9)

上式によって表される演算子 ρ̂は無偏光の光線と 1対 1に対応していて、光線の情報を全て持
つ。例えば、無偏光の光線は完全に右円偏光した光線 |+⟩と左円偏光した光線 |−⟩を同じ強度
で重ねることでも得られる。上式に式 (5.5.3)と (5.5.4)を代入すると、

ρ̂ = I |+⟩ ⟨+|+ I |−⟩ ⟨−| (5.5.10)

と書き換えられることから、確かに 2つの方法で用意した光線は同じ混合状態にあることが分
かる。|+⟩と |−⟩を基底に取って演算子 ρ̂を行列を用いて表すと、次のように書ける。

ρ̂ =

(
⟨+|ρ̂|+⟩ ⟨+|ρ̂|−⟩
⟨−|ρ̂|+⟩ ⟨−|ρ̂|−⟩

)
=

(
I 0
0 I

)
(5.5.11)

この光線の強度は ρ̂のトレースを取ることで得られる。演算子のトレースとは、何らかの基底
を選んでその演算子を行列表示したときの対角要素の和のことである。どのような基底を選ん
でも不変な量、つまり演算子が固有に持つ基底の取り方に依らない量である。今考えている ρ̂

の場合は
Tr(ρ̂) = ⟨+|ρ̂|+⟩+ ⟨−|ρ̂|−⟩ (5.5.12)

= ⟨x|ρ̂|x⟩+ ⟨y|ρ̂|y⟩ (5.5.13)

= 2I (5.5.14)
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となる。今は強度 I の光線 2つを重ねた光線を考えていたので、上式は確かにこの光線の強度
を表している。各対角要素をトレースで割った量はその偏光状態にある光子が含まれる割合を
表す。例えば右円偏光にある光子が含まれる割合は

⟨+|ρ̂|+⟩
Tr(ρ̂)

=
1

2
(5.5.15)

である。例えば一般に
|e⟩ = cosβ |+⟩+ sinβ exp(iδ) |−⟩ (5.5.16)

という偏光状態のみ透過するフィルター�59に強度 2I の無偏光の光線を当てた場合、透過される
強度は

⟨e|ρ̂|e⟩ = [cos2 β + sin2 β exp(iδ) exp(−iδ)]I = I (5.5.17)

と計算できる。つまり、無偏光の光線にどのようなフィルターを当てても、透過される光線の強
度はもとの半分であることが言える。
x方向に完全偏光した強度 I の光線を表す密度行列は

ρ̂ = I |x⟩ ⟨x| (5.5.18)

=
I

2
(|+⟩ ⟨+|+ |+⟩ ⟨−|+ |−⟩ ⟨+|+ |−⟩ ⟨−|) (5.5.19)

=
I

2

(
1 −1
−1 1

)
(5.5.20)

である。最後の段は |+⟩と |−⟩を基底に取って行列表示したものである。この光線に式 (5.5.16)

の偏光状態を透過するフィルターをかざすと、透過光の強度は

⟨e|ρ̂|e⟩ = I

2

(
cosβ sinβ exp(−iδ)

)(1 1
1 1

)(
cosβ

sinβ exp(iδ)

)
(5.5.21)

=

(
1

2
− sinβ cosβ cos δ

)
I (5.5.22)

と計算できる。x方向の直線偏光を透過するフィルターの場合は β = 3π/4, δ = 0を上式に代入
すると、透過光の強度はもとの光線と同じ I であることが分かる。一方で、右円偏光を透過す
るフィルターの場合は β = 0を上式に代入することで、透過光の強度は I/2であることが計算
できる。これは、用意した直線偏光の光線が右円偏光と左円偏光の 1 : 1 の量子力学的な重ね合
わせの状態であることに対応している。つまり、式 (5.5.3)の右辺第 1, 2項の係数それぞれの絶
対値の 2乗を計算すると、どちらも 1/2になる。
密度行列の性質を幾つか述べる。

�59 ⟨e|e⟩ = 1であることと、|e⟩全体の位相には興味がないことを考慮すると、完全偏光状態は全てこのような表式
で書ける。
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� 一般に密度行列は次の関係を満たす。

Tr(ρ̂2) ≤ [Tr(ρ̂)]2 (5.5.23)

等号は密度行列の表す状態が純粋状態である場合のみ成り立つ。実際に x方向に完全偏
光した光線を表す密度行列 (5.5.20)について計算すると、

Tr(ρ̂2) = I2 (5.5.24)

となり、等号が成り立っている。一方で、強度 2I の無偏光の光線を表す密度行列 (5.5.11)

について計算すると、
Tr(ρ̂2) = 2I2 < (2I)2 (5.5.25)

となり、等号は成り立っていない。
� 例えば、n = 1, 2, ...に対して |ψn⟩で表される強度 In の完全偏光を非コヒーレントに混
ぜ合わせた混合状態を考える。混ぜ合わせた後の強度を I =

∑
n In と書くと、それぞれ

の完全偏光が混ぜ合わされる割合はWn = In/I と書ける。この混合状態に対して観測量
Ô を観測したときの期待値は次のように表される。

⟨Ô⟩ =
∑
n

Wn ⟨ψn|Ô|ψn⟩ (5.5.26)

それぞれの |ψn⟩を適当な基底 |ϕm⟩ (例えば |+⟩と |−⟩)で展開して、密度行列の定義も
用いると、次のように書き換えられる。

⟨Ô⟩ =
∑
n

∑
m,m′

Wn ⟨ψn|ϕm⟩ ⟨ϕm|Ô|ϕm′⟩ ⟨ϕm′ |ψn⟩ (5.5.27)

=
∑
m,m′

⟨ϕm′ |

(∑
n

Wn |ψn⟩ ⟨ψn|

)
|ϕm⟩ ⟨ϕm|Ô|ϕm′⟩ (5.5.28)

=
∑
m′

⟨ϕm′ |ρ̂Ô|ϕm′⟩
Tr(ρ̂)

(5.5.29)

=
Tr(ρ̂Ô)

Tr(ρ̂)
(5.5.30)

つまり、期待値を求めたい状態を表す密度行列と Ô の積のトレースを取ることによって
計算できる。

� 系が部分系 Aと Bから成る場合を考える。全系の密度行列を ρ̂と書くことにする。各部
分系の基底 |a⟩A , |b⟩B を用いると、部分系 Aの状態に作用する演算子 Ô(A) の期待値は
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次のように計算できる。

Tr(ρ̂Ô(A)) =
∑
a,b

⟨a, b|ρ̂Ô(A)|a, b⟩A+B (5.5.31)

=
∑
a

⟨a|

(∑
b

⟨b|ρ̂|b⟩B

)
Ô(A) |a⟩A (5.5.32)

=
∑
a

⟨a|Tr(B)(ρ̂)Ô(A)|a⟩A (5.5.33)

= Tr(A)(ρ̂(A)Ô(A)) (5.5.34)

ただし, ρ̂(A) = Tr(B)(ρ̂) =
∑
b

⟨b|ρ̂|b⟩B (5.5.35)

ρ̂(A) は部分系 A の密度行列であり、ρ̂ の部分系 B についてのトレースを取ることで求
まる。

ストークスパラメータ
次の 4つの量の測定によって、与えられた光線の偏光状態を決定できる。

� 放射強度 I を測定する。
� x方向の直線偏光を透過するフィルターをかざしたときの透過光強度を I0、y方向の直線
偏光を透過するフィルターをかざしたときの透過光強度を I90 としたとき、

Q = I0 − I90 (5.5.36)

を測定する。
� x軸から y 軸の方に 45◦ 傾いた直線偏光を透過するフィルターをかざしたときの透過光
強度を I45、135◦ 傾いた直線偏光を透過するフィルターをかざしたときの透過光強度を
I135 としたとき、

U = I45 − I135 (5.5.37)

を測定する。
� 右円偏光を透過するフィルターをかざしたときの透過光強度を I+、左円偏光を透過する
フィルターをかざしたときの透過光強度を I− としたとき、

V = I+ − I− (5.5.38)

を測定する。
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これらのパラメータ I,Q,U, V はストークスパラメータと呼ばれる�60。45◦ および 135◦ 傾いた
直線偏光状態は次のように表せる。

|e45⟩ =
1√
2
(|x⟩+ |y⟩) (5.5.39)

=
−1 + i

2
|+⟩+ 1 + i

2
|−⟩ (5.5.40)

|e135⟩ =
1√
2
(− |x⟩+ |y⟩) (5.5.41)

=
1 + i

2
|+⟩+ −1 + i

2
|−⟩ (5.5.42)

例えば ρ+− = ⟨+|ρ̂|−⟩ のように書くことにする。上式の関係および式 (5.5.3), (5.5.4) を用い
ると、各透過光強度は次のように表せる。

I0 = ⟨x|ρ̂|x⟩ (5.5.43)

=
1

2
(ρ++ − ρ+− − ρ−+ + ρ−−) (5.5.44)

I90 = ⟨y|ρ̂|y⟩ (5.5.45)

=
1

2
(ρ++ + ρ+− + ρ−+ + ρ−−) (5.5.46)

I45 = ⟨e45|ρ̂|e45⟩ (5.5.47)

=
1

2
(ρ++ − iρ+− + iρ−+ + ρ−−) (5.5.48)

I135 = ⟨e135|ρ̂|e135⟩ (5.5.49)

=
1

2
(ρ++ + iρ+− − iρ−+ + ρ−−) (5.5.50)

よって各ストークスパラメータは次のようになる。

I = ρ++ + ρ−− (5.5.51)

Q = −ρ+− − ρ−+ (5.5.52)

U = −iρ+− + iρ−+ (5.5.53)

V = ρ++ − ρ−− (5.5.54)

これを逆に表すことで、|+⟩ , |−⟩を基底に取ったときの密度行列は、ストークスパラメータで次
のように表されることが分かる。

ρ̂ =

(
ρ++ ρ+−
ρ−+ ρ−−

)
=

1

2

(
I + V −Q+ iU
−Q− iU I − V

)
(5.5.55)

�60 文献によっては逆符で定義されているので注意が必要である。本書は Landi Degl’Innocenti & Landolfi

(2004)の定義に倣う。
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或いは、|x⟩ , |y⟩を基底に取った場合の行列表示は次のように書ける。

ρ̂ =

(
⟨x|ρ̂|x⟩ ⟨x|ρ̂|y⟩
⟨y|ρ̂|x⟩ ⟨y|ρ̂|y⟩

)
=

1

2

(
I +Q U − iV
U + iV I −Q

)
(5.5.56)

密度行列の性質 (5.5.23)より、ストークスパラメータは次の関係を満たさなければならない。

Q2 + U2 + V 2 ≤ I2 (5.5.57)

このことに関連して、
p =

√
Q2 + U2 + V 2

I
(5.5.58)

という量を導入する。上式より、pは
0 ≤ p ≤ 1 (5.5.59)

を満たす。p = 1 となるのは光線が完全偏光の状態 (純粋状態) にある場合のみである。逆に、
p = 0となるのは Q = U = V = 0のときのみであり、これは無偏光の光線に該当する。pは偏
光度と呼ばれる。0 < p < 1の場合を部分偏光と言う。

5.5.2 ゼーマン効果
付録 (5.B.8)で説明しているように、原子が外部磁場の下に置かれると電子軌道の縮退が解け

て、電子の持つ角運動量の磁場方向成分にエネルギー準位が依存するようになる。これをゼー
マン分裂と言う。原子が放射 (吸収)することのできる光子は、束縛電子の角運動量と光子スピ
ン角運動量との間に成り立つ角運動量保存則を満たすようなものに限られるため、分裂したそ
れぞれの準位による遷移は特定の偏光状態の光子しか放射 (吸収)できない。故に、磁場の存在
する領域がその遷移の波長帯において光学的に厚い場合は、その領域を通り抜けた光線が全体
として偏光することになる。例えば太陽表面から放射された連続光が温度の低い上空を通って
吸収線を形成する状況を考える。この場合、特定の偏光 |e⟩の光子だけが吸収された結果、吸収
線は |e⟩と直交する偏光状態になっている。ただし、その偏光度は系の光学的厚さに依存する。
磁場の向きに z 軸を取り、束縛電子全体の状態を |α, J,M⟩と書くことにする。J は全角運動

量 Ĵ の大きさを表す量子数、M はその z 成分の量子数であり、αは電子軌道を表すのに必要な
他の量子数をまとめたものである。この原子に関するとある遷移 (α, J)↔ (α′, J ′)に注目して、
その遷移の低い方の準位と高い方の準位の量子数とランデの g 因子をそれぞれM,M ′, g, g′ と
書くことにする。つまり、高い方の準位に関する量にはプライム (′)を付ける。磁場が無いとき
のこの遷移の振動数を ν0 と書くと、磁場B が弱い場合の振動数は次のようになる。

νJJ
′

MM ′ = ν0 +
µBB

h
(g′M ′ − gM) (5.5.60)

µB はボーア磁子、hはプランク定数である。
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電気双極近似の下での遷移率を考える場合、双極子モーメント ⟨α, J,M |ex̂|α′, J ′,M ′⟩ を実
際に計算すると波動関数の対称性からゼロになるような遷移は起こらない。どのような遷移の
みが起こり得るのかを記述するルールは選択律と呼ばれることを節 5.3.1 の脚注 (304 ページ)

で述べた。一般に電気双極遷移では

∆M =M ′ −M = 0,±1 (5.5.61)

を満たす遷移しか起こらないという選択律がある。特に、放射 (吸収)する光子の伝搬方向が z

軸 (量子化軸)方向であった場合は∆M = ±1の遷移しか起こらない。この選択律は角運動量保
存則を意味する。付録 5.B.10で説明しているように、右円偏光 |+⟩の光子は伝搬方向と同じ向
きに大きさ ℏのスピン角運動量を持ち、左円偏光 |−⟩の光子は伝搬方向と逆向きに大きさ ℏの
スピン角運動量を持つ。例えば原子が光子を自発放射して J ′ = 1の準位から J = 0の準位へ遷
移する過程を考える。各M ′ 値からの遷移の振動数帯はゼーマン分裂によって十分に離れてい
るため、互いに干渉しないとする�61。光子の放射方向が磁場と同じ z 軸正の向き�62であった場
合は、M ′ = 1からの遷移については右円偏光の光子のみが放射され、M ′ = −1からの遷移に
ついては左円偏光の光子のみが放射される。既述した通り、この場合はM ′ = 0からの遷移は起
こらない。
一方で、光子の放射方向が z 軸 (磁場の向き)と垂直である場合を考える。座標軸を y 軸周り

に π/2だけ回転させて新たに得られる座標系を (x′, y′, z′)とし、z′ 軸正の向きに光子が放射さ
れるとする。z 軸 (z′ 軸)を量子化軸としたときの放射前の原子の磁気量子数をM (N)と書き、
それぞれの場合の固有状態を |J,M⟩z , |J,N⟩z′ のように書くことにする。まず、M = 1からの
遷移について考える。付録 5.B.7 で説明している回転行列を用いると、|1, 1⟩z と |1, N⟩z′ の間
には次の関係があることが分かる。

|1, 1⟩z =
1

2
|1, 1⟩z′ −

1√
2
|1, 0⟩z′ +

1

2
|1,−1⟩z′ (5.5.62)

上式の各係数を cN のように書く。つまり、c1 = 1/2, c0 = 1/
√
2, c−1 = 1/2である。光子の放

射後の系全体の状態は次のように書ける。

|ψ⟩out ∝
∑
N,λ

cNaN→0,λ |0, 0⟩z′ ⊗ |λ⟩ph (5.5.63)

|λ⟩ph は放射された光子の状態であり、右円偏光の場合は λ = 1、左円偏光の場合は λ = −1
である。aN→0,λ は状態 |1, N⟩z′ から |0, 0⟩z′ ⊗ |λ⟩ph への確率振幅である。つまり、|aN→0,λ|2

は、始状態が |1, N⟩z′ であったときに |0, 0⟩z′ ⊗ |λ⟩ph へ遷移する確率を表す。

�61 つまり、例えば |M ′ = 1⟩ と |M ′ = 0⟩ のコヒーレントな重ね合わせで表される状態 |ψ⟩ = c1 |M ′ = 1⟩ +
c0 |M ′ = 0⟩にある原子は存在しないと考える。このことは準位M ′ = 1とM ′ = 0の間にコヒーレンスが無い
と表現される。

�62 原子は座標系の原点で静止していると考えている。
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前述した選択律より、a+1→0,+1, a−1→0,−1 以外はゼロなので、この 2つの確率振幅の絶対値
は 1であるはずだが、その位相関係を調べる。電気双極近似の下では、確率振幅は遷移双極子
モーメントを用いて次のように書ける (付録 5.B.11および節 5.3.1参照)。

a+1→0,+1 = A ⟨0, 0|x̂ · e∗+|1,+1⟩
z′

(5.5.64)

a+1→0,−1 = A ⟨0, 0|x̂ · e∗−|1,−1⟩z′ (5.5.65)

Aは N に依らない係数であり、2つの確率振幅に共通する。

e+ = − 1√
2
(ex + iey), e− =

1√
2
(ex − iey) (5.5.66)

はそれぞれ右円偏光、左円偏光の偏光ベクトルである。ウィグナー-エッカルトの定理 (詳しく
は例えば Landi Degl’Innocenti & Landolfi (2004)を参照) より、一般に遷移双極子モーメント
は 3-j 記号 (付録 5.B.7参照)を用いて次の形式で書くことができる。

⟨α′, J ′,M ′|x̂ · e∗λ|α, J,M⟩ = (−1)J
′−M ′

(
J ′ 1 J
−M ′ −λ M

)
⟨α′, J ′||x̂||α, J⟩ (5.5.67)

⟨α′, J ′||x̂||α, J⟩は換算行列要素 (reduced matrix element)と呼ばれ、M ′,M に依らない量で
ある。3-j 記号の 2 行目の符号を全て反転させると (−1)J′+1+J 倍されるという性質を用いる
と、

a+1→0,+1 = a+1→0,−1 (5.5.68)

であることが分かる。
以上の考察より、式 (5.5.63)は次のように書き換えられる。

|ψ⟩out ∝
1

2
a+1→0,+1 |0, 0⟩z′ ⊗ (|+⟩ph + |−⟩ph) (5.5.69)

∝ |0, 0⟩z′ ⊗ |y
′⟩ph (5.5.70)

よって、放射される光子は y′ 軸 (y 軸)方向、つまり磁場と垂直な方向に直線偏光していること
が分かる。他の準位からの遷移については、回転行列を用いると

|1, 0⟩z =
1√
2
|1, 1⟩z′ −

1√
2
|1,−1⟩z′ (5.5.71)

|1,−1⟩z =
1

2
|1, 1⟩z′ +

1√
2
|1, 0⟩z′ +

1

2
|1,−1⟩z′ (5.5.72)

という関係が分かる。同様の考察により、M = −1の準位からの遷移で放射される光子も y′ 軸
(y 軸)方向に直線偏光している一方で、M = 0の準位からの遷移で放射される光子は x′ 軸 (z

軸)方向、つまり磁場と平行な方向に直線偏光していることが分かる。
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5.5.3 原子の偏極
前節では磁場の存在によって放射場が偏光する効果のひとつであるゼーマン効果を説明した。

磁場が存在しなくても放射場を偏光させる過程も存在する。例えば光球に照らされる彩層のよ
うに、原子集団が一方向から異方的に放射場に照らされる場合、特定のM 準位に原子の占有率
が偏り、特定の遷移が起こる確率が大きくなることで、全体として偏光した光を放射することが
ある。このように、原子準位の占有率が偏る現象を原子の偏極と言う。
例えば低い準位 (l)が Jl = 0で高い準位 (u)が Ju = 1である遷移を考える。外部磁場は無い

として、双方M レベルでは縮退している。このとき、Ml = 0とMu = −1, 0, 1間の各遷移の
線強度は、式 (5.5.67)より

SMu,Ml
∝
(

1 1 0
Mu −Mu 0

)2

=
1

3
(5.5.73)

と書ける。つまり、全ての遷移の線強度は等しい。この原子集団が z 軸方向に異方的な放射場
によって照らされているとする。このとき、放射場の吸収に伴う励起では選択律よりMu = 0

への遷移は起こらない一方で、Mu = 0からは脱励起していく。ただし、ここで注意すべきなの
は、原子を励起させる過程は光子の吸収だけではないということである。例えば電子との衝突
によっても励起は起こり、その際にはMu = −1, 0, 1の各遷移が平等に起きる。この過程が光子
の吸収よりも頻繁に起きる場合は原子の偏極は起きない。しかし、薄い彩層のように、このよう
な緩和過程の起きる頻度が小さい場合には、Mu = −1, 1の占有率がMu = 0よりも多くなる。
その結果、Mu = −1, 1からの脱励起の割合が多くなる。前節で述べたように、これらの遷移に
よって z 軸に垂直な方向に光子が放射される場合、z 軸に直交した直線偏光になるため、光は全
体として直線偏光する。
今はMu レベルが縮退している場合を考えているため、例えば x方向に直線偏光している光

子
|x⟩ = − 1√

2
(|+⟩ − |−⟩) (5.5.74)

を吸収して励起した場合、励起後の原子の状態は

|ψ⟩ ∝ − 1√
2
a0,+→+1 |Mu = +1⟩+ 1√

2
a0,−→−1 |Mu = −1⟩ (5.5.75)

と書ける。a0λ→M は |0, 0⟩ ⊗ |λ⟩ph から |Mu =M⟩ への遷移の確率振幅である。つまり、
Mu = ±1の状態のコヒーレントな重ね合わせで表される状態にある原子も存在する。このこと
をMu = +1とMu = −1の状態間にコヒーレンスがあると言う。今の場合はMu = 1からの脱
励起の場合もMu = −1からの場合も同じ直線偏光の光子を放射するため、状態 |ψ⟩の原子が脱
励起した場合もやはり同じ直線偏光の光子を放射する。このような縮退した準位の占有率を体
系的に考えるためには原子の密度行列 ρ̂を考える。Tr(ρ̂) = 1となるように規格化した場合は、
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ρ̂の対角要素 ⟨Mu =M |ρ̂|Mu =M⟩はMu = M の占有率を表す。上述したようにMu = +1

とMu = −1の状態間にコヒーレンスがあった場合は、非対角要素

⟨Mu = +1|ρ̂|Mu = −1⟩ = ⟨Mu = −1|ρ̂|Mu = +1⟩∗ (5.5.76)

が非ゼロになる。次節では放射場との相互作用の結果、この ρ̂がどのように変化するかを記述
する方程式について説明する。
節 5.3.5で述べたように、共鳴散乱は光子の吸収に伴って励起した後、自発放射に伴って脱励

起する過程と解釈できる。つまり、上述の議論は、共鳴散乱によって 90◦ 散乱された光が直線
偏光する仕組みの説明になる。

5.5.4 偏光を考慮した放射輸送
前節までの議論からも分かるように、原子によって吸収・放射される放射場を知るためには

原子の各準位の占有率を知る必要がある。一方で原子の占有率は放射場に依存する。このよう
に、偏極も考慮した放射輸送問題は、放射場と原子の相互作用する 2系についての問題と捉え
られる。放射場の状態は、放射場についての密度行列 ρ̂(R) を基にして定義されるストークスパ
ラメータによって表される。一方で原子の状態は、原子についての密度行列 ρ̂(A) によって表さ
れる。この問題を解くためには原理的には次の 2つの方程式を連立して解く必要がある。

� ストークスパラメータについての放射輸送方程式
� 原子の密度行列の時間発展方程式 (統計平衡方程式)

Landi Degl’Innocenti & Landolfi (2004)は量子力学の原理から出発し、様々な仮定を課すこと
で、この 2つの式を導出している。本節では彼らの導出過程を簡単に概観した後、2式の大まか
な意味を説明する。

方程式導出の流れ
1. 放射場は規格化体積 V での固有モードを考えることで第二量子化 (付録 5.B.10参照)し、
フォック状態を基底として考える。放射場の密度行列はこのフォック状態に作用する演
算子なので、光線の偏光状態に対して考えていた節 5.5.1の密度行列とは意味が異なる。
放射場の密度行列 ρ̂(R) も原子の密度行列 ρ̂(A) もトレースが 1 になるように規格化され
ている。これは原子の数密度が 1/V に規格化されていることに対応する。

2. 系全体のハミルトニアンは付録 5.A.5および節 5.3.1で説明しているように、

Ĥ = Ĥ(R) + Ĥ(A) + V̂ (5.5.77)

と表される。第 1項からそれぞれ放射場のハミルトニアン、原子のハミルトニアン、両者
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の間の相互作用ハミルトニアンである�63。相互作用描像 (付録 5.B.13参照)で考えると、
系全体の密度行列 ρ̂I は次の運動方程式に従う。

d

dt
ρ̂I(t) = −

i

ℏ
[V̂I(t), ρ̂I(t)] (5.5.78)

任意の演算子 Ô の期待値 O(t) = Tr[ρ̂I(t)ÔI(t)]の時間発展方程式は、実際に時間微分を
計算し、上式の運動方程式を用いることで書き下せる。

3. 相互作用 V̂ は電気双極近似の下で遷移双極子モーメントによって表される (節 5.3.1

参照)。
4. 全系の密度行列が放射場と原子の密度行列のテンソル積で表されると仮定する。

ρ̂I(t) = ρ̂
(R)
I (t)⊗ ρ̂(A)

I (t) (5.5.79)

これは、放射場の観測量 Ô(R) と原子の観測量 Ô(A) の積の期待値が期待値の積で表され
る (相関が無い)ことに対応する。

5. 放射場は特定の振動数の光子の非コヒーレントな重ね合わせによる集団であると考える。
つまり、異なる振動数の光子がコヒーレントに重ね合わされた、有限のスペクトル幅 δν

を持つ光子は存在しないと考える。例えば異なるM の準位が δν より細かいエネルギー
差で分裂している場合、そのような光子が原子に吸収されると、各M 準位のコヒーレン
トな重ね合わせで表される状態への励起が起き得る。例えば基底状態からエネルギー値
E1, E2 が微妙に異なる状態 |ϕ1⟩ , |ϕ2⟩の重ね合わせで表される状態

|ψ(t)⟩ = c1 exp[−iE1t/ℏ− γ1t/2] |ϕ1⟩+ c2 exp[−iE2t/ℏ− γ2t/2] |ϕ2⟩ (5.5.80)

への励起を考える。γ1, γ2 は各状態の減衰率である (節 5.3.5参照)。この遷移の線強度は

S0ψ(t) ∝ | ⟨0|ex̂ · eλ|ψ(t)⟩ |2 (5.5.81)

∝ |c1da|2 exp(−γt) + |c2d2|2 exp(−γt)
+ c1c

∗
2d1d

∗
2 exp[−i(E1 − E2)t/ℏ− γt]

+ c∗1c2d
∗
1d2 exp[i(E1 − E2)t/ℏ− γt] (5.5.82)

ただし, dm = ⟨0|ex̂ · eλ|ϕm⟩ , γ = (γ1 + γ2)/2 (5.5.83)

と表される。つまり、線強度が (E1 − E2)/ℏの周波数で振動する。このような干渉効果
を量子ビート (quantum beats)と言う。この現象は吸収係数には自然幅を持つ線輪郭関
数の中心振動数が周期的に変化する効果として現れるはずだが、導出される方程式には
そのような効果は含まれない。よって、例えばゼーマン分裂によってM レベルが十分に
離れているか或いは完全に縮退している場合はほぼ正しい結果を与えるが、縮退が少し

�63 原子は静止していると考えている、つまり原子重心の位置演算子は考えていないため、例えばドップラー幅の線
輪郭関数は恣意的に組み込む必要がある。
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だけ解けていてかつ放射場のスペクトルが平らでないような系への応用では正しい結果
を与えない可能性がある。

6. 原子の密度行列は次のように書ける。|m⟩ は原子ハミルトニアンの適当な固有状態で
ある。

ρmm′ = ⟨m|ρ̂(A)(t)|m′⟩ (5.5.84)

= Tr(A)
[
|m′⟩ ⟨m| ρ̂(A)(t)

]
(5.5.85)

= Tr [|m′⟩ ⟨m| ρ̂(t)] (5.5.86)

= Tr
[
Ô

(A)
I (t)ρ̂I(t)

]
(5.5.87)

ただし, Ô(A) = |m′⟩ ⟨m| (5.5.88)

つまり、原子の密度行列を演算子 Ô
(A)
I の期待値と解釈して、その時間発展式を計算す

る。導出された式は統計平衡方程式 (statistical equilibrium equations)と呼ばれる。
7. Ω方向に伝搬する振動数 ν の放射場成分に対する偏光テンソル演算子を、生成消滅演算
子によって次のように定義する。

Îλλ′(ν,Ω) =
hν3

c2
â†ν,Ω,λâν,Ω,λ′ (5.5.89)

λは光子の偏光の自由度を表す。この演算子は節 5.5.1で考えた密度行列と同じ意味を持
つ。例えば Îλλ′ を λ× λ′ テンソルと捉えたときのトレースを取ると、

Î =
∑
λ

Îλλ =
hν3

c2

∑
λ

N̂ν,Ω,λ (5.5.90)

となる。N̂ν,Ω,λ はモード (ν,Ω, λ)の数演算子である。276ページの脚注で述べている関
係と、各モードは相空間の体積 h3 を占めることを考慮すると、上式は放射強度を表す
演算子であることが分かる。Îλλ′ の期待値 Iλλ′ = Tr[Îλλ′ ρ̂I(t)] の時間発展式を書き下
す�64。

8. ストークスパラメータは式 (5.5.51)-(5.5.54)と同様に、次のようにして定義される。

I(ν,Ω) = I++(ν,Ω) + I−−(ν,Ω) (5.5.91)

Q(ν,Ω) = −I+−(ν,Ω)− I−+(ν,Ω) (5.5.92)

U(ν,Ω) = −iI+−(ν,Ω) + iI−+(ν,Ω) (5.5.93)

V (ν,Ω) = I++(ν,Ω)− I−−(ν,Ω) (5.5.94)

偏光テンソルの期待値の時間発展式をストークスパラメータについての式に書き換える。

�64 相互作用描像での Îλλ′ はシュレディンガー描像の場合と形が変わらない。
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9. 今までの議論を 3 次元実空間に拡張する。具体的には各点 x について原子の密度行列
ρmm′ を評価する。一方で、放射場についても各点で評価し、求まった放射輸送方程式の
d/dtを ∂/∂t+ cd/dsに書き換える。sは光線に沿った位置変数である。また、因子 1/V
を原子の数密度 N (x)に書き換える。

統計平衡方程式
統計平衡方程式は次のような形式で表される。

d

dt
ρmm′ = −2πiνmm′ρmm′ +

∑
nn′

ρnn′TA
mm′nn′

+
∑
pp′

ρpp′T
E
mm′pp′ +

∑
pp′

ρpp′T
S
mm′pp′

−
∑
m′′

[
ρmm′′RA

mm′m′′ + ρm′′m′RA
m′m′′m

]
−
∑
m′′

[
ρmm′′RE

mm′m′′ + ρm′′m′RE
m′m′′m

]
−
∑
m′′

[
ρmm′′RS

mm′m′′ + ρm′′m′RS
m′m′′m

]
(5.5.95)

右辺第 1項は、放射場との相互作用が無くても非対角要素 (m ̸= m′ の場合の ρmm′)に起きる振
動を表す。導出の際に課した条件より、異なるエネルギー準位間の非対角要素はゼロであり、状
態 |m⟩と |m′⟩が縮退している場合のみ非対角要素を考えることになる。T が係る項は放射場と
の相互作用の結果、別の行列要素から注目する行列要素へコヒーレンスが移動する効果を表し、
Rが係る項は逆に注目する行列要素から別の行列要素へ移動する効果を表す。添え字 A,E,Sは
それぞれ吸収、自発放射、誘導放射に起因する効果であることを表す。
例えば吸収によって注目する行列要素の絶対値が増える時間率を表す TA

mm′nn′ は次のように
書かれる。

TA
mm′nn′ =

2π

ϵ0ℏ2c
∑
λ,λ′

∫
4π

dΩ

4π
⟨m|ex̂ · eλ(Ω)|n⟩ ⟨m′|ex̂ · eλ′(Ω)|n′⟩∗ Iλ′λ(νmn,Ω) (5.5.96)

ただし、Iλ′λ(νmn,Ω) は複素線輪郭関数 Φ(νmn − ν) を乗じて注目する遷移振動数 νmn =

(Em − En)/hの周りで積分することで、偏光テンソル Iλ′λ(ν,Ω)を平均した量を表す。

Iλ′λ(νmn,Ω) =

∫
Iλ′λ(ν,Ω)Φ(νmn − ν)dν (5.5.97)

複素線輪郭関数は、自然幅を考える場合は次のように書ける。

Φ(νmn − ν) =
1

π

Γmn
Γ2
mn + (νmn − ν)2

+
i

π

νmn − ν
Γ2
mn + (νmn − ν)2

(5.5.98)

ただし, Γmn =
γm + γn

4π
(5.5.99)
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γm, γn は状態 |m⟩ , |n⟩の減衰率である。特に放射場が無偏光かつ等方的であった場合、

Iλ′λ(ν,Ω) =
1

2
I(ν)δλ′λ (5.5.100)

として式 (5.3.19)と同様に dΩについての積分を実行すれば、m = m,n = nの場合について次
のように計算できる。

TA
mmnn =

2π |⟨m|ex̂|n⟩|2

3ϵ0ℏ2c
I = BnmI (5.5.101)

Bnm はアインシュタイン係数である。これは節 5.3.1の結果と整合的である。
電子との衝突による励起や脱励起を考慮する場合は統計平衡方程式の右辺にそれらの効果を

表す項が加わる。

ストークスパラメータに対する放射輸送方程式
偏光テンソル Iλ′λ(ν,Ω)に対する放射輸送方程式は次のように表される。(
1

c

∂

∂t
+

d

ds

)
Iλ′λ = −

∑
µ

[
gλ′µIµλ + g∗λµIλ′µ

]
+
∑
µ

[
hλ′µIµλ + h∗λµIλ′µ

]
+

1

2
[fλ′λ + f∗λλ′ ]

(5.5.102)

右辺の gλ′λ, hλ′λ, fλ′λ はそれぞれ吸収、誘導放射、自発放射による効果を表す。次のように書
ける。

gλ′λ(ν,Ω) =
πνN
2ϵ0ℏc

∑
m,n,n′

⟨m|ex̂ · eλ′(Ω)|n⟩ ⟨m|ex̂ · eλ(Ω)|n′⟩
∗
ρnn′Φ(νmn − ν) (5.5.103)

hλ′λ(ν,Ω) =
πνN
2ϵ0ℏc

∑
m,m′,n

⟨n|ex̂ · e∗λ′(Ω)|m⟩∗ ⟨n|ex̂ · e∗λ(Ω)|m′⟩ ρm′mΦ(νmn − ν) (5.5.104)

fλ′λ(ν,Ω) =
2hν3

c2
hλ′λ(ν,Ω) (5.5.105)

例えば gλ′λ は低い準位の密度行列要素 ρnn′ と各遷移の双極子モーメント、複素線輪郭関数
Φ(νmn − ν)を乗じて各遷移についての和を取っている。
特に放射場が無偏光でかつ密度行列の非対角要素が全てゼロの場合は、

Iλ′λ(ν,Ω) =
1

2
I(ν,Ω)δλ′λ, ρnn′ = ρnδnn′ (5.5.106)

と置いて式 (5.5.102)の両辺の∑λ を取ることで、放射輸送方程式は(
1

c

∂

∂t
+

d

ds

)
I = −

∑
λ

1

2
(gλλ + g∗λλ)I +

∑
λ

1

2
(hλλ + h∗λλ)I +

∑
λ

1

2
(fλλ + f∗λλ) (5.5.107)
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となる。例えば右辺第 1項の係数は、全吸収方向についての平均を取ることで、∑
λ

1

2
(gλλ + g∗λλ) =

πνN
3ϵ0ℏc

∑
m,n

| ⟨m|ex̂|n⟩ |2ρnϕ(νmn − ν) (5.5.108)

=
hν

4π

∑
m,n

NρnBnmϕ(νmn − ν) (5.5.109)

と書ける。ϕ(νmn − ν)は複素線輪郭関数の実部である。Nρn は準位 nにある原子の数密度な
ので、上式は節 5.3.2で導入した吸収係数に相当することが分かる。
ストークスパラメータをまとめた縦数ベクトル

I⃗ =


I
Q
U
V

 (5.5.110)

をストークスベクトルと言う。ストークスベクトルに対する放射輸送方程式は次の形式で表さ
れる。 (

1

c

∂

∂t
+

d

ds

)
I⃗ = ε⃗−KI⃗ (5.5.111)

ε⃗は各パラメータに対する放射率であり、

ε⃗ = (εI , εQ, εU , εV )
T (5.5.112)

εI = Re(f++ + f−−) (5.5.113)

εQ = −Re(f+− + f−+) (5.5.114)

εU = Im(f+− − f−+) (5.5.115)

εI = Re(f++ − f−−) (5.5.116)

と表される。Re, Imはそれぞれ続く括弧内の量の実部、虚部を取るという意味である。
K は吸収係数を拡張した概念であり、伝搬行列 (propagation matrix)と呼ばれる。各係数を

次のように定める。

ηI = Re(g++ + g−−)− Re(h++ + h−−) (5.5.117)

ηQ = −Re(g+− + g−+) + Re(h+− + h−+) (5.5.118)

ηU = Im(g+− − g−+)− Im(h+− − h−+) (5.5.119)

ηV = Re(g++ − g−−)− Re(h++ − h−−) (5.5.120)

ρQ = −Im(g+− + g−+) + Im(h+− + h−+) (5.5.121)

ρU = −Re(g+− − g−+) + Re(h+− − h−+) (5.5.122)

ρV = Im(g++ − g−−)− Im(h++ − h−−) (5.5.123)
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すると、K は次のように表される。

K =


ηI 0 0 0
0 ηI 0 0
0 0 ηI 0
0 0 0 ηI

+


0 ηQ ηU ηV
ηQ 0 0 0
ηU 0 0 0
ηV 0 0 0

+


0 0 0 0
0 0 ρV −ρU
0 −ρV 0 ρQ
0 ρU −ρQ 0

 (5.5.124)

第 1 項の行列は物質によって放射場が偏光状態に関係なく吸収される効果を表し、吸収行列
(absorption matrix) と呼ばれる。第 2, 3 項の行列は、物質が等方的な場合はゼロになる効果
である。第 2項の行列は偏光状態によって吸収されやすさが異なるために放射場の偏光状態を
変化させる効果であり、二色性行列 (dichroism matrix)と呼ばれる。第 3項の行列は放射場が
物質を貫く間に位相がずれて偏光状態が入れ替わる効果を表していて、分散行列 (dispersion

matrix)と呼ばれる。
物質が局所熱平衡 (LTE)にある場合、原子の密度行列の要素はボルツマン因子を用いて次の

ように表される。
ρnn′ = δnn′

exp[−En/(kBT )]∑
n exp[−En/(kBT )]

(5.5.125)

この場合は統計平衡方程式を解かなくても放射輸送方程式を解くことができる。また、実際に
計算することで、各 i = I,Q,U, V に対して

εi = ηiBν (5.5.126)

であることが分かる (詳しくは Landi Degl’Innocenti & Landolfi, 2004)。よって、放射輸送方
程式から εi を消去でき、次のように書き換えられる。

(
1

c

∂

∂t
+

d

ds

)
I
Q
U
V

 = −K


I −Bν
Q
U
V

 (5.5.127)

5.5.5 [トピック] 太陽の磁場を知る
本節でこれまで色々と述べてきたように、磁場が存在すると原子のエネルギー準位が分裂

し、放射される光が偏光する。故に適切な吸収線のストークスパラメータを観測することで、
その吸収線が形成される高度の磁場の情報を得ることができる。この節は Borrero & Ichimoto

(2011), Stenflo (2003)を参考にしている。

ゼーマン効果の観測例
図 5.15は観測衛星ひのでが撮影した黒点である。ひのでに搭載された SP と呼ばれる偏光分

光観測装置によって測定された、図 5.15の 2 点 A, B におけるストークスパラメータのスペク
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図 5.15 観測衛星ひのでに搭載された装置 SOT/SP が 2016 年 9 月 3 日に連続光で観測した
光球：HAO/CSAC のサイト で公開されているデータを用いた。キャリブレーションについて
は Lites & Ichimoto (2013) を参照。

トルを図 5.16に示した。点 A は磁場の弱い領域、点 B は黒点内の磁場の強い領域である。図
を見ると、 630.15 nm と 630.25 nm 付近に吸収線がある。これらは鉄原子によって、光球で
形成されている。
例えば 630.25 nm の方の吸収線は、J = 1である低い準位 (l)と J = 0である高い準位 (u)

の間の遷移に対応する。これは節 5.5.2で説明した場合と同類である。よって、磁場が存在する
と、Ml = 1 ↔ Mu = 0、Ml = 0 ↔ Mu = 0、Ml = −1 ↔ Mu = 0の 3 つの遷移に対応する
吸収線に分裂する。図を見ると、点 B での I は、確かに先端が 3 つに分裂しているように見え
る。点 B では Q,U, V の値が大きくなっている。V は 630.25 nm 付近に 2 つの山を持つ。こ
れはMl = 1↔Mu = 0とMl = −1↔Mu = 0の遷移に対応する。磁場の視線方向に (反) 平
行な成分が存在するために現れる偏光である。対して、U を見ると、630.25 nm 付近に 2 つの
正の山と 1 つの負の山を持つ。これは磁場の視線方向に垂直な成分が存在するために現れる偏
光である。
視線方向に対する磁場の向きによって吸収線のストークスパラメータがどのように変化する

かを視覚的に示した動画を YouTube に上げたので見て欲しい�65。

磁場の推定
図 5.17は図 5.15で示した領域についてのひので/SP の観測データから、インバージョンと

呼ばれる手法を用いて推定された黒点の磁場構造である。図 5.16の 2 つの吸収線から推定され
たものなので、光球の高度での磁場の様子を表す。この図はおよそ次のようにして計算された。

�65 動画の URL：https://youtu.be/-hmTdmYggR8
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図 5.16 図 5.15の 2 点でのストークスパラメータのスペクトル：点 A のデータは青色、点 B

のデータは赤色のグラフで示されている。HAO/CSAC のサイト で公開されているデータを用
いた。キャリブレーションについては Lites & Ichimoto (2013) を参照。

630 nm 付近の波長 λの放射場に注目する。パラメータ

X⃗ = (B, T, Pg, Pe, ρ, Vlos, Vturb) (5.5.128)

が与えられれば、太陽表面の黒体放射に対して節 5.5.4で説明した放射輸送方程式を解くことに
よって、観測されるストークスパラメータに対応するストークスベクトル I⃗syn(λk, X⃗)を計算で
きる。ただし、B は磁場の成分、T は気体の温度、Pg, Pe は全圧力と電子の分圧、ρは質量密
度、Vlos は視線方向の流速である。このとき、次の仮定が課される。

1. 観測の時空間分解能より細かいスケールでの気体の動き (乱流)による効果もモデルに組
み込まれる。Vturb はそのモデルに必要なパラメータである。

2. 今は光球で形成される吸収線について考えるため、気体と放射場は局所熱平衡にあると
する。故に統計平衡方程式を解く必要はない。

3. 吸収線は光球の中の薄い層で形成されるため、形成層の内部ではパラメータ X⃗ は変化し
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図 5.17 インバージョンによって推定された黒点の光球での磁場構造：観測された黒点は太陽円
盤の左半球に位置している。つまり、黒点を右斜め上から見下ろしている。上段は磁場強度、中
段は磁場の視線方向に対する角度 (傾き角)、下段は視線方向に垂直な面内の方位角 ϕ を表す。
磁場の方位角が ϕ である場合と ϕ + π である場合では放射場が同じ直線偏光状態になるため、
この 2 つを区別することはできない。HAO/CSAC のサイト で公開されているデータを用い
た。キャリブレーションについては Lites & Ichimoto (2013) を参照。
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ないとみなし、X⃗ を光学的深さに依らない定数として与える。

実際に観測されたストークスベクトル I⃗obs(λk)と計算された I⃗syn(λk, X⃗)に対して

χ2 ∝
3∑
i=0

M∑
k=1

[
Iobsi (λk)− Isyni (λk, X⃗)

σik

]2
(5.5.129)

を計算する。ただし、I0, I1, I2, I3 はそれぞれ I,Q,U, V を表す。σik は i番目のストークスパ
ラメータの観測の不確かさである。M は観測した波長のビン数である。χ2 は観測結果と計算結
果の間の誤差を意味する。χ2 を最小にするようなパラメータの組 X⃗ を探す。見つかれば、その
X⃗ 中の B が磁場の推定値である。求まった磁場は吸収線が形成される層での平均値と解釈で
きる。
説明したようなインバージョンによる磁場推定に関する問題は次のように整理できる。

� χ2 を最小化するアルゴリズムについて、高速化が求められる。
� 上述の仮定 1 に関連して、乱流による効果をどのようにモデル化するか。
� 上述の仮定 2 に関連して、例えば彩層で形成される吸収線を用いて彩層の磁場を調べた
い場合には、局所熱平衡からのずれが重要になってくるため、統計平衡方程式も解く必要
が出てくる。

� 上述の仮定 3 を課さない場合、パラメータ X⃗ は光学的深さ τ の関数として与えることに
なる。

� 磁場の視線方向に垂直な面内の方位角を ϕとしたとき、伝搬行列の成分は

ηQ ∝ cos(2ϕ), ηU ∝ sin(2ϕ) (5.5.130)

という依存性を持つ。よって、磁場の方位角が ϕ である場合と ϕ + π である場合は同
じ Q,U 値になるので、この 2 つの場合をインバージョンによって区別することはでき
ない。他の考察によって区別する必要がある。この問題は方位角の両義性 (azimuthal

ambiguity)と呼ばれる。

ハンレ効果
磁場の存在によって分裂した吸収線がそれぞれに偏光している現象 (ゼーマン効果)を観測す

ることによって、磁場の情報を得ることができると述べてきた。しかし、磁場が弱い場合や吸収
線が形成される領域が高温の場合は、ゼーマン分裂幅よりドップラー幅の方が大きくなり、分
裂した吸収線の線輪郭は重なる。分裂した各吸収線が互いに直交する偏光状態にあった場合は、
互いの偏光状態が非コヒーレントに重なることで相殺し、観測される光は無偏光に近い状態に
なってしまう。このため、ゼーマン効果は弱い磁場に対しては感度がない。例えば、先ほども考
えた鉄原子 (原子量 56 程度) の 630.25 nm の吸収線 (ランデ因子 2.5) を考え、形成高度の温
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図 5.18 太陽の縁を観測したときの位置関係の模式図

度は 1万度として、ゼーマン分裂幅とドップラー幅が等しいという立式をすると、

B ∼ 0.08 T (5.5.131)

という結果を得る。つまり、この吸収線を用いたゼーマン効果による推定は、0.08 T 程度か
それ以上の強さの磁場にしか感度がない。このように、ゼーマン効果を用いた方法では黒点
の光球での磁場のような強い磁場しか調べることができない場合が多い。彩層の磁場などの
10−4 ∼ 10−2 Tのオーダーの磁場を調べるためには、別のメカニズムにも頼る必要がある。
例えば、太陽円盤の縁を観測する。彩層で形成される吸収線を見ると、共鳴散乱によって 90

度散乱された光を見ることになるので、この吸収線は直線偏光している (節 5.5.3参照)。この吸
収線の形成層に視線方向の磁場があったとすると (図 5.18)、ゼーマン分裂によって各M 準位
間のコヒーレンスが弱まる。ただし、量子化軸は磁場の方向に取っている。すると、∆M = +1

の遷移と ∆M = −1の遷移によって自発放射される逆向きの円偏光が互いに打ち消し合うよう
になり、観測される直線偏光の偏光度は小さくなる。この偏光度の変化はM 準位間のコヒーレ
ンスの変化に起因するものなので、自然幅に対して無視できない幅の分裂が起きれば観測され
る。故にこの現象はドップラー幅よりも小さい分裂しか起こさないような弱い磁場に対しても
感度がある。今は一種の理想化された位置関係と磁場の向きを例に考察したが、一般に磁場が
存在すると、共鳴散乱による偏光の仕方が変化する。この効果はハンレ効果と呼ばれる。上述
したように、ハンレ効果は準位間のコヒーレンスの変化に起因するので、この効果をインバー
ジョンに組み込むためには統計平衡方程式も解く必要がある。
上述したように、ハンレ効果はゼーマン効果よりも弱い磁場に感度がある。ハンレ効果とゼー

マン効果の有用性の違いは他にもある。例えば、光球の静穏領域 (黒点のような強い磁場が無い
領域) におけるネットワーク間磁場 (internetwork field) と呼ばれる種類の弱く (10 mT程度)、
空間的に細かい構造をした磁場を測定したい場合、観測機器の分解能が問題になる。ゼーマン
効果を用いた観測では、磁場が分解できていない細かい空間スケールの構造を持っていた際に、
観測結果の解釈が難しくなる。異なる極性の磁場が作り出す逆符号のストークスパラメータが
相殺し、シグナルが弱く観測されたり、図 5.16よりも複雑な線輪郭のスペクトルが観測される
ことがある。そのような観測結果をどのように解釈するのかは、研究者の間で論争が起きてき
た。例えば Sr の 460.7 nm 線は光球で形成され、共鳴散乱を起こす。このような吸収線を用い
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ることで、光球磁場のハンレ効果を用いた観測が行える。ハンレ効果はゼーマン効果とは違い、
磁場の極性に依らず直線偏光度が減少する。ただし、鉛直磁場に感度が無いという弱点もある。
このように、ハンレ効果とゼーマン効果は互いに互いの弱点を補うような関係にあり、ゼーマン
効果の観測だけでは分からなかった知見がハンレ効果の観測から得られることがある。光球の
弱磁場観測の歴史と成果について詳しくは Bellot Rubio & Orozco Suárez (2019)にまとまっ
ている。
この節、すなわち偏光の観測から光球や彩層などの磁場を推定する手法について詳しく知り

たい方は、例えば del Toro Iniesta & Ruiz Cobo (2016), de la Cruz Rodŕıguez & van Noort

(2017)を読むと良い。また、ハンレ効果のように、特に彩層上部やコロナにおいて偏光が生じ
る仕組みについてのレビューには、Trujillo Bueno et al. (2017), Raouafi et al. (2016)がある。
電波観測も含め、コロナの磁場を推定する手法については Casini et al. (2017)にまとめられて
いる。

付録 5.A 解析力学の基礎知識
ニュートン力学の範疇で物体の運動を記述するにはまず、ニュートンの運動法則から出発す

るが、作用というものを考えることから出発するという定式化もできる。これは解析力学と呼
ばれる。解析力学の手法を用いれば、運動を実空間での座標に囚われずに一般的に取り扱える。
また、次の付録で説明する量子力学の定式化の土台となるので、そのための必要最小限の知識を
ここでまとめておく。
この付録の前半は主に須藤靖 (2008), ランダウ & リフシッツ (1973)を参考にし、電磁場の

節についてはサクライ (1967), Grynberg et al. (2010)も参考にした。

5.A.1 最小作用の原理
ある力学系を考えるときに、その力学系を特徴づけるものとしてラグランジアンと呼ばれる

関数を考えることができる。例えばポテンシャル V (x)の中で 1次元的に運動する質点 1つを
考える場合、ラグランジアンは次のように、質点mの位置 xと速度 ẋ = dx/dtの関数として書
ける。

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 − V (x) (5.A.1)

あるいは長さ lの紐につながれた質量M の重りからなる振り子の運動を考えるときは、紐に張
力が働いている限りにおいて、振り子の振れ角 θ とその時間微分 θ̇ の関数として

L(θ, θ̇) =
1

2
Ml2θ̇2 −Mgl(1− cos θ) (5.A.2)
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と書ける。ラグランジアンは解析力学的に運動を考える場合の出発点なので、他の理論から導き
出されるものではなく、考える系についての巧みな考察から、実験結果との照合を経て考え出さ
れるものであるが、上記の 2例のように系全体の運動エネルギーからポテンシャルエネルギー
を引いたものとして表される。一般の力学系でのラグランジアンは何かしらの座標値 q1, q2, ...

とその時間微分 q̇1, q̇2, ...、時刻 tの関数 L(q1, q2, ..., q̇1, q̇2, ..., t)として表される。
ある座標 q を考えているときに、ニュートン力学を用いて我々が知りたいのは q の時間変化、

すなわち関数 q(t)の形である。いま、適当な q(t)の形を考えると、ラグランジアンは q, q̇ を介
して tの関数になるので、次の量を考えることができる。

I =

∫ t1

t0

L(q(t), q̇(t), t)dt (5.A.3)

この I を作用と言う。ここで関数 q(t), q̇(t)の形を、微小な関数 δq(t), δq̇(t) = dδq/dtの分だけ
q(t) −→ q(t) + δq(t), q̇(t) −→ q̇(t) + δq̇(t) (5.A.4)

と変化させると、一般にはそれに伴って作用の値も微小量 δI だけ変化する。ただし端点は固定
して (δq(t0) = δq(t1) = 0, δq̇(t0) = δq̇(t1) = 0)考える。しかし、I が q(t), ˙q(t)の関数形の変化
に対して極大か極小になっている場合には、δI は (δq, δq̇ の 1次のオーダーで)ゼロになる。I
が停留値をとるような q(t), q̇(t)の関数形が実現される関数形である、というのが解析力学の原
理である。最小作用の原理と呼ばれる。実際に一般的な場合について停留条件を計算してみる。

δI =

∫ t1

t0

{L(q + δq, q̇ + δq̇, t)− L(q, q̇, t)}dt (5.A.5)

=

∫ t1

t0

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
dt (5.A.6)

=

∫ t1

t0

{
∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)}
δqdt (5.A.7)

2段目から 3段目の変形では第 2項を部分積分した。これより、停留条件は
∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)
= 0 (5.A.8)

という条件に置き換えられることが分かる。もっと一般に L(q1, q2, ..., q̇1, q̇2, ..., t)のときは、各
qi を独立して変化させて考えると、各 iについて

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
= 0 (5.A.9)

となる。これはラグランジュの運動方程式と呼ばれる。例えば上記の振り子の例でラグランジ
アンをこの式 (この場合 q = θ, q̇ = θ̇)に代入して計算すると、θ についての微分方程式

θ̈ = −g
l
sin θ (5.A.10)

が出てくる。あとはこの微分方程式を適切な初期条件下で解けば、θ の時間変化が求まる。
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5.A.2 ハミルトニアンと正準方程式
前節ではラグランジュ形式での定式化を説明したが、ハミルトンの正準形式と呼ばれる定式

化の方法もある。系のラグランジアン L(q, q̇, t)が与えられているときに、

p =
∂L

∂q̇
(5.A.11)

を一般座標 q に共役な一般運動量と言う。例えば前節の質点の例では px = mẋ、振り子の例で
は pθ =Ml2θ̇ である。更に、一般運動量とラグランジアンを用いて定義される

H(q, p, t) = q̇p− L(q, q̇, t) (5.A.12)

をハミルトニアンと言う。q̇を消去して q, pの関数として表すことに注意して欲しい。ハミルト
ニアンを用いると運動方程式は

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
(5.A.13)

と表される。これは正準方程式と呼ばれる。また、正準方程式に現れる変数 q, p を正準変数と
呼ぶ。例えば前節の質点の例でポテンシャルが

V (x) =
mω2

2
x2 (5.A.14)

と表される系を考える。このような系は調和振動子と呼ばれる。例えば、ばねにつながれた重
りの運動が調和振動子になる。このとき、ハミルトニアンは

H(x, p) =
p2

2m
+
mω2

2
x2 (5.A.15)

となり、正準方程式より
ẋ =

p

m
, ṗ = −mω2x (5.A.16)

という関係が出てくる。ここから pを消去すると

mẍ = −mω2x (5.A.17)

となる。これは、xに比例する復元力による運動を表すニュートンの運動方程式である。

5.A.3 荷電粒子のハミルトニアン
電磁場がベクトルポテンシャルAによって

E = −∂A
∂t

(5.A.18)

B = ∇×A (5.A.19)
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と与えられる場合の、非相対論的速さの粒子についてのラグランジアンは次のように書ける。

L =
1

2
mẋ2k + eẋkAk (5.A.20)

ただし、eは粒子の電荷であり、電子の場合は負の値をとるような定義である。実際にラグラン
ジュの運動方程式に代入すると、

0 =
∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
(5.A.21)

0 = eẋk
∂Ak
∂xi

− d

dt
(mẋi + eAi) (5.A.22)

mẍi = e

(
−dAi
dt

+ ẋk
∂Ak
∂xi

)
(5.A.23)

mẍi = e

(
−∂Ai
∂t
− ẋk

∂Ai
∂xk

+ ẋk
∂Ak
∂xi

)
(5.A.24)

と計算できる�66。ここで、ẋ×B が

εijkẋjBk = εijkεklmẋj
∂Am
∂xl

(5.A.25)

= (δilδjm − δimδjl)ẋj
∂Am
∂xl

(5.A.26)

= ẋj
∂Aj
∂xi
− ẋj

∂Ai
∂xj

(5.A.27)

と変形できること�67を考慮すると、式 (5.A.24)はローレンツ力が働く荷電粒子の運動方程式で
あることが確認できる。
xi に共役な一般運動量は

pi =
∂L

∂ẋi
(5.A.28)

= mẋi + eAi (5.A.29)

なので、ハミルトニアンは

H = piẋi − L (5.A.30)

=
1

2m
(pi − eAi)2 (5.A.31)

と書ける。

�66 この式における dAi/dtは粒子が感じる時間変化という意味なので、4段目のように変形できる。
�67 今考えている ẋi は場の量ではなく粒子の速度なので、この変形はベクトル解析の公式とは意味合いが異なる。
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5.A.4 電磁場の正準形式
付録 5.B.10で放射場の量子化を考えるときのために、電磁場が満たす正準形式の方程式を見

つけておく。本節ではまず、電荷密度と電流密度が存在しない系を考える。次節で荷電粒子と
の共存系の場合に議論を拡張する。
放射ゲージでのベクトルポテンシャル A(x, t)と電場 E の時間発展方程式は次のように表さ

れる (付録 2.A.1参照)。

∂A

∂t
= −E (5.A.32)

∂E

∂t
= −c2∇2A (5.A.33)

A,E を一辺 L、体積 V = L3 の立方体領域の中で考える。境界条件に周期的境界条件

kx =
2π

L
nx, ky =

2π

L
ny, kz =

2π

L
nz; nx, ny, nzは整数 (5.A.34)

を課すと、境界条件を満たす固有モード

uk,α(x) =
1√
V
ek,α exp(ik · x) (5.A.35)

だけが存在を許される。ただし、ek,α(α = 1, 2) は境界条件を満たす波数ベクトル k =

(kx, ky, kz)が与えられたときに、それに垂直な向き

ek,1 · k = ek,2 · k = ek,1 · ek,2 = 0 (5.A.36)

を向く実単位ベクトルであり、偏極ベクトルと呼ばれる。A,E がどちらも横波であることが取
り込まれている。ek,1, ek,2,k/|k|の順に右手系になるような向きにとる。また、固有モードが
正規直交関係 ∫

V

(uk,α · u∗
k′,α′)dV = δkk′δαα′ (5.A.37)

を満たすように係数 1/
√
V を付けた。u∗

k,α は uk,α の複素共役を表す。また、δkk′ =

δkx,k′xδky,k′yδkz,k′z と書く。kが反対の向きのときの偏極ベクトル e−k,α を

e−k,1 = ek,2, e−k,2 = ek,1 (5.A.38)

を満たすようにとることにすると、例えば u∗
−k,1 = uk,2 などの関係があるので、∫

V

(uk,α · uk′,α′)dV = δk,−k′δαα′ (5.A.39)∫
V

(u∗
k,α · u∗

k′,α′)dV = δk,−k′δαα′ (5.A.40)
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という関係もあることが分かる。ただし αは、α = 1のとき α = 2というように、αとは逆の
値の意味で用いる。A,E はこれらの固有モードの重ね合わせとして

A(x, t) =
∑
k

∑
α

Ãk,α(t)uk,α(x) (5.A.41)

E(x, t) =
∑
k

∑
α

Ẽk,α(t)uk,α(x) (5.A.42)

と展開できる。ただし、A,E は実数の値を取るという条件から

Ã∗
k,α = Ã−k,α, Ẽ∗

k,α = Ẽ−k,α (5.A.43)

が成り立つ必要がある�68。
式 (5.A.32), (5.A.33)が各モードについて成り立つことから、

dÃk,α
dt

= −Ẽk,α (5.A.44)

dẼk,α
dt

= ω2
kÃk,α (5.A.45)

ただし, ωk = c|k| (5.A.46)

という式を得る。ここで、次の新たな変数を導入する。

ck,α =
1

2

(
Ãk,α −

i

ωk
Ẽk,α

)
(5.A.47)

dk,α =
1

2

(
Ãk,α +

i

ωk
Ẽk,α

)
(5.A.48)

逆に表すと、

Ãk,α = ck,α + dk,α (5.A.49)

Ẽk,α = iωk(ck,α − dk,α) (5.A.50)

である。条件 (5.A.43)より、ck,α, dk,α は次の条件を満たさねばならないことが分かる。

c∗k,α = d−k,α, d∗k,α = c−k,α (5.A.51)

つまり、ck,α と d−k,α は非独立であり、全ての (k, α) についての ck,α の時間発展だけを追え
ば、dk,α は上式より求まる。ck,α を用いると、時間発展方程式 (5.A.44), (5.A.45)は次のよう
に書き換えられる。

dck,α
dt

+ iωkck,α = 0 (5.A.52)

�68 実際に Ãk,α や Ẽk,α を実部と虚部に分けて書き、exp(ik ·x)もオイラーの公式より cosと sinに分解し、展開
式の∑k,α の中に現れる各 (k, α)についての Ãk,α exp(ik · x) + Ã−k,α exp(−ik · x)の項がゼロになる条件
を考えると分かる。
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また、Aは

A(x, t) =
∑
k

∑
α

[ck,α(t) + dk,α(t)]uk,α(x) (5.A.53)

=
∑
k

∑
α

[ck,α(t)uk,α(x) + c∗−k,α(t)uk,α(x)] (5.A.54)

と書き換えられる。上式は全ての (k, α)について和を取っているので、第 2項について、モー
ド (k, α)の項と (−k, α)の項を入れ換えることで

A(x, t) =
∑
k

∑
α

[ck,α(t)uk,α(x) + c∗k,α(t)u
∗
k,α(x)] (5.A.55)

と書き直すことができる。
次に、電磁場のエネルギー

U =

∫
V

(
ϵ0
2
|E|2 + 1

2µ0
|B|2

)
dV (5.A.56)

=

∫
V

(
ϵ0
2

∣∣∣∣∂A∂t
∣∣∣∣2 + 1

2µ0
|∇ ×A|2

)
dV (5.A.57)

を計算する。まず、∫
V

∣∣∣∣∂A∂t
∣∣∣∣2 dV =

∑
k,α

∑
k′
,α′

∫
V

(
ċk,αċk′,α′uk,α · uk′,α′ + ċ∗k,αċ

∗
k′,α′u∗

k,α · u∗
k′,α′

+ċk,αċ
∗
k′,α′uk,α · u∗

k′,α′ + ċ∗k,αċk′,α′u∗
k,α · uk′,α′

)
dV
(5.A.58)

=
∑
k,α

(−ω2
kck,αc−k,α − ω2

kc
∗
k,αc

∗
−k,α + 2ω2

kck,αc
∗
k,α) (5.A.59)

となる。ただし、式 (5.A.37), (5.A.39), (5.A.40)の関係を用いた。一方で、|∇×A|2 の項を計
算するには∫

V

(∇× uk,α) · (∇× u∗
k′,α′)dV

=

∫
V

∇ · [uk,α × (∇× u∗
k′,α′)]dV +

∫
V

uk,α · [∇× (∇× u∗
k′,α′)]dV (5.A.60)

= −
∫
V

uk,α∇2u∗
k′,α′dV (5.A.61)

= |k′|2δkk′δαα′ (5.A.62)

という関係が有用である。ただし、ベクトル解析の公式と、周期的境界条件より表面積分項がゼ
ロになること、横波なので ∇ · u∗

k′,α′ = 0であること、および式 (5.A.37)の関係を用いた。ま
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た同様にして、 ∫
V

(∇× uk,α) · (∇× uk′,α′)dV = |k′|2δk,−k′δαα′ (5.A.63)∫
V

(∇× u∗
k,α) · (∇× u∗

k′,α′)dV = |k′|2δk,−k′δαα′ (5.A.64)

という関係も分かる。これらを用いると、∫
V

|∇ ×A|2dV =
∑
k,α

∑
k′
,α′

[
ck,αck′,α′

∫
V

(∇× uk,α) · (∇× uk′,α′)dV

+ c∗k,αc
∗
k′,α′

∫
V

(∇× u∗
k,α) · (∇× u∗

k′,α′)dV

+ ck,αc
∗
k′,α′

∫
V

(∇× uk,α) · (∇× u∗
k′,α′)dV

+c∗k,αck′,α′

∫
V

(∇× u∗
k,α) · (∇× uk′,α′)dV

]
(5.A.65)

=
∑
k,α

(|k|2ck,αc−k,α + |k|2c∗k,αc∗−k,α + 2|k|2ck,αc∗k,α) (5.A.66)

と計算できる。よって、
U =

∑
k

∑
α

2ϵ0ω
2
k|ck,α|2 (5.A.67)

となる。ck,α は時間に依存した量であるが、|ck,α|2 は時間に依存しないので、U は時間に依存
しない量であることに留意されたい。ここで、

Qk,α =
√
ϵ0(ck,α + c∗k,α) (5.A.68)

Pk,α = −i
√
ϵ0ωk(ck,α − c∗k,α) (5.A.69)

という実変数を導入する。逆に表すと、

ck,α =
Qk,α
2
√
ϵ0

+
iPk,α

2
√
ϵ0ωk

, c∗k,α =
Qk,α
2
√
ϵ0
− iPk,α

2
√
ϵ0ωk

(5.A.70)

である。電磁場のエネルギーは Qk,α, Pk,α を用いると、

U =
∑
k

∑
α

1

2
(P 2
k,α + ω2

kQ
2
k,α) (5.A.71)

というように、調和振動子のハミルトニアンと同じ形式で書ける。正準方程式

Q̇k,α =
∂U

∂Pk,α
, Ṗk,α = − ∂U

∂Qk,α
(5.A.72)

を調べると式 (5.A.52)が出てくる。つまり、式 (5.A.71)の形式で書かれた U は自由電磁場の
ハミルトニアンであり、式 (5.A.68), (5.A.69) で導入した変数 (Qk,α, Pk,α) の組は正準変数で
あることが言える。
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付録 5.B.10の為に、電磁場の運動量も展開係数 ck,α で表しておく。運動量は

P =

∫
V

ϵ0E ×BdV (5.A.73)

= −ϵ0
∫
V

(
∂A

∂t

)
× (∇×A)dV (5.A.74)

= −ϵ0
∑
k,α

∑
k′
,α′

ω

[
ck,αck′,α′

∫
V

uk,α × (k′ × uk′,α′)dV

+ c∗k,αc
∗
k′,α′

∫
V

u∗
k,α × (k′ × u∗

k′,α′)dV

− c∗k,αck′,α′

∫
V

u∗
k,α × (k′ × uk′,α′)dV

−ck,αc∗k′,α′

∫
V

uk,α × (k′ × u∗
k′,α′)dV

]
(5.A.75)

と展開できる。ここで、∫
V

uk,α × (k′ × uk′,α′)dV =

∫
V

u∗
k,α × (k′ × u∗

k′,α′)dV = −kδk,−k′δαα′ (5.A.76)∫
V

u∗
k,α × (k′ × uk′,α′)dV =

∫
V

uk,α × (k′ × u∗
k′,α′)dV = kδkk′δαα′ (5.A.77)

という性質を用いれば、

P =
∑
k,α

ϵ0ωk(ck,αc−k,α + c∗k,αc
∗
−k,α + 2|ck,α|2) (5.A.78)

と計算できる。上式の第 1,2項は全ての (k, α)について和を取ると相殺して寄与がゼロになる
ため、

P =
∑
k,α

2ϵ0ωk|ck,α|2 (5.A.79)

と書ける。
電磁場の角運動量は

J = ϵ0

∫
V

r × (E ×B)dV (5.A.80)

= −ϵ0
∫
V

r ×
[(

∂A

∂t

)
× (∇×A)

]
dV (5.A.81)

と定義される。被積分関数はベクトル解析の公式を用いると分解でき、

Ji = −ϵ0
∫
V

[
∂Al
∂t

εijmxj
∂Al
∂xm

+ εijl
∂Aj
∂t

Al −
∂

∂xl

(
∂Al
∂t

εijmxjAm)

)]
dV (5.A.82)
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となる。第 3項はガウスの定理より表面積分に変わり、境界でAがゼロとみなせるくらい領域
V を大きく取れば消える。第 1項を JO

i 、第 2項を JS
i と書くことにする。付録 5.B.10の為に、

JS を展開係数で表しておく。

JS =
∑
k,α

∑
k′
,α′

iϵ0ω

[
ck,αck′,α′

∫
V

(uk,α × uk′,α′)dV

− c∗k,αc∗k′,α′

∫
V

(u∗
k,α × u∗

k′,α′)dV

− c∗k,αck′,α′

∫
V

(u∗
k,α × uk′,α′)dV

+ck,αc
∗
k′,α′

∫
V

(uk,α × u∗
k′,α′)dV

]
(5.A.83)

と展開できる。∫
V

(uk,α × uk′,α′)dV =

∫
V

(u∗
k,α × u∗

k′,α′)dV = (−1)α+1 k

|k|
δk,−k′δαα′ (5.A.84)∫

V

(u∗
k,α × uk′,α′)dV =

∫
V

(uk,α × u∗
k′,α′)dV = (−1)α+1 k

|k|
δkk′δαα′ (5.A.85)

という性質を用いれば、

JS =
∑
k

iϵ0ω
k

|k|
(ck,1c−k,1 − c∗k,1c∗−k,1 − ck,2c−k,2 + c∗k,2c

∗
−k,2

−2c∗k,1ck,2 + 2ck,1c
∗
k,2) (5.A.86)

と計算できる。全ての kについて和を取ると、下線を引いた項の寄与のみが残るため、

JS =
∑
k

2iϵ0ω
k

|k|
(ck,1c

∗
k,2 − c∗k,1ck,2) (5.A.87)

と書ける。

5.A.5 荷電粒子と放射場の共存系
前節では放射ゲージを用いて、電荷密度と電流密度が存在しない場合の電磁場 (自由電磁場)

の正準形式を見つけた。本節では、電子や原子などの荷電粒子系と電磁場が共存する系における
正準変数とハミルトニアンについて説明する。この場合、付録 2.A.8 で説明したクーロンゲー
ジが用いられる。つまり本節の目的は、正準方程式に代入すると付録 2.A.8 で説明したマクス
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ウェル-ローレンツ方程式系
∂A(x, t)

∂t
= −E⊥(x, t) (5.A.88)

∂E⊥(x, t)

∂t
= −c2∇2A(x, t)− 1

ϵ0
j⊥(x, t) (5.A.89)

mnr̈n(t) =
∑

n 以外の m

enem
4πϵ0

rn(t)− rm(t)

|rn(t)− rm(t)|3

− en
∂A(rn(t), t)

∂t
+ enṙn(t)× [∇×A(rn(t), t)] (5.A.90)

ただし, ∇ ·A(x, t) = 0 (5.A.91)

j(x, t) =
∑
n

enṙn(t)δ
3(x− rn(t)) (5.A.92)

j⊥は j の横成分 (∇ · j⊥ = 0) (5.A.93)

を与えるようなハミルトニアン H と正準変数の組 (qi, pi)を見つけることである。
この場合も、前節と同じように A,E⊥ を展開し、その展開係数に対して変数 ck,α, dk,α を導

入する。ただし、共存系の場合は式 (5.A.88), (5.A.89)より、各モード (k, α)について

dÃk,α
dt

= −Ẽk,α (5.A.94)

dẼk,α
dt

= −ωkÃk,α −
1

ϵ0
j̃k,α (5.A.95)

ただし, ωk = c|k| (5.A.96)

という式を得る。j̃k,α は j⊥ の展開係数である�69。ck,α についての時間発展方程式は

dck,α
dt

+ iωkck,α =
i

2ϵ0ωk
j̃k,α (5.A.97)

というように、前節の方程式 (5.A.52)に電流密度の横成分による項が加わった形になる。∫
V

(u∗
k,α · j)dV =

∑
k′

∑
α′

j̃k′,α′

∫
V

(u∗
k,α · uk′,α′)dV (5.A.98)

=
∑
k′

∑
α′

j̃k′,α′δkk′δαα′ (5.A.99)

= j̃k,α (5.A.100)

という関係と式 (5.A.92)より、

j̃k,α =
∑
n

enṙn · u∗
k,α(rn) (5.A.101)

�69 j⊥ も ∇ · j⊥ = 0を満たすため、A,E と同様に伝搬方向に垂直な基底 uk,α で展開できる。
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と計算できる。更に、Qk,α, Pk,α も ck,α に対して前節と同じように導入する。
先に結論を述べると、荷電粒子と電磁場を併せた全系のハミルトニアンは次のように書ける。

H = Hkin + Vcoul +Hrad (5.A.102)

Hkin =
∑
n

1

2mn
[pn − enA(rn, t)]

2
(5.A.103)

Vcoul =
∑
n

∑
m>n

enem
4πϵ0|rn − rm|

(5.A.104)

Hrad =
∑
k

∑
α

1

2
(P 2
k,α + ω2

kQ
2
k,α) (5.A.105)

ただし, A(rn, t) =
∑
k

∑
α

ek,α√
ϵ0V

[
Qk,α cos(k · rn)−

Pk,α
ωk

sin(k · rn)
]

(5.A.106)

つまり、節 5.A.3 で考えた粒子のハミルトニアン Hkin と前節で考えた自由電磁場のハミルト
ニアン Hrad、クーロン相互作用を表す項 Vcoul を足し合わせたものになる。(rn,pn) の組と
(Qk,α, Pk,α)の組が共存系の場合においても正準変数となる。つまり、後に説明するが、上式の
ハミルトニアン H を (rn,pn) について偏微分して得られる正準方程式は粒子 n の運動方程式
(5.A.90)に一致し、(Qk,α, Pk,α)について偏微分して得られる正準方程式は式 (5.A.97)に一致
する。
このようにして荷電粒子と電磁場の共存系を、クーロン相互作用に束縛された粒子系

Hp =
∑
n

p2
n

2mn
+ Vcoul (5.A.107)

と放射場 Hrad、両者の間の相互作用

Hint =
∑
n

[
− en
mn

pn ·A(rn, t) +
e2n
2mn

[A(rn, t)]
2

]
(5.A.108)

に分けて考えることができる。付録 5.Bで粒子系と放射場を量子力学的に扱う手法を説明する。
節 5.3では電子や原子による放射場の吸収、放射、散乱過程を、上述の定式化を土台として量子
力学的に考察する。
以下、上述のハミルトニアンと正準変数が正しいマクスウェル-ローレンツ方程式系を与える

ことを確認する。まず、粒子の運動方程式を再現することを確かめる。正準方程式

ṙni =
∂H

∂pni
=
∂Hkin

∂pni
(5.A.109)

を計算すると、
ṙn =

1

mn
[pn − enA(rn, t)] (5.A.110)
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が出てくる。これは節 5.A.3で導入した一般運動量の定義に一致する。一方で、正準方程式

ṗni = −
∂H

∂rni
= −∂Hkin

∂rni
− ∂Vcoul

∂rni
(5.A.111)

について、Hkin の微分から出てくる項がベクトルポテンシャルによる力を受けて運動する粒子
の運動方程式を再現することは節 5.A.3で確認済みである。Vcoul の微分から微分から出てくる
項が運動方程式 (5.A.90)の右辺第 1項と一致することも直ぐに確認できる。
Hkin 中の A(rn, t) にも (Qk,α, Pk,α) が含まれていることに注意して (Qk,α, Pk,α) について

の正準方程式を計算すると、

Q̇k,α = Pk,α +
∑
n

en(ṙn · ek,α)
ωk
√
ϵ0V

sin(k · rn) (5.A.112)

Ṗk,α = −ω2
kQk,α +

∑
n

en(ṙn · ek,α)√
ϵ0V

cos(k · rn) (5.A.113)

となる。ただし、式 (5.A.110) の関係を用いた。Q̇k,α + iṖk,α/ωk を計算することで、上式を
ck,α についての時間発展方程式に変換すると、式 (5.A.97)に式 (5.A.101)を代入したものに一
致する。

5.A.6 断熱不変量
節 6.1.5で用いる概念を説明する。周期的な運動をする系があり、系の運動はあるパラメータ

λによって特徴づけられるとする。このパラメータとは、例えば振り子の例における振り子の長
さ lのことを指す。簡単のために 1次元、すなわち 1つの一般座標 q で記述される系を考える。
また、λが一定の場合には系は閉じていて、エネルギー E や運動の周期 T (E)は保存されてい
る�70とする。λが

T
dλ

dt
≪ λ (5.A.114)

という関係を満たすようにゆっくりと時間変化する場合、エネルギー E はもはや保存しない。
しかし、このような場合でも次の量は一定値に保たれる。

J(λ,E) =

∮
H(q,p;λ)=E

p(q;λ,E)dq (5.A.115)

�70 この系のハミルトニアンを H(q, p, t)とすると、エネルギーの時間変化は連鎖律より
dH

dt
=
∂H

∂t
+
∂H

∂q
q̇ +

∂H

∂p
ṗ

と書けるが、正準方程式より第 2, 3 項は相殺するので、エネルギーが保存する必要十分条件は H が t に陽に依
存しないことである。
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これを断熱不変量 (adiabatic invariant)と言う�71。q, pは系の一般座標とそれに共役な運動量
である。与えられた定数 λ,E に対して正準方程式が解かれていれば、pは座標 q とパラメータ
λ,E の関数として表すことができるはずである。∮ は λが変化しないと考えた場合の周期運動
の経路 1周期分で積分するという意味である。例えば q が振り子の振れ角 θ である場合は、振
り子の行きの運動量の解 p+(θ;λ,E)と帰りの運動量の解 p−(θ;λ,E)を用いて、

J(λ,E) =

∫ θmax(λ,E)

θmin(λ,E)

p+(θ;λ,E)dθ +

∫ θmin(λ,E)

θmax(λ,E)

p−(θ;λ,E)dθ (5.A.116)

を計算する。J が本当に保存されるのかを確かめる。
まずは、J が λ,E の微小変化に対してどのように依存するのか、つまり J(λ,E)の偏微分を

調べておく。連鎖律より

dJ =
∂J

∂λ
dλ+

∂J

∂E
dE (5.A.117)

= dλ

∮
∂p

∂λ
dq + dE

∮
∂p

∂E
dq (5.A.118)

と書ける。等式
H[q, p(q;λ,E);λ] = E (5.A.119)

を λで微分すると、
∂H

∂p

∂p

∂λ
+
∂H

∂λ
= 0 (5.A.120)

と書け、正準方程式より
q̇ =

∂H

∂p
(5.A.121)

が成り立つことを用いると、
∂p

∂λ
= −∂H

∂λ

1

q̇
(5.A.122)

という関係が分かる。与えられた λ,E に対する周期運動のパラメータとしての時刻を t′ と書く
と、

dq

q̇
= dt′ (5.A.123)

と書ける。これを考慮すると、式 (5.A.118)の第 1項は∮
∂p

∂λ
dq = −

∫ T (λ,E)

0

∂H[q(t′), p(t′);λ]

∂λ
dt′ (5.A.124)

�71 この場合の「断熱」とは、「λの変化がゆっくりであるときの」という意味合いである。
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となる。ただし、T (λ,E) は与えられた λ,E に対する周期運動の周期である。一方で式
(5.A.119)の両辺を E で微分して同様の考察をすると、式 (5.A.118)の第 2項は∮

∂p

∂E
dq =

∫ T (λ,E)

0

dt′ = T (λ,E) (5.A.125)

となる。つまり、J を E で偏微分すると周期になる。まとめると、

dJ =

[
−
∫ T (λ,E)

0

∂H[q(t′), p(t′);λ]

∂λ
dt′

]
dλ+ T (λ,E)dE (5.A.126)

と書ける。
λが次のように時間変化する状況を考える。

λ(t) = λ0 + αt (5.A.127)

ただし, |α|T0 ≪ λ0 (5.A.128)

T0 は λ,E が一定値 λ0, E0 のときの周期を表す。これは α = 0と置いたときの周期であるとも
言える。

dE

dt
=

d

dt
H[q(t), p(t);λ(t)] =

∂H

∂λ
α (5.A.129)

という関係を考慮すると、J の時間変化は

d

dt
J [λ(t), E(t)] = α

[
−
∫ T (λ,E)

0

∂H[q(t′), p(t′);λ]

∂λ
dt′

]
λ=λ(t),E=E(t)

+ αT [λ(t), E(t)]
∂H[q(t), p(t);λ]

∂λ
(5.A.130)

となる。dJ/dtを (ほとんど)1周期分で平均した量

d

dt
J [λ(t), E(t)] =

1

T0

∫ T0

0

dt
d

dt
J [λ(t), E(t)] (5.A.131)

を考える。これを αで展開したときのゼロ次の項は、α = 0と置いて上式を計算したものであ
り、式 (5.A.130)からゼロだと分かる。よって、αについて 1次の項の係数は、式 (5.A.130)を
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αで割ってから α = 0としたものを用いて上式を計算した結果に等しい。計算すると、∫ T0

0

dt

[
1

α

d

dt
J [λ(t), E(t)]

]
α=0

=

∫ T0

0

dt

[
−
∫ T (λ,E)

0

∂H[q(t′), p(t′);λ]

∂λ
dt′

]
λ=λ0,E=E0

+ T0

∫ T0

0

dt

[
∂H[q(t), p(t);λ]

∂λ

]
λ=λ0

(5.A.132)

= −T0
∫ T0

0

dt′
[
∂H[q(t′), p(t′);λ]

∂λ

]
λ=λ0

+ T0

∫ T0

0

dt

[
∂H[q(t), p(t);λ]

∂λ

]
λ=λ0

(5.A.133)

= 0 (5.A.134)

となる。つまり、
d

dt
J [λ(t), E(t)] = O(α2) (5.A.135)

であることが分かる。各周期の途中の短い時間で区切ると J は変動するかもしれないが、その
変動を 1周期で平均すると、αについて 2次以上の微小量になる。このことを指して J が断熱
不変量であると言う。

付録 5.B 量子力学の基礎知識
量子力学は微視的な視点での粒子の状態を記述する理論である。本書で必要な量子力学の知

識として、量子力学の基本法則 (節 5.B.1, 5.B.2)を説明した後、非相対論的な粒子ひとつひと
つの状態を扱うシュレディンガー理論による考察 (節 5.B.3から 5.B.9)と、電磁波の量子的 (光
子的) 取り扱い方 (節 5.B.10)、粒子同士の衝突問題を考える手法の基礎知識 (節 5.B.11 から
5.B.13)についてまとめた。本付録は量子力学の入門者向けというよりは、知識を整理するため
のまとめ方になっていると思われる。適宜量子力学の教科書も参考にして欲しい。
本付録は私が東京大学理学部で受けた講義のノートを基に作成したが、補足的に Sakurai &

Napolitano (2010), Atkins & Friedman (2010)も参考にした。また、角運動量固有状態に関す
る部分 (節 5.B.7)は Landi Degl’Innocenti & Landolfi (2004)、放射場に関する部分 (節 5.B.10)

はサクライ (1967)を参考にした。

5.B.1 量子力学の基本法則
考える系の状態を |ψ⟩と書くことにする。|ψ⟩がヒルベルト空間 (エルミート内積付き複素線

形空間) のベクトルであることが量子力学の最初の法則である。ヒルベルト空間については付録
1.C.2でも説明しているが、簡単に述べると、|ψ⟩に対して複素数ベクトルと同じような方法論
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を用いることができるということである。系の 2つの状態 |ψ1⟩ , |ψ2⟩を考えるとき、その線形
結合

α |ψ1⟩+ β |ψ2⟩ (5.B.1)

もまた、系の状態のひとつになる。ただし、α, β は一般に複素数である。更に、数ベクトルの内
積に相当するものとして、内積 ⟨ψ1|ψ2⟩なるものを考えることができる。ただし、ここでいう内
積とは次のような性質を持つ量である�72。

� ⟨ψ1 + ψ2|ψ3⟩ = ⟨ψ1|ψ3⟩+ ⟨ψ2|ψ3⟩
� ⟨ψ1|ψ2 + ψ3⟩ = ⟨ψ1|ψ2⟩+ ⟨ψ1|ψ3⟩
� ⟨αψ1|ψ2⟩ = α∗ ⟨ψ1|ψ2⟩
� ⟨ψ1|αψ2⟩ = α ⟨ψ1|ψ2⟩
� ⟨ψ1|ψ2⟩ = ⟨ψ2|ψ1⟩∗

� ⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0であり、⟨ψ|ψ⟩ = 0となるのは |ψ⟩ = 0のときだけである。

ただし、α∗ は αの複素共役を表す。⟨αψ1|ψ2⟩とは、α |ψ1⟩と |ψ2⟩の内積という意味合いで記
述している。
ある状態 |ψ⟩にある系において、観測量 Âを観測する場合を考える。観測量 Âがエルミート

演算子であることが次の法則である。演算子とは、数ベクトル空間を考えたときの行列に相当
する概念である。行列の基礎知識については適宜付録 1.Aも参考にして欲しい。エルミート演
算子とはエルミート行列に相当する概念で、

� Â = Â†

� Âの固有値は全て実数である。
� Âの n個の固有ベクトルは互いに線形独立であり、固有ベクトルからなる正規直交基底
をとることができる。

などの性質を持つ。観測量 Âの固有値と固有ベクトルを Â |i⟩ = ai |i⟩と書くと、状態 |ψ⟩にお
いて Âを観測したときの結果は ai のうちのどれかであり、ai が得られる確率は | ⟨i|ψ⟩ |2 に比
例する。 普通は固有ベクトルを正規直交基底になるようにとる、すなわち ⟨i|j⟩ = δij となるよ
うにとる。このとき、系の一般の状態 |ψ⟩は Âの固有ベクトルで展開でき、

|ψ⟩ =
∑
i

(⟨i|ψ⟩) |i⟩ =
∑
i

|i⟩ ⟨i|ψ⟩ (5.B.2)

と書ける。このことは単に ∑
i

|i⟩ ⟨i| = 1̂ (5.B.3)

�72 |ψ⟩ を縦数ベクトルに相当する概念と考えると、⟨ψ| はその縦数ベクトルの成分を複素共役にして横向きにした
もの、と捉えることができる。すると、内積 ⟨ψ1|ψ2⟩は縦数ベクトルに横数ベクトルを左から乗じることに相当
する。このように考えると、この ⟨ | ⟩を使った記法は直観的に分かりやすいと思う。
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と書かれる。つまり、上式は恒等演算子 (あらゆる状態を変えない演算子、単位行列に相当)で
あると解釈できる。∑i は Âの全ての固有ベクトルについての和を取るという意味であり、一
般には無限和になる。また、

Â |ψ⟩ =
∑
i

(⟨i|ψ⟩)Â |i⟩ (5.B.4)

=
∑
i

(⟨i|ψ⟩)ai |i⟩ (5.B.5)

=
∑
i

|i⟩ ai ⟨i|ψ⟩ (5.B.6)

である。Âを測定して固有値 ai が得られる確率は
| ⟨i|ψ⟩ |2∑
i | ⟨i|ψ⟩ |2

=
| ⟨i|ψ⟩ |2∑
i ⟨ψ|i⟩ ⟨i|ψ⟩

(5.B.7)

=
| ⟨i|ψ⟩ |2

⟨ψ|ψ⟩
(5.B.8)

となるので、普通は状態 |ψ⟩を ⟨ψ|ψ⟩ = 1と規格化して考え、式 (5.B.1)のような 2状態の重ね
合わせを考えるときも重ね合わせた状態のノルムが 1となるように係数を規格化する。このよ
うな規格化を適切に行えば、状態 |ψ⟩において Âを観測した結果の期待値は

⟨A⟩ψ =
∑
i

ai| ⟨i|ψ⟩ |2 (5.B.9)

=
∑
i

⟨ψ|i⟩ ai ⟨i|ψ⟩ (5.B.10)

= ⟨ψ|Â|ψ⟩ (5.B.11)

と書ける。
固有値が連続的な場合もある。例えば位置演算子 x̂の固有値 x1, x2 に対する固有ベクトルを
|x1⟩ , |x2⟩と書くと、デルタ関数 δ(x)を用いて

⟨x1|x2⟩ = δ(x1 − x2) (5.B.12)

という直交性を満たすようにとれ、状態 |ψ⟩はこの固有ベクトルを用いて

|ψ⟩ =
∫
dx |x⟩ ⟨x|ψ⟩ (5.B.13)

と展開できる。この展開係数 ψ(x) = ⟨x|ψ⟩のことを波動関数と言う。状態 |ψ⟩を適切に規格化
しておけば、位置 x̂を観測したときに値 xを得る確率は

| ⟨x|ψ⟩ |2 =

∣∣∣∣∫ ψ(x′) ⟨x|x′⟩ dx′
∣∣∣∣2 (5.B.14)

= |ψ(x)|2 (5.B.15)
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というように、波動関数を用いて表せる。
考える系が部分系 Aと Bからなるとする。このとき、部分系Aの状態 (が属する線形)空間

を HA、部分系 Bの状態空間を HB と書くと、Aと Bを合わせた全系の状態空間はテンソル
積HA ⊗HB となる。つまり全系の状態 |ψ⟩A+B は、系 Aの基底 {|a⟩ ; a = 1, 2, ..., n1}と系 B

の基底 {|b⟩ ; b = 1, 2, ..., n2}のテンソル積 (直積) |a⟩ ⊗ |b⟩ = |a, b⟩を基底として

|ψ⟩A+B =
∑
a,b

cab |a, b⟩ (5.B.16)

と展開できる�73。例えば部分系 Aの基底に

X̂A |a⟩ =
∑
a′

Xaa′ |a′⟩ (5.B.17)

と作用する演算子を考えた場合、この演算子は全系の基底には

X̂A |a, b⟩ =
∑
a′

Xaa′ |a′, b⟩ (5.B.18)

と作用する。つまり、基底 |a, b⟩ の a の部分のみに作用する。付録 3.B.4 ではこのことを用い
て、それぞれの原子スピンの状態を合わせた、2原子分子全体での状態を考えた。
系に対する観測以外の操作は、系の状態に (反)ユニタリ演算子を作用させることで表される。

次節で、系を時間 tだけ時間発展させる、すなわち系を時間 tの間だけ放っておく操作について
考える。

5.B.2 シュレディンガー方程式
「系を時間 tだけ時間発展させる」という操作も前節で述べた最後の法則の通り、ユニタリ演
算子 Û(t)によって

|ψ⟩ −→ Û(t) |ψ⟩ (5.B.19)

と表される。時間 t1 だけ時間発展させた後に時間 t2 だけ時間発展させることは、時間 (t1 + t2)

だけ時間発展させることに等しいので、この演算子は Û(t2)Û(t1) = Û(t1 + t2)を満たす。その
ようなユニタリ演算子は、適切なエルミート演算子 Ĥ を用いて

Û(t) = exp

(
− it
ℏ
Ĥ

)
(5.B.20)

�73 逆に言うと、全系 HA ⊗ HB の一般の状態は、HA に属する状態と HB に属する状態のテンソル積では表され
ない。このような性質をエンタングルメントと言う。また、テンソル積 |a⟩ ⊗ |b⟩で展開するのは、全系での基底
の選び方の選択肢の 1つに過ぎない。
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と表される�74。ただし、慣習としてディラック定数 ℏをかませる。よって、時間 tだけ経過し
たときの状態を |ψ(t)⟩ = Û(t) |ψ⟩と書くと、

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ (5.B.21)

という関係があることが分かる。これは (時間非依存のハミルトニアンに対する)シュレディン
ガー方程式と呼ばれる。Ĥ はエネルギーの次元を持つ演算子で、系のハミルトニアンと呼ぶ。
これは系のエネルギーを表すエルミート演算子であり、ニュートン力学 (解析力学、付録 5.A)

におけるハミルトニアンに対応する概念である。系の状態 |ψ⟩が Ĥ の固有ベクトル |n⟩で

|ψ⟩ =
∑
n

cn |n⟩ (5.B.22)

と展開できるとき、この状態の時間発展は、|n⟩に対する Ĥ の固有値 (すなわち系の取り得るエ
ネルギー値)を En として、

|ψ(t)⟩ =
∑
n

cn exp

(
− it
ℏ
Ĥ

)
|n⟩ (5.B.23)

=
∑
n

cn exp

(
− iEnt

ℏ

)
|n⟩ (5.B.24)

となる。系のエネルギーの期待値は

⟨H⟩ψ(t) = ⟨ψ(t)|Ĥ|ψ(t)⟩ (5.B.25)

=
∑
n

En|cn|2 (5.B.26)

となり、時刻に依らず一定であることが分かる。これを系のエネルギーが保存されていると言
う。|n⟩は (エネルギー)固有状態と呼ばれ、|n⟩が従う関係

Ĥ |n⟩ = En |n⟩ (5.B.27)

は定常状態のシュレディンガー方程式と呼ばれる。
一方で、観測量の期待値について

⟨A⟩Û(t)|ψ⟩ = ⟨ψ|Û
†(t)ÂÛ(t)|ψ⟩ = ⟨Û†(t)ÂÛ(t)⟩|ψ⟩ (5.B.28)

なので、系の状態が Û(t) |ψ⟩と時間発展すると考える代わりに、時間 t後には観測量を

Â(t) = Û†(t)ÂÛ(t) (5.B.29)

�74 このことを数学的に整備する分野は群論とその表現論である。演算子 Û(t) の全体集合はユニタリ群をなす。ユ
ニタリ群はリー群の具体例の一つである。Ĥ はこのユニタリ群の生成子であり、Ĥ のつくる数学的構造はこのユ
ニタリ群のリー代数と言う。
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と変えて観測を行うと考える流儀もある。これを先ほどのシュレディンガー描像に対してハイ
ゼンベルク描像と言う。こうして定義された時間に依存する演算子は、実際に時間微分を計算
すると、

iℏ
dÂ(t)

dt
= [Â(t), Ĥ] (5.B.30)

という式に従うことが分かる。これはハイゼンベルクの運動方程式と呼ばれる。新しい記号が
出てきたが、一般の演算子に対して

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â (5.B.31)

という意味である。[Â, B̂] = 0の場合、この 2つの演算子は可換であることを示すので、この
記号は交換関係と呼ばれる。
部分系 A,Bからなる系を考える。部分系が相互作用しない場合、全系の時間発展演算子はそ

れぞれの部分系の時間発展演算子を用いて

ÛA+B(t) = ÛA(t)ÛB(t) (5.B.32)

と書ける。従ってハミルトニアンに対しては

ĤA+B = ĤA + ĤB (5.B.33)

となる。部分系間に相互作用がある場合はこれに相互作用を表す項が加わる。

5.B.3 座標表示による正準量子化
古典力学的ハミルトニアン H(q, p) (付録 5.A.2) の形から量子力学におけるハミルトニアン

演算子 Ĥ の形を類推することを正準量子化と呼ぶ。量子化という操作は何らかのルール (本節
で述べる量子化方法の場合は式 (5.B.34))を恣意的に課すことから出発する。次に説明するよう
な座標表示による正準量子化の手続きが上手くいくことが知られている。

1次元の場合
位置演算子 x̂とそれに共役な運動量演算子 p̂の間に次の交換関係を要請する。

[x̂, p̂] = iℏ (5.B.34)

系の任意の状態 |ψ(t)⟩は x̂の固有ベクトル |x⟩と波動関数 ψ(x, t) = ⟨x|ψ(t)⟩を用いて

|ψ(t)⟩ =
∫
ψ(x, t) |x⟩ dx (5.B.35)

と展開できる。つまり ψ(x, t)は |x⟩を基底として表したときの |ψ(t)⟩の成分であり、|ψ(t)⟩の
代わりに ψ(x, t)を用いて物事を考えることができる。これを座標表示と言う。座標表示でのハ
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ミルトニアンないしはシュレディンガー方程式を考えるために幾つかの量を考える。まず、

⟨x|x̂|ψ(t)⟩ =
∫
ψ(x′, t) ⟨x|x̂|x′⟩ dx′ (5.B.36)

=

∫
x′ψ(x′, t)δ(x− x′)dx′ (5.B.37)

= xψ(x, t) (5.B.38)

と書ける。一方で、交換関係より

⟨x|[x̂, p̂]|x′⟩ = iℏ ⟨x|x′⟩ (5.B.39)

(x− x′) ⟨x|p̂|x′⟩ = iℏδ(x− x′) (5.B.40)

⟨x|p̂|x′⟩ = −iℏ ∂

∂x
δ(x− x′) (5.B.41)

となることが分かる�75。よって、

⟨x|p̂|ψ(t)⟩ =
∫
ψ(x′, t) ⟨x|p̂|x′⟩ dx′ (5.B.42)

= −iℏ
∫
ψ(x′, t)

∂

∂x
δ(x− x′)dx′ (5.B.43)

= −iℏ
∫
∂ψ(x′, t)

∂x
δ(x− x′)dx′ (5.B.44)

= −iℏ∂ψ(x, t)
∂x

(5.B.45)

となる。ただし、2段目から 3段目の変形では部分積分をした。また、

⟨x|p̂2|x′⟩ =
∫
⟨x|p̂|x′′⟩ ⟨x′′|p̂|x′⟩ dx′′ (5.B.46)

= −ℏ2
∫

∂

∂x
δ(x− x′′) ∂

∂x
δ(x′′ − x′)dx′′ (5.B.47)

= −ℏ2
∫
δ(x− x′′) ∂

2

∂x2
δ(x′′ − x′)dx′′ (5.B.48)

= −ℏ2 ∂
2

∂x2
δ(x− x′) (5.B.49)

という関係が分かるので、同様にして

⟨x|p̂2|ψ(t)⟩ = −ℏ2 ∂
2ψ(x, t)

∂x2
(5.B.50)

�75 2段目から 3段目の変形では、デルタ関数の性質

x
dδ(x)

dx
= −δ(x)

を用いた。
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となる。例えば 1粒子系を考える場合、古典的ハミルトニアン

H(x, p) =
p2

2m
+ V (x) (5.B.51)

に倣って量子力学的ハミルトニアン演算子を

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂) (5.B.52)

とする。すると、シュレディンガー方程式 (5.B.21) の両辺に ⟨x| を作用させて関係 (5.B.38),

(5.B.50)を用いることで、

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) =

(
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

)
ψ(x, t) (5.B.53)

を得る。これが座標表示でのシュレディンガー方程式である。座標表示で表す場合には

H(x) = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) (5.B.54)

をハミルトニアン演算子と言うが、これはベクトル |ψ⟩に作用する演算子ではなく、乗算や微分
として波動関数に作用する別の意味での演算子なので注意が必要である。
以上のことをまとめると、シュレディンガー方程式を座標表示で書く場合、古典的ハミルトニ

アンにおいて
x −→ x, p −→ −iℏ ∂

∂x
(5.B.55)

と置き換えたものが量子力学的ハミルトニアン演算子になるというルールで量子化をする。座
標ではなく、運動量の固有状態で展開する場合 (運動量表示) は、x̂ と p̂ についてエルミート対
称な関係が得られる。次の関係は公式として覚えておくと便利である。

x̂ の固有状態を |x⟩、p̂ の固有状態を |p⟩ と書く。

x̂ |x⟩ = x |x⟩ , p̂ |p⟩ = p |p⟩ (5.B.56)

各固有状態は次のように規格化されている。

⟨x|x′⟩ = δ(x− x′), ⟨p|p′⟩ = δ(p− p′) (5.B.57)

� 完全性関係
1̂ =

∫
dx |x⟩ ⟨x| , 1̂ =

∫
dp |p⟩ ⟨p| (5.B.58)

� 内積

⟨x|p⟩ = 1√
2πℏ

exp

(
i

ℏ
px

)
, ⟨p|x⟩ = 1√

2πℏ
exp

(
− i
ℏ
px

)
(5.B.59)
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� 共役な演算子を作用させた場合

⟨x| p̂ = −iℏ ∂

∂x
⟨x| , ⟨p| x̂ = iℏ

∂

∂p
⟨p| (5.B.60)

� 微分演算子と平面波の交換

∂n

∂xn
exp

(
i

ℏ
px

)
= exp

(
i

ℏ
px

)(
i

ℏ
p+

∂

∂x

)n
(5.B.61)

� 積分公式 (a > 0)∫ ∞

−∞
exp(−iap2)dp =

√
π

ia
,

∫ ∞

−∞
exp(iap2)dp =

√
iπ

a
(5.B.62)

座標表示での内積は、

⟨ψ(t)|ϕ(t)⟩ =
∫
dx

∫
dx′ψ∗(x, t)ϕ(x′, t) ⟨x|x′⟩ (5.B.63)

=

∫
ψ∗(x, t)ϕ(x, t)dx (5.B.64)

と書ける。ψ∗ は ψ の複素共役という意味である。また、座標表示での観測量 Â の期待値は、
ψ(x, t)を

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ =
∫
ψ∗(x, t)ψ(x, t)dx = 1 (5.B.65)

というように適切に規格化していれば、

⟨A⟩ψ(t) = ⟨ψ(t)|Â|ψ(t)⟩ (5.B.66)

=

∫
dx

∫
dx′ψ∗(x, t)ψ(x′, t) ⟨x|Â|x′⟩ (5.B.67)

=

∫
ψ∗(x, t)A(x)ψ(x, t)dx (5.B.68)

と書ける。ただし、最後の段の A(x)は、座標表示において波動関数に作用する演算子という意
味である�76。
状態空間 HA に属する状態 |ψ⟩A を表す波動関数が ψ(xA)であり、別の状態空間 HB に属す

る状態 |ϕ⟩B を表す波動関数が ϕ(xB)であったとする。このとき、これらの状態空間のテンソル
積に属する状態 |ψ⟩A ⊗ |ϕ⟩B を表す波動関数は、単に 2つの波動関数の積 (直積) ψ(xA)ϕ(xB)

になる。ただし、変数 xA と xB は違う変数であることに注意を要する。状態空間HA に属する

�76 ここでは、状態ベクトルと波動関数に作用する演算子の違いを示すために、前者にのみハット記号ˆを付けた。以
後、演算子と固有値の違いを明確にするために、後者にもハット記号を付けることもある。 どちらに当たるのか
は文脈で判断されたい。
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状態に作用する演算子は、座標表示では xA に関する微分演算子として表されているので、直積
を考える場合も相変わらず ψ(xA)のみに作用する。

3次元の場合
位置演算子と運動量演算子の交換関係を

[x̂i, x̂j ] = 0 (5.B.69)

[p̂i, p̂j ] = 0 (5.B.70)

[x̂i, p̂j ] = iℏδij (5.B.71)

と定める。
一般に、観測量 Âと B̂ が可換ならば、Âの固有ベクトルは B̂ の固有ベクトルでもある。よっ

て、この場合は状態 |ψ(t)⟩を x̂, ŷ, ẑ の同時固有ベクトル |x, y, z⟩で

|ψ(t)⟩ =
∫
dx

∫
dy

∫
dzψ(x, y, z, t) |x, y, z⟩ (5.B.72)

と展開したときの係数 ψ(x, y, z, t) = ⟨x, y, z|ψ(t)⟩を波動関数と呼ぶ。このように考えれば、1

次元の場合の自然な拡張として、

xi −→ xi, pi −→ −iℏ
∂

∂xi
(5.B.73)

と置き換えて量子化すれば良いことが分かる。

5.B.4 調和振動子：生成消滅演算子
調和振動子を量子系で考える。系のハミルトニアンは

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2x̂2

2
(5.B.74)

である。定常状態のシュレディンガー方程式を座標表示で表すと、固有状態の波動関数 ϕn(x)

は (
− ℏ2

2m

d2

dx2
+
mω2

2
x2
)
ϕn(x) = Enϕn(x) (5.B.75)

という微分方程式に従う。これはエルミート多項式についての知識 (付録 1.C.4参照) を用いる
ことで、

ϕn(x) =
1

π1/4
√
2nn!

exp
(
−mω

2ℏ
x2
)
Hn

(√
mω

ℏ
x

)
(5.B.76)

ただし, n = 0, 1, 2, ... (5.B.77)

Hn(ξ) = (−1)n exp(ξ2) d
n

dξn
[exp(−ξ2)] (5.B.78)
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と解ける。それぞれの固有状態 |n⟩に対する固有値、すなわち系が持ちうるエネルギー値は

En =

(
n+

1

2

)
ℏω (5.B.79)

となる。
エネルギー固有値を調べる別の方法として、節 5.B.10で必要になる生成消滅演算子を紹介す

る。次の演算子を導入する。

â =

√
mω

2ℏ
x̂+ i

√
1

2mℏω
p̂, â† =

√
mω

2ℏ
x̂− i

√
1

2mℏω
p̂ (5.B.80)

âは消滅演算子、â† は生成演算子と呼ばれる。これらは

[â, â†] = 1 (5.B.81)

という関係があり、â, â† を用いると、ハミルトニアンは

Ĥ = ℏω
(
â†â+

1

2

)
(5.B.82)

= ℏω
(
N̂ +

1

2

)
(5.B.83)

と書き換えられることが分かる。N̂ = â†âは数演算子と呼ばれる。数演算子と生成消滅演算子
の交換関係は

[N̂ , â] = −â, [N̂ , â†] = â† (5.B.84)

である。Ĥ が N̂ のみを用いて表せたので、Ĥ の代わりに N̂ の固有値を調べる。交換関係
(5.B.81)と N̂ の定義のみから次の 3つの性質が言える。

1. N̂ の固有値は非負である。
2. â |ψ⟩ = 0ならば |ψ⟩は N̂ の固有値 0に対する固有ベクトルである。
3. |α⟩ が N̂ の固有値 α に対する固有ベクトルで、かつ â |α⟩ ̸= 0 ならば、â |α⟩ は固有値

(α− 1)に対する固有ベクトルである。一方で â† |α⟩は固有値 (α+ 1)に対する固有ベク
トルである。

性質 1, 2について
|ψ⟩を任意の規格化された状態として、

⟨ψ|N̂ |ψ⟩ = ⟨ψ|â†â|ψ⟩ (5.B.85)

= |â |ψ⟩|2 ≥ 0 (5.B.86)

という関係から分かる。
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性質 3について
|α⟩が N̂ の固有値 αに対する規格化された固有ベクトルだとすると、

N̂ â |α⟩ = â†ââ |α⟩ (5.B.87)

= (ââ† − 1)â |α⟩ (5.B.88)

= (âN̂ − â) |α⟩ (5.B.89)

= (α− 1)â |α⟩ (5.B.90)

だと分かる。よって â |α⟩ ̸= 0であれば â |α⟩は固有値 (α− 1)に対する固有ベクトル
になる。同様にして â† |α⟩がゼロでなければ固有値 (α + 1)に対する固有ベクトルで
あることも分かる。

|â |α⟩|2 = ⟨α|â†â|α⟩ (5.B.91)

= ⟨α|N̂ |α⟩ (5.B.92)

= α (5.B.93)

であることなどに注意すると、固有値 (α− 1), (α+1)に対する規格化された固有ベク
トル |α− 1⟩ , |α+ 1⟩は、

|α− 1⟩ = α−1/2â |α⟩ , |α+ 1⟩ = (α+ 1)−1/2â† |α⟩ (5.B.94)

などと表せる。

ân |α⟩はゼロでなければ N̂ の固有値 (α− n)の固有ベクトルだが、固有値は非負なので下限
があるため、ân+1 |α⟩ = 0となる nがあるはずである。そのときの ân |α⟩は性質 2より、固有
値 0の固有ベクトルになる。以上のことをまとめると、N̂ の固有値は非負整数でなければなら
ず、N̂ の固有値 0に対する規格化された固有ベクトルを |0⟩とすると、各固有値 nに対する規
格化された固有ベクトル |n⟩は、

|n⟩ = 1√
n!
(â†)n |0⟩ (5.B.95)

と書ける。|n⟩はハミルトニアンの固有ベクトルでもあり、その固有値は式 (5.B.79)のようにな
ることが分かる。

5.B.5 角運動量
古典力学的な質点の角運動量は

Li = εijkxjpk (5.B.96)
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と表せる量だった。これに倣って、量子力学的な軌道角運動量

L̂i = εijkx̂j p̂k (5.B.97)

を考える。L̂i はエルミートである。x̂i と p̂j の交換関係を考慮すると、

[L̂x, L̂y] = iℏL̂z, [L̂y, L̂z] = iℏL̂x, [L̂z, L̂x] = iℏL̂y (5.B.98)

という交換関係を満たすことが分かる。量子力学では、このような交換関係を満たす量全般を
角運動量と呼ぶので、式 (5.B.97)で定義される量は特に軌道角運動量と呼んで区別される。角
運動量の次元は ℏの次元と同じなので、L̂i = ℏl̂i と無次元化して、l̂i を考えることにする。す
ると、交換関係は

[l̂x, l̂y] = il̂z, [l̂y, l̂z] = il̂x, [l̂z, l̂x] = il̂y (5.B.99)

となる。まずはこの交換関係を満たす角運動量の一般論を簡潔に説明する。次のような演算子
を導入する。

l̂2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z (5.B.100)

l̂+ = l̂x + il̂y (5.B.101)

l̂− = l̂x − il̂y (5.B.102)

l̂†+ = l̂− である。すると、l̂i の交換関係のみを使って次の交換関係が計算できる。

[l̂+, l̂−] = 2l̂z, [l̂z, l̂±] = ±l̂± (5.B.103)

[l̂2, l̂x] = [l̂2, l̂y] = [l̂2, l̂z] = [l̂2, l̂±] = 0 (5.B.104)

特に 2段目の交換関係より、l̂2 の固有ベクトルでもあり、l̂z の固有ベクトルでもある状態を考
えることができる。この同時固有状態を |l,m⟩ と書くと、生成消滅演算子の時に行ったような
固有状態に関する地道な考察の結果、最終的に次のような性質があることが分かる。

l̂2 |l,m⟩ = l(l + 1) |l,m⟩ , l = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, ... (5.B.105)

l̂z |l,m⟩ = m |l,m⟩ , m = −l,−l + 1, ..., l − 1, l (5.B.106)

l̂± |l,m⟩ =
√

(l ∓m)(l ±m+ 1) |l,m± 1⟩ (5.B.107)

l̂+ |l, l⟩ = 0, l̂− |l,−l⟩ = 0 (5.B.108)

つまり、整数か半整数の値をとり得る lは角運動量の大きさに相当する量である。ただし、l̂2
の固有値は l(l + 1)であることに注意を要する。lを固定して考えると、角運動量のどれか 1成
分 (z 成分とする)は −l ∼ +lの (2l+1)通りの値をとり得る。これをmと書く。z 成分と残り
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の成分は非可換なので、両者が同時に確定した状態はつくれない。異なるmについての固有状
態は昇降演算子 l̂± によって結ばれる。
次に、軌道角運動量の場合について、極座標表示で考える�77ことによって固有状態の波動関

数を求める。各演算子は座標表示では

l̂i = −iεijkxj
∂

∂xk
(5.B.109)

と書ける。極座標との間の
∂

∂x
= sin θ cosϕ

∂

∂r
+

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
− sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
(5.B.110)

∂

∂y
= sin θ sinϕ

∂

∂r
+

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
+

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
(5.B.111)

∂

∂z
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
(5.B.112)

という関係を使えば、l̂z, l̂2 の極座標表示は

l̂z = −i
∂

∂ϕ
(5.B.113)

l̂2 = − 1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
= −Ω̂θϕ (5.B.114)

と書ける�78。よって、極座標表示での固有状態の波動関数 Yl,m(θ, ϕ) = ⟨θ, ϕ|l,m⟩は

−Ω̂θϕYl,m(θ, ϕ) = l(l + 1)Yl,m(θ, ϕ) (5.B.115)

∂

∂ϕ
Yl,m(θ, ϕ) = imYl,m(θ, ϕ) (5.B.116)

という偏微分方程式に従う。この方程式はルジャンドル陪関数の知識を使うと解けて、

Yl,m(θ, ϕ) = (−1)(m+|m|)/2

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
P

|m|
l (cos θ) exp(imϕ) (5.B.117)

ただし, l = 0, 1, 2, ...; m = −l,−l + 1, ..., l − 1, l (5.B.118)

となる。Pml (x) はルジャンドル陪関数、Yl,m(θ, ϕ) の形は球面調和関数と呼ばれる。それぞれ
の関数については付録 1.C.4を参照のこと。一般の角運動量の場合は lに半整数も許されていた
が、軌道角運動量の場合は整数しか許されないことに注意されたい。l = 0 ∼ 4についての球面
調和関数が図 1.11, 1.12, 1.13 (81 ページ) に示されているので参考にして欲しい。

�77 ハミルトニアンの極座標表示を考えるときに、極座標を正準座標と考えて求めた古典的ハミルトニアンを量子化
すると上手くいかないことが知られている。極座標表示で考えるときも、デカルト座標系で正準量子化をしてか
ら極座標に変換するという手順をとる。

�78 ∂/∂r が消えてしまう。
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2原子分子の回転運動を、剛体回転 (2原子間の距離が変化しない回転)として考える�79。粒
子 Aの座標を xA、粒子 Bの座標を xB というようにラベル付けして考える。粒子 Aから見た
Bの相対位置 r、換算質量 µ、慣性モーメント I を

r = xB − xA (5.B.119)

µ =
mAmB

mA +mB
(5.B.120)

I = µ|r|2 (5.B.121)

と導入すると、この運動は座標 r にいる質量 µ の質点の剛体回転として扱える。角運動量
L = r × pを考えると、回転によるエネルギーは

E =
L2

2I
(5.B.122)

と書ける。量子化して考えると、エネルギーは

Ej =
ℏ2

2I
j(j + 1), j = 0, 1, 2, ... (5.B.123)

という値をとり得ることが分かる。
電子などの粒子は軌道角運動量以外にも、スピンと呼ばれる固有の角運動量を持つ。例えば

電子のスピン角運動量の大きさは l = 1/2と決まっていて、スピンによってm = −1/2, 1/2と
いう 2つの状態をとる。これは古典力学には対応するものがない運動である。節 5.B.10で詳し
く説明するが、光子も大きさ l = 1のスピンを持つ。ただし、光子は光速で動くこと (質量を持
たないこと)に関連して、m = 0の状態は許されないので、m = −1, 1の 2つの状態をとる。こ
れは古典的には左円偏光、右円偏光に対応する。場の量子論�80の範疇で考えれば、lが半整数の
スピンを持つ粒子がフェルミ粒子であり、lが整数のスピンを持つ粒子がボース粒子であること
が分かる。
例えば電子のスピンには依らない運動を考えていて、その系のハミルトニアンの固有状態を
|n⟩o とする。

Ĥ |n⟩o = En |n⟩o (5.B.124)

�79 実際は分子間ポテンシャルに従って原子間距離が変化する。回転の角運動量が大きくなると遠心力によって原子
間距離が大きくなることによる修正が必要になる (e.g. Atkins & Friedman, 2010, Appendix 10.1)。

�80 電磁場を量子化すると、生成消滅し得る光子というボース粒子の集団として扱えることを節 5.B.10 で説明する
が、高エネルギーの相対論的な粒子を考える際には、例えば電子でさえも生成消滅し得ると考える必要がある。
そこで、電子 1 つ 1 つの状態を考えるのではなく、節 5.B.10 で説明する電磁場の量子化と同様の手法 (第二量
子化)で電子の波動関数 (ただし相対論と電子のスピンを考慮したディラック場の理論における波動関数)を量子
化し、電子の集団としての状態 (フォック状態)を考える。或いは非相対論的な場合でも、多粒子系を考える際に
は節 5.B.9 で述べる粒子の識別不能性を簡単に組み込むために、本付録で説明している波動関数 (シュレディン
ガー場) を第二量子化して考える。このように、電磁場や波動関数などの場の量を量子的に扱う理論は場の量子
論 (quantum field theory)と呼ばれる。詳しくは、例えば Schwartz (2013)を参照。
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一方で電子のスピンの固有状態を |↑⟩s または |↓⟩s とする。すなわち、ℏで無次元化したスピン
角運動量演算子 ŝに対して

ŝ2 |s⟩s =
1

2
· 3
2
|s⟩s , s =↑ or ↓ (5.B.125)

ŝz |↑⟩s =
1

2
|↑⟩s , ŝz |↓⟩s = −

1

2
|↑⟩s (5.B.126)

を満たす状態のことである。このとき、電子の運動状態とスピン状態を併せた全体の状態
|n, s⟩o+s = |n⟩o ⊗ |s⟩s を座標表示で考えたい場合、波動関数は次のように書かれる。

ψn,s(x, σ) = ϕn(x)χs(σ) (5.B.127)

ϕn(x)は状態 |n⟩o を表す波動関数である。χs(σ)はスピン関数と呼ばれ、次のように規格化さ
れている。 ∫

χ∗
s(σ)χs′(σ)dσ = δss′ (5.B.128)

σ はスピン座標と呼ばれる。χs(σ)は単にスピン状態の内積を運動状態の波動関数と同じように
何らかの変数についての積分で表すために導入される。よって、χs(σ)の具体的な関数形には興
味がなく、とにかく上式の直交関係を満たすものとして議論を進める。例えば何らかの演算子
の行列要素 ⟨n, s|Â|n′, s′⟩o+s を計算する場合は、∫

d3x

∫
dσψ∗

n,s(x, σ)Âψn′,s′(x, σ) (5.B.129)

というように、スピン変数についても積分する。

5.B.6 水素原子
水素原子に束縛された電子の軌道を考える。

エネルギーと角運動量の同時固有状態
後に水素原子における電子の運動に応用するため、球対称のポテンシャル V (r)に従う粒子の

波動関数について考察する。系のハミルトニアンは

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r̂) (5.B.130)

である。まず、軌道角運動量 L̂i の定義に立ち返って計算すると

[L̂i, p̂
2] = 0 (5.B.131)

が分かる。また、L̂i を極座標表示すると r 微分を含まないことから、

[L̂i, V (r̂)] = 0 (5.B.132)
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も分かる。するとこの 2つの関係から

[L̂i, Ĥ] = 0, [L̂2, Ĥ] = 0 (5.B.133)

が分かるので、[L̂2, L̂z] = 0も併せると Ĥ, L̂2, L̂z の同時固有状態

Ĥ |n, l,m⟩ = En |n, l,m⟩ (5.B.134)

L̂2 |n, l,m⟩ = ℏ2l(l + 1) |n, l,m⟩ (5.B.135)

L̂z |n, l,m⟩ = ℏm |n, l,m⟩ (5.B.136)

l = 0, 1, 2, ...; m = −l,−l + 1, ..., l − 1, l (5.B.137)

を考えることができる。すると前節の議論より、この固有状態の極座標表示の波動関数は球面
調和関数を使って R(r)Yl,m(θ, ϕ)と書け、定常状態のシュレディンガー方程式[

− ℏ2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

Ω̂θϕ
r2

)
+ V (r)

]
R(r)Yl,m(θ, ϕ) = EnR(r)Yl,m(θ, ϕ) (5.B.138)

に従う。ただし、Ω̂θϕ は式 (5.B.114)で定義された微分演算子である。球面調和関数の性質

−Ω̂θϕYl,m(θ, ϕ) = l(l + 1)Yl,m(θ, ϕ) (5.B.139)

を代入すると、R(r)は[
− ℏ2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

)
+ V (r)

]
R(r) = EnR(r) (5.B.140)

という微分方程式に従うことが分かる。

水素原子軌道
水素原子において、電子が従う逆 2乗則のクーロン力によるポテンシャルは

V (r) = − e2

4πϵ0

1

r
(5.B.141)

= −αℏc
r

(5.B.142)

と書ける。
α =

e2

4πϵ0ℏc
≃ 1

137
(5.B.143)
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は微細構造定数と呼ばれる。eは素電荷である。すると、式 (5.B.140)�81はラゲールの陪多項式
の知識 (付録 1.C.4参照) を使うと解けて、

Rn,l(r) = −

√
(n− l − 1)!

2n[(n+ l)!]3

(
2

na0

)3(
2r

na0

)l
exp

(
− r

na0

)
L2l+1
n+l

(
2r

na0

)
(5.B.144)

En = −mα
2c2

2n2
(5.B.145)

n = 1, 2, ... (5.B.146)

l = 0, 1, ..., n− 1 (5.B.147)

ただし, Lsk(x) =
ds

dxs

[
exp(x)

dk

dxk
(xk exp(−x))

]
(5.B.148)

a0 =
ℏ

mcα
= 5.29× 10−11 m (5.B.149)

となる。a0 はボーア半径である。まとめると、エネルギー En(< 0)を持つ状態は、スピンの自
由度 2も考慮すると∑n−1

l=0 2(2l+ 1) = 2n2 重に縮退している。nは主量子数、lは方位量子数、
mは磁気量子数と呼ばれる。

角運動量の合成
前の小節で、原子内に束縛された電子の軌道は主量子数を nとして n2 重に縮退していて、各

軌道は l = 0, 1, ..., n − 1の軌道角運動量を持つことを説明した。一方で、電子は l = 1/2のス
ピンを持つことも説明した。ℏで無次元化した軌道角運動量演算子を l̂2, l̂z などと書き、ℏで無
次元化したスピン角運動量演算子を ŝ2, ŝz などと書くことにする。更に、それぞれの演算子の
固有状態を

l̂2 |l,m⟩l = l(l + 1) |l,m⟩l , l̂z |l,m⟩l = m |l,m⟩l (5.B.150)

m = −l,−l + 1, ..., l − 1, l (5.B.151)

ŝ2 |s⟩s =
1

2
· 3
2
|s⟩s , ŝz |s⟩s = s |s⟩s (5.B.152)

s = −1

2
(↓), 1

2
(↑) (5.B.153)

�81 ここでの質量 m は、正確には電子質量 me と陽子質量 mp の換算質量であるが、mp ≫ me なので、ほぼ
m = me である。
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と書くことにする。束縛電子の軌道の状態空間とスピンの状態空間のテンソル積を考え、軌道
角運動量とスピン角運動量を合わせた全角運動量

ĵ2 = (l̂i + ŝi)
2 (5.B.154)

= l̂2 + ŝ2 + 2l̂xŝx + 2l̂y ŝy + 2l̂z ŝz (5.B.155)

= l̂2 + ŝ2 + l̂+ŝ− + l̂−ŝ+ + 2l̂z ŝz (5.B.156)

ĵz = l̂z + ŝz (5.B.157)

ĵ+ = l̂x + ŝx + i(l̂y + ŝy) (5.B.158)

ĵ− = l̂x + ŝx − i(l̂y + ŝy) (5.B.159)

を考える�82。ĵ2, ĵz の固有ベクトルを

ĵ2 |j, µ⟩ = j(j + 1) |j, µ⟩ , ĵz |j, µ⟩ = µ |j, µ⟩ (5.B.160)

と書いたとき、|j, µ⟩はテンソル積 |l,m⟩l ⊗ |s⟩s の重ね合わせとしてどのように表されるかを考
える。例えば l = 1の場合について考えると、

|3/2, 3/2⟩ = |1, 1⟩l ⊗ |↑⟩s (5.B.161)

|3/2, 1/2⟩ =
√

2

3
|1, 0⟩l ⊗ |↑⟩s +

1√
3
|1, 1⟩l ⊗ |↓⟩s (5.B.162)

|3/2,−1/2⟩ = 1√
3
|1,−1⟩l ⊗ |↑⟩s +

√
2

3
|1, 0⟩l ⊗ |↓⟩s (5.B.163)

|3/2,−3/2⟩ = |1,−1⟩l ⊗ |↓⟩s (5.B.164)

|1/2, 1/2⟩ = 1√
3
|1, 0⟩l ⊗ |↑⟩s −

√
2

3
|1, 1⟩l ⊗ |↓⟩s (5.B.165)

|1/2,−1/2⟩ =
√

2

3
|1,−1⟩l ⊗ |↑⟩s −

1√
3
|1, 0⟩l ⊗ |↓⟩s (5.B.166)

という関係がある�83。右辺の各項の係数は一般にクレプシュ-ゴルダン係数と呼ばれる�84。つ
まり、l = 1の場合の電子の軌道&スピンについての全状態空間 (6次元)を、

|1, 1⟩l ⊗ |↑⟩s , |1, 0⟩l ⊗ |↑⟩s , |1,−1⟩l ⊗ |↑⟩s (5.B.167)

|1, 1⟩l ⊗ |↓⟩s , |1, 0⟩l ⊗ |↓⟩s , |1,−1⟩l ⊗ |↓⟩s (5.B.168)

�82 異なる状態空間に作用する演算子なので l̂i と ŝi は可換である。また、ĵi が角運動量の満たすべき交換関係を満
たすことは少しの計算から分かる。

�83 µ = m+ s なので、例えば µ = 3/2 となるのはm = 1, s = 1/2 のときだけである。よって最上段の関係が分
かる。すると、最上段の関係の両辺に ĵ− を作用させて計算することで、1 段下 (2 段目) の関係が分かる。2 段
目の右辺と直交する線形結合を考えて実際に ĵ2 を作用させてみることで、下から 2 段目の関係が求まる。この
ような考察を繰り返すことで全ての関係が求まる。

�84 クレプシュ-ゴルダン係数については節 5.B.7でもっと一般的にまとめている。
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という基底を用いて考える代わりに、上記の関係で結ばれる

|3/2, 3/2⟩ , |3/2, 1/2⟩ , |3/2,−1/2⟩ , |3/2,−3/2⟩ (5.B.169)

|1/2, 1/2⟩ , |1/2,−1/2⟩ (5.B.170)

という基底で考えることもできる。もっと一般には、特定の l についての全状態空間を、
j = l + 1/2, l − 1/2の場合の計 2(2l + 1)個の固有ベクトル |j, µ⟩からなる基底で考えることが
できる。言い換えると、束縛電子の状態を (n, l,m, s)で指定する代わりに、(n, j, µ)を用いて指
定することができる。ただし、そのように考える場合、j, µがとり得る値は

j +
1

2
= 1, 2, ..., n; µ = −j,−j + 1, ..., j − 1, j (5.B.171)

となるが、j + 1/2 = 1 ∼ n− 1の場合は (n, j, µ)で指定される状態は 2つあり、j + 1/2 = n

の場合は 1つであることに注意が必要である。すなわち、特定の nの状態は
n−1∑

(j+1/2)=1

2 · (2j + 1) +

[
2

(
n− 1

2

)
+ 1

]
= 2n2 (5.B.172)

個あることになり、(n, l,m, s)で指定した場合と辻褄が合う。

微細構造
特殊相対論的効果を考慮して水素原子を考えると、束縛電子の状態を指定するのには lよりも

j を用いた方が都合が良い。ポテンシャル V (r) = −αℏc/r の下でディラック方程式�85を解く
と、Ĥ, ĵ2, ĵz の同時固有状態に対する固有エネルギーが

En,j =
mc2√

1 + α2/
[
n− j − 1/2 +

√
(j + 1/2)2 − α2

]2 (5.B.173)

と求まる。すなわち、非相対論的な場合は固有エネルギーは nのみに依存したが、相対論を考
慮すると n, j に依存する。上式を展開すると、

En,j = mc2
[
1− α2

2n2
− α4

2n3

(
1

j + 1/2
− 3

4n

)
− ...

]
(5.B.174)

と書ける。右辺第 1項は静止エネルギーであり、第 2項は非相対論的なシュレディンガー理論
で導かれた結果である。第 3項は第 2項に比べて α2 ≃ 10−5 程度小さいオーダーの項であり、
微細構造 (fine structure)と呼ばれる。

�85 量子力学に特殊相対論と電子のスピンを自然に組み込み、電子 1つ 1つの相対論的効果を考慮した状態を扱う手
法としてディラック場の理論がある。ディラック場の理論においてシュレディンガー方程式に相当する方程式が
ディラック方程式である。詳しくは例えばサクライ (1967)を読んで欲しい。
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微細構造は束縛電子のハミルトニアンに 2つの項 Ĥr, Ĥso を加えることで、シュレディンガー
理論の範疇で説明することができる。Ĥr は相対論的補正項である。シュレディンガー理論では
古典力学に倣って、電子の運動エネルギーは p̂2/(2me)と表されるが、相対論においてはローレ
ンツ因子W = 1/

√
1− (v/c)2 を用いて

mec
2(W − 1) =

p̂2

2me
− p̂4

8m3
ec

2
+ · · · (5.B.175)

と表される (節 7.7.1参照)。よって、最低次の補正として、

Ĥr = −
p̂4

8m3
ec

2
(5.B.176)

をハミルトニアンに加える。
Ĥso は電子の軌道角運動量とスピン角運動量の相互作用を表す項である。この項を古典的

に解釈すると次のようになる。電子の静止系で見ると、原子核が周りを回っている。この原
子核が作る電流 I によって磁場 B が発生する。電子の軌道半径を r とすると B = µ0I/(2r)

である。軌道周期を P とすると、I = e/P と書ける。一方で、軌道角運動量の大きさ L は
L = merv = 2πmer

2/P と書ける。よって、

B =
1

4πϵ0

e

mec2r3
L (5.B.177)

と書ける。一方で、電子がスピン Ŝ (次元 ℏ)を持つと、磁気モーメント

µ̂ = − e

me
Ŝ (5.B.178)

を持つ�86。故に、磁場と磁気モーメントの相互作用は

Ĥso = −1

2
µ̂ · B̂ =

e2

8πϵ0m2
ec

2r̂3
Ŝ · L̂ (5.B.179)

と書ける。係数 1/2 は電子の静止系から慣性系に移行する際に出てくる因子と解釈される。
Ĥr + Ĥso を束縛電子ハミルトニアンに加え、節 5.B.8で説明する摂動論という手法を用いるこ
とで、式 (5.B.174) の第 3 項を再現できる。詳しい計算は量子力学か量子化学の本を読んで欲
しい。

�86 この磁気モーメントを無理やり古典的に解釈しようとすると次のようになる。磁気モーメントの大きさは、P を
電子の「自転」周期として µ = −eπr2/P と書ける。r はこの「回転」運動の有効的な半径である。一方で、ス
ピン角運動量は P を用いると S = 2πmer2/P と書ける量なので、µ = −eS/(2me) が導かれる。量子論的に
正しい磁気モーメントはこの 2 倍である。
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5.B.7 角運動量固有状態の性質
節 5.B.8 および節 5.5.2 への応用の為に、角運動量固有状態の性質をいくつかまとめる。本

節で説明している内容の詳しい説明を求める方は、例えば Landi Degl’Innocenti & Landolfi

(2004)を読んで欲しい。

角運動量の合成 (一般論)

ある方向に z 軸を取り、それを量子化軸として角運動量固有状態を表すことにする�87。なお、
角運動量演算子は ℏで無次元化して考える。前節で、水素内電子の軌道角運動量とスピン角運
動量の合成について説明した。一般に角運動量演算子 ĵ1 の固有状態 |j1,m⟩と別の角運動量演
算子 ĵ2 の固有状態 |j2,m2⟩のテンソル積

|j1,m1; j2,m2⟩ = |j1,m1⟩ ⊗ |j2,m2⟩ (5.B.180)

を考える。

ĵ21 |j1,m1; j2,m2⟩ = j1(j1 + 1) |j1,m1; j2,m2⟩ (5.B.181)

ĵ1z |j1,m1; j2,m2⟩ = m1 |j1,m1; j2,m2⟩ (5.B.182)

ĵ22 |j1,m1; j2,m2⟩ = j2(j2 + 1) |j1,m1; j2,m2⟩ (5.B.183)

ĵ2z |j1,m1; j2,m2⟩ = m2 |j1,m1; j2,m2⟩ (5.B.184)

ただし, −j1 ≤m1 ≤ j1, −j2 ≤ m2 ≤ j2 (5.B.185)

2つの角運動量をベクトル的に合成した全角運動量を

Ĵ = ĵ1 + ĵ2 (5.B.186)

とし、Ĵ2, Ĵz の固有値をそれぞれ J(J +1),M と書くと、特定の j1, j2 に対する |j1,m1; j2,m2⟩
で張られる (2j1 + 1)(2j2 + 1)次元の状態空間は

|j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2 (5.B.187)

を満たす J に対する Ĵ の固有状態 |J,M⟩�88を基底にして表すこともでき、両者の間には

|J,M⟩ =
∑
m1,m2

⟨j1,m1; j2,m2|J,M⟩ |j1,m1; j2,m2⟩ (5.B.188)

�87 つまり、ある角運動量演算子 ĵ について、ĵ2 と ĵz の同時固有状態 |j,m⟩を考える。
�88 例えば j1 = 1/2, j2 = 2の場合は J = 3/2, 5/2である。また例えば j1 = 1/2, j2 = 3/2の場合は J = 1, 2で
ある。そのような固有状態は

j1+j2∑
J=|j1−j2|

(2J + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1)

個あるので辻褄が合う。
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という関係がある。係数 ⟨j1,m1; j2,m2|J,M⟩はクレプシュ-ゴルダン係数と呼ばれ、前節の脚
注で説明したような考察を行うことで求められる。一般には次のように表される。

⟨j1,m1; j2,m2|J,M⟩

= δm1+m2,M ·

√
(2J + 1)(j1 + j2 − J)!(J +M)!(J −M)!(j1 −m1)!(j2 −m2)!

(j1 − j2 + J)!(j2 − j1 + J)!(j1 + j2 + J + 1)!(j1 +m1)!(j2 +m2)!

·
j1+j2−J∑
r=0

(−1)j1+j2−J−r (j1 − j2 + J + r)!(2j2 − r)!
(J − j2 −m1 + r)!(j2 −m2 − r)!(j1 + j2 − J − r)! r!

(5.B.189)

各固有値が条件 (5.B.187)と m1 +m2 = M のどちらか一方でも満たさない組み合わせの場合
はゼロになる。表 5.2にいくつかの j1, j2 の組に対するクレプシュ-ゴルダン係数の値を載せた。
例えば j1 = 2, j2 = 1に対するクレプシュ-ゴルダン係数は、表の色が付いた列を縦に読むこと
で、

|3, 0⟩ = 1√
5
|2, 1; 1,−1⟩+

√
3

5
|2, 0; 1, 0⟩+ 1√

5
|2,−1; 1, 1⟩ (5.B.190)

であると分かる。各々の状態のノルムは 1であることより、表の各列の値の絶対値を縦に足し
合わせると 1になることが言える。
クレプシュ-ゴルダン係数は次の直交性を持つ。∑

m1,m2

⟨j1,m1; j2,m2|J,M⟩ ⟨j1,m1; j2,m2|J ′,M ′⟩ = δJJ ′δMM ′ (5.B.191)

∑
J,M

⟨j1,m1; j2,m2|J,M⟩ ⟨j1,m′
1; j2,m

′
2|J,M⟩ = δm1m′

1
δm2m′

2
(5.B.192)

対称性を分かりやすくするために、新たな記号を導入する。クレプシュ-ゴルダン係数と次の関
係にある記号を 3-j 記号と言う。

⟨j1,m1; j2,m2|J,−M⟩ = (−1)j1−j2−M
√
2J + 1

(
j1 j2 J
m1 m2 M

)
(5.B.193)

3-j 記号は次の性質を持つ。

� 直交性 ∑
α,β

(2c+ 1)

(
a b c
α β γ

)(
a b c′

α β γ′

)
= δcc′δγγ′ (5.B.194)

∑
c,γ

(2c+ 1)

(
a b c
α β γ

)(
a b c
α′ β′ γ

)
= δαα′δββ′ (5.B.195)

� 列を 1つ入れ替えると (−1)a+b+c 倍される。つまり、列を 2回入れ替える操作に対して
は不変である。(

a b c
α β γ

)
= (−1)a+b+c

(
b a c
β α γ

)
=

(
b c a
β γ α

)
(5.B.196)
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表 5.2 クレプシュ-ゴルダン係数表：例えば 1× 1/2の表は j1 = 1, j2 = 1/2の場合の係数。表
に正の値 cが記載されている場合、√cが実際の係数の値であり、表に負の値 −cが記載されて
いる場合、−√cが実際の係数の値。Griffiths (2013)を参考にした。

1

+1 1 0

+1/2 +1/2 1 0 0

+1/2 -1/2 1/2 1/2 1

-1/2 +1/2 1/2 -1/2 -1

-1/2 -1/2 1

3/2

+3/2 3/2 1/2

+1 +1/2 1 +1/2 +1/2

+1 -1/2 1/3 2/3 3/2 1/2

0 +1/2 2/3 -1/3 -1/2 -1/2

0 -1/2 2/3 1/3 3/2

-1 +1/2 1/3 -2/3 -3/2

-1 -1/2 1

3

+3 3 2

+2 +1 1 +2 +2

+2 0 1/3 2/3 3 2 1

+1 +1 2/3 -1/3 +1 +1 +1

+2 -1 1/15 1/3 3/5

+1 0 8/15 1/6 -3/10 3 2 1

0 +1 6/15 -1/2 1/10 0 0 0

+1 -1 1/5 1/2 3/10

0 0 3/5 0 -2/5 3 2 1

-1 +1 1/5 -1/2 3/10 -1 -1 -1

0 -1 6/15 1/2 1/10

-1 0 8/15 -1/6 -3/10 3 2

-2 +1 1/15 -1/3 3/5 -2 -2

-1 -1 2/3 1/3 3

-2 0 1/3 -2/3 -3

-2 -1 1

2

+2 2 1

+1 +1 1 +1 +1

+1 0 1/2 1/2 2 1 0

0 +1 1/2 -1/2 0 0 0

+1 -1 1/6 1/2 1/3

0 0 2/3 0 -1/3 2 1

-1 +1 1/6 -1/2 1/3 -1 -1

0 -1 1/2 1/2 2

-1 0 1/2 -1/2 -2

-1 -1 1

5/2

+5/2 5/2 3/2

+2 1/2 1 +3/2 +3/2

+2 -1/2 1/5 4/5 5/2 3/2

+1 +1/2 4/5 -1/5 +1/2 +1/2

+1 -1/2 2/5 3/5 5/2 3/2

0 +1/2 3/5 -2/5 -1/2 -1/2

0 -1/2 3/5 2/5 5/2 3/2

-1 +1/2 2/5 -3/5 -3/2 -3/2

-1 -1/2 4/5 1/5 5/2

-2 +1/2 1/5 -4/5 -5/2

-2 -1/2 1

2

+2 2 1

+3/2 +1/2 1 +1 +1

+3/2 -1/2 1/4 3/4 2 1

+1/2 +1/2 3/4 -1/4 0 0

+1/2 -1/2 1/2 1/2 2 1

-1/2 +1/2 1/2 -1/2 -1 -1

-1/2 -1/2 3/4 1/4 2

-3/2 +1/2 1/4 -3/4 -2

-3/2 -1/2 1
5/2

+5/2 5/2 3/2

+3/2 +1 1 +3/2 +3/2

+3/2 0 2/5 3/5 5/2 3/2 1/2

+1/2 +1 3/5 -2/5 +1/2 +1/2 +1/2

+3/2 -1 1/10 2/5 1/2

+1/2 0 3/5 1/15 -1/3 5/2 3/2 1/2

-1/2 +1 3/10 -8/15 1/6 -1/2 -1/2 -1/2

+1/2 -1 3/10 8/15 1/6

-1/2 0 3/5 -1/15 -1/3 5/2 3/2

-3/2 +1 1/10 -2/5 1/2 -3/2 -3/2

-1/2 -1 3/5 2/5 5/2

-3/2 0 2/5 -3/5 -5/2

-3/2 -1 1

1/2×1/2

1×1

1×1/2

2×1/2

2×1

3/2×1/2

3/2×1
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� 2行目に負号を付けると (−1)a+b+c 倍される。(
a b c
α β γ

)
= (−1)a+b+c

(
a b c
−α −β −γ

)
(5.B.197)

� 具体的な値の例 (
a b 0
α β 0

)
= (−1)a−αδabδα,−β

1√
2a+ 1

(5.B.198)(
a a 1
α −α 0

)
= (−1)a−α α√

a(a+ 1)(2a+ 1)
(5.B.199)

量子化軸の回転
「系の状態を時間 tだけ時間発展させる」という操作が時間発展演算子 Û(t) = exp(−itĤ/ℏ)
で表されたように、「系の状態を z 軸周りに角度 θだけ回転させる」という操作�89も次のユニタ
リ演算子 D̂z(θ) (D̂

†
z(θ) = D̂−1

z (θ) = D̂z(−θ)) によって表される。

D̂z(θ) = exp(−iθĴz) (5.B.200)

Ĵz は系の全角運動量を表す演算子の z 成分であり、ℏで無次元化されている。つまり、ハミル
トニアンが系の時間発展の生成子であるのに対し、全角運動量演算子は系の回転の生成子であ
る。ある状態 |ψ⟩にある系を z 軸周りに −θ だけ回転させると、

|ψ′⟩ = D̂z(−θ) |ψ⟩ = D̂†
z(θ) |ψ⟩ (5.B.201)

という状態に変化する。あるいは、デカルト系 (x, y, z)を z 軸周りに角度 θ だけ回転させて得
られる別の座標系 (x′, y′, z′) (z 軸と z′ 軸は等しい) を考えたとき、角運動量の x成分 Ĵx と x′

成分 Ĵx′ の間には次の関係がある。

Ĵx′ = D̂z(θ)ĴxD̂
†(θ) (5.B.202)

状態 |ψ⟩に対して Ĵx′ を測定した結果は、状態 |ψ′⟩に対して Ĵx を測定した結果に等しいことを
反映して、

⟨ψ|Ĵx′ |ψ⟩ = ⟨ψ|D̂z(θ)ĴxD̂
†(θ)|ψ⟩ = ⟨ψ′|Ĵx|ψ′⟩ (5.B.203)

が成り立つ。
ある方向に x, y, z 軸を取っているとする。一般に、次の 3つの回転操作を行うことで、任意

の向きに座標軸を回転させることができる。

�89 z 軸周りに角度 θ だけ回転させると表現した場合、θ > 0のときは z > 0の方角から原点を見下ろすと反時計回
りに見えるような回転であり、θ < 0のときはその逆回転である。

398 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 5 章 放射輸送 5.B 量子力学の基礎知識

1. z 軸周りに角度 α(0 ≤ α ≤ 2π)だけ座標軸を回転させる。このとき、y 軸は新しい方向
を向くが、この向きを w軸と呼ぶことにする。

2. w 軸周りに角度 β(0 ≤ β ≤ π)だけ座標軸を回転させる。このとき、z 軸は新しい方向を
向くが、この向きを z′ 軸と呼ぶことにする。

3. z′ 軸周りに角度 γ(0 ≤ γ ≤ 2π)だけ座標軸を回転させる。

α, β, γ はオイラー角と呼ばれる。この操作を演算子で表すと
D̂(α, β, γ) = D̂z′(γ)D̂w(β)D̂z(α) (5.B.204)

となる。
ある方向に取った z 軸を量子化軸としたときの角運動量固有状態 |J,M ′⟩に対して D̂(α, β, γ)

を作用させるとどうなるかという問題を考える。つまり、

D̂(α, β, γ) |J,M ′⟩ =
∑
M

DJMM ′(α, β, γ) |J,M⟩ (5.B.205)

と表したときの係数 DJMM ′ = ⟨J,M |D̂|J,M ′⟩ を考える。これは回転行列と呼ばれ、物理的に
は次のように解釈できる。(x, y, z)座標に対してオイラー角 (α, β, γ)だけ回転させた別の座標
軸 (x′, y′, z′)を取る。上式の左辺が角運動量の z′ 成分 Ĵz′ = D̂ĴzD̂

† の固有値M ′ に対する固
有状態であることは、直ぐに確かめられる。つまり、角運動量の大きさが J の系を用意して z′

成分の大きさを測定したところ、M ′ であることが分かったとき、同時に z 成分を測定してM

が得られる確率が |DJMM ′ |2 に相当する。DJMM ′ は次のように表される。
DJMM ′(α, β, γ) = exp[−i(αM + γM ′)]dJMM ′(β) (5.B.206)

dJMM ′(β) =
√
(J +M)!(J −M)!(J +M ′)!(J −M ′)!

·
∑
t

(−1)t [cos(β/2)]2J+M−M ′−2t[sin(β/2)]2t−M+M ′

(J +M − t)!(J −M ′ − t)! t!(t+M ′ −M)!
(5.B.207)

tの和は現れる階乗の中身が負にならない範囲の整数 t ≥ 0について取る。J = 1/2, 1の場合の
dJMM ′(β)の具体的な表式を表 5.3に示した。dJMM ′(β)は実関数であり、次の性質を持つ。

� 合成則
dJMM ′(β1 + β2) =

∑
N

dJMN (β1)d
J
NM ′(β2) (5.B.208)

� 対称性
dJMM ′(β) = (−1)M−M ′

dJ−M,−M ′(β) (5.B.209)

= (−1)M−M ′
dJM ′M (β) (5.B.210)

= (−1)M−M ′
dJMM ′(−β) (5.B.211)

= (−1)J+MdJM,−M ′(π − β) (5.B.212)

= (−1)J+M
′
dJM,−M ′(π + β) (5.B.213)
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また、DJMM ′ は例えば次の性質を持つ。

� ユニタリ性
[DJMM ′(α, β, γ)]∗ = DJM ′M (−γ,−β,−α) (5.B.214)

� 直交性 ∑
N

DJNM (α, β, γ)[DJNM ′(α, β, γ)]∗ = δMM ′ (5.B.215)∑
N

DJMN (α, β, γ)[DJM ′N (α, β, γ)]∗ = δMM ′ (5.B.216)

� 対称性
[DJMM ′(α, β, γ)]∗ = (−1)M−M ′

DJ−M,−M ′(α, β, γ) (5.B.217)

� 完結性 (合成則)：ある座標系 (x, y, z)をオイラー角 R1 だけ回転させた後、新しい座標系
(x′, y′, z′)に対して更にオイラー角 R2 だけ回転させる操作全体を表す回転行列は次のよ
うに表される。

DJMM ′(R) = ⟨J,M |D̂′(R2)D̂(R1)|J,M ′⟩ =
∑
N

DJMN (R1)DJNM ′(R2) (5.B.218)

� 角運動量の合成則からの帰結

DJMN (α, β, γ)DJ
′

M ′N ′(α, β, γ)

=
∑
K

(2K + 1)

(
J J ′ K
M M ′ Q

)(
J J ′ K
N N ′ Q′

)
[DKQQ′(α, β, γ)]∗ (5.B.219)

� ワイルの定理：J と J ′ がどちらも整数であるかまたはどちらも半整数である場合、次の
式が成り立つ。∫ 2π

0

dα

∫ 2π

0

dγ

∫ π

0

dβ sinβDJMN (α, β, γ)[DJ
′

M ′N ′(α, β, γ)]∗ =
8π2

2J + 1
δJJ ′δMM ′δNN ′

(5.B.220)

5.B.8 ゼーマン分裂
球対称の原子に束縛された電子全体の状態を考える場合、系のハミルトニアンは全角運動量演

算子と可換なので、同時固有状態 |α, J,M⟩を考えることができる。J は全角運動量の大きさ、
M はその z 成分の大きさを表す量子数であり、αは電子の状態を区別するのに必要なその他の
量子数をまとめたものである。微細構造 (節 5.B.6参照)まで考慮すると、エネルギー固有値は
(α, J)に依るが、M によって区別される状態は縮退している。しかし、この原子が巨視的な外
部磁場 B の下に置かれると、この縮退が解けてエネルギー固有値がM にも依存するようにな
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表 5.3 関数 dJMM ′(β)の J = 1/2, 1の場合の具体的な表式
J = 1/2 M ′ = −1/2 M ′ = 1/2

M = −1/2 cos(β/2) sin(β/2)

M = 1/2 sin(β/2) cos(β/2)

J = 1 M ′ = −1 M ′ = 0 M ′ = 1

M = −1 (1 + cosβ)/2 sinβ/
√
2 (1− cosβ)/2

M = 0 − sinβ/
√
2 cosβ sinβ/

√
2

M = 1 (1− cosβ)/2 − sinβ/
√
2 (1 + cosβ)/2

る。これをゼーマン分裂と言う。荷電粒子が角運動量を持つと磁気モーメントも持つが、この
磁気モーメントが外部磁場と相互作用した結果、角運動量の磁場に対する向きにエネルギーが
依存するわけである。このときのエネルギー固有値の変化量は磁場の強さに依存するが、磁場
が弱い場合と強い場合ではその挙動が異なる。前者はゼーマン効果、後者 (或いは磁場が強くな
ると共に前者から後者の挙動に移行すること)はパッシェン-バック効果と呼ばれる。

摂動の一般論
系のハミルトニアンが次のように表される場合を考える。

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ (5.B.221)

Ĥ0 はハミルトニアンの主要な部分で、そこに微小な効果 λV̂ が加わった形である。Ĥ0 の固
有値 E

(0)
n と固有状態 |ψn,i⟩ は既知であるとする。ただし、E(0)

n に対応する固有状態は Nn

重に縮退していて、添え字 i(i = 1, 2, ..., Nn) は縮退の自由度を表しているとする。各状態は
⟨ψn,i|ψn,j⟩ = δij と規格化されている。
Ĥ の固有状態 |ψn⟩とそれに対する固有値 En を計算する。

Ĥ |ψn⟩ = En |ψn⟩ (5.B.222)

λが十分に小さい場合は摂動展開という手法で計算できる。|ψn⟩と En を次のように展開する。

|ψn⟩ = |ψ(0)
n,i⟩+ λ |ψ(1)

n ⟩+ λ2 |ψ(2)
n ⟩+ · · · (5.B.223)

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + · · · (5.B.224)

上式を式 (5.B.222)に代入して、λの次数が同じ項を取り出すと、次のようになる。

0次: (E(0)
n − Ĥ0) |ψ(0)

n ⟩ = 0 (5.B.225)

1次: (E(0)
n − Ĥ0) |ψ(1)

n ⟩ = (V̂ − E(1)
n ) |ψ(0)

n ⟩ (5.B.226)
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0次の式より、|ψ(0)
n ⟩は Ĥ0 の固有状態であり、従って |ψn,i⟩の重ね合わせで

|ψ(0)
n ⟩ =

∑
j

cj |ψn,j⟩ (5.B.227)

と書ける。1次の式の両辺に左から ⟨ψn,i|を作用させると、

0 = ⟨ψn,i|(V̂ − E(1)
n )|ψ(0)

n ⟩ (5.B.228)

を得る。この式に式 (5.B.227)を代入すると、次の式を得る。∑
j

⟨ψn,i|V̂ |ψn,j⟩ cj = E(1)
n ci (5.B.229)

同様にして他の iに対する ⟨ψn,i|を 1次の式に作用させることで、Nn 個の式が導出され、行列
にまとめると次のように書ける。

V11 V12 · · · V1Nn

V21 V22 · · · V2Nn

...
...

. . .
...

VNn1 VNn2 · · · VNnNn



c1
c2
...

cNn

 = E(1)
n


c1
c2
...

cNn

 (5.B.230)

ただし, Vij = ⟨ψn,i|V̂ |ψn,j⟩ (5.B.231)

2 次以上の摂動は無視する。同じ次数の項を取り出し易くするために敢えて摂動項を λV̂ と書
いて議論したが、摂動項を V̂ と書き換えて同じ議論を行う�90と、摂動が加わったことによるエ
ネルギー固有値の変化量 E

(1)
n は、上式の行列 (すなわち V̂ )の固有値問題を解くことで求まる。

異なる値の固有値 E
(1)
n が求まったならば、摂動の影響で縮退が解けたことになる。上式は永年

方程式と呼ばれる。
特に、|ψn,i⟩として Ĥ0 と何らかの観測量 Ô の同時固有状態を考えていて、iは Ô の固有値

νi を区別するための量子数であり、Ô についての縮退は無いとする。
i ̸= j ならば νi ̸= νj (5.B.232)

このとき、Ô と V̂ が可換 [Ô, V̂ ] = 0ならば、

0 = ⟨ψn,i|(ÔV̂ − V̂ Ô)|ψn,j⟩ (5.B.233)

= (νi − νj) ⟨ψn,i|V̂ |ψn,j⟩ (5.B.234)

となるため、i ̸= j のときは Vij = ⟨ψn,i|V̂ |ψn,j⟩ = 0であり、式 (5.B.230)の行列は対角行列に
なる。故に、

E
(1)
n,i = ⟨ψn,i|V̂ |ψn,i⟩ (5.B.235)

を計算することによって Nn 個のエネルギー変化量 E
(1)
n,i を求めることができる。このような

|ψn,i⟩を「良い」非摂動状態と言う。

�90 これは上述の議論で λ = 1と置く操作と等価である。
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磁場が弱い場合のゼーマン分裂
原子に外部磁場B が加わった場合、ハミルトニアンに次の項が加わる�91。

ĤB = µB(L̂+ 2Ŝ) ·B (5.B.236)

ただし, µB =
eℏ
2me

= 0.927× 10−23 J T−1 (5.B.237)

L̂, Ŝ はそれぞれ束縛電子の全軌道角運動量と全スピン角運動量である。ただし、両方とも ℏで
無次元化されている。µB はボーア磁子と呼ばれる。この項を摂動として前述した摂動論を用
いる。
比較的原子量の小さい原子の束縛電子全体のエネルギー固有値は、微細構造まで考慮すると

近似的に、電子配置を表す適当な量子数 (の組) β に加えて、全軌道角運動量 L̂の大きさ L、全
スピン角運動量 Ŝ の大きさ S、全角運動量 Ĵ = L̂+ Ŝ の大きさ J に依存する�92。そして、そ
れぞれのエネルギー固有値 Eβ,L,S,J に対する固有状態は (2J + 1) 重に縮退していて、例えば
Ĵz の固有値M によって区別できる。この固有状態 |β, L, S, J,M⟩ を非摂動状態とする。エネ
ルギー固有値の 1次の摂動を求めるために、

HMM ′ = ⟨β, L, S, J,M |ĤB |β, L, S, J,M ′⟩ (5.B.238)

= µB ⟨β, L, S, J,M |Ĵ |β, L, S, J,M ′⟩ ·B + µB ⟨β, L, S, J,M |Ŝ|β, L, S, J,M ′⟩ ·B
(5.B.239)

を要素とする行列を対角化する。そのために、次の式が成り立つことを用いる。

⟨α, J,M |Ŝ|α′, J,M ′⟩ =

〈
α, J,M

∣∣∣∣∣ (Ŝ · Ĵ)ĴJ(J + 1)

∣∣∣∣∣α′, J,M ′

〉
(5.B.240)

これは射影定理 (projection theorem)と呼ばれる。詳しい説明は例えば Landi Degl’Innocenti

& Landolfi (2004)を読んで欲しい。この式は現象論的には次のように解釈できる。今は外部磁
場によるトルクが小さいので、全角運動量 J は保存されると考えている。よって、全スピン角
運動量 S は勝手な方向を向けず、全軌道角運動量 Lと共に J の周りを図 5.19のように歳差運
動するような組み合わせのみが許される。時間平均を取ると S は J に平行な成分のみを持つ。
従って有効的には上式が成り立つことが期待される。上式に加え、

Ŝ · Ĵ =
1

2
(Ĵ2 + Ŝ2 − L̂2) (5.B.241)

と変形できることも用い、磁場B は z 方向を向いているとすると、ĤMM ′ は次のように計算で

�91 この項は 1 電子原子の場合には電磁場の存在下でのディラック方程式 (393 ページの脚注参照) の非相対論的極
限を考えることによって導かれる。

�92 このように (L, S, J)を用いて準位を指定することができる場合を LS結合と言う。詳しくは量子化学の本を読ん
で欲しい。
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図 5.19 全角運動量 J と全軌道角運動量 L、全スピン角運動量 S の間の関係

きる。

HMM ′ = µBB ⟨β, L, S, J,M |Ĵz|β, L, S, J,M ′⟩

+ µBB
⟨β, L, S, J,M |(Ĵ2 + Ŝ2 − L̂2)Ĵz|β, L, S, J,M ′⟩

2J(J + 1)
(5.B.242)

= µBgLSJMBδMM ′ (5.B.243)

ただし, gLSJ = 1 +
J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1)

2J(J + 1)
(5.B.244)

gLSJ はランデの g因子と呼ばれる。HMM ′ が対角化できたので、前述した摂動論に従って、非
摂動状態からのエネルギー固有値の変化量 δEM は次のように書ける。

δEM = µBgLSJMB (5.B.245)

|β, L, S, J,M⟩のM についての縮退は解け、エネルギー準位は全軌道角運動量の外部磁場に平
行な成分M に依存するようになる。そのずれ幅は外部磁場の強さ B に比例する。

磁場が強い場合のゼーマン分裂 (パッシェン-バック効果)

磁場が強くなってゼーマン分裂の幅が微細構造より大きくなっているような状況では、摂動
論の非摂動状態として微細構造を考慮した状態 |β, L, S, J,M⟩ を考えることができない。これ
は物理的には、Ĵ が外部磁場の影響で最早保存していると考えられないということである。微
細構造は無視することにして外部磁場による摂動のみを考えることにする。この場合、非摂動
状態として |β, L, S,mL,mS⟩ を考える。すなわち、非摂動時のエネルギー固有値は β, L, S に
依存し、各固有値に対する固有状態は (2L+ 1)(2S + 1)重に縮退している。縮退したそれぞれ
の状態は L̂z, Ŝz の固有値 (mL,mS)の組によって区別される。すると、摂動項 (5.B.236)の行
列要素は次のように計算できる。

⟨β, L, S,mL,mS |ĤB |β, L, S,m′
L,m

′
S⟩ = µB(mL + 2mS)BδmLm′

L
δmSm′

S
(5.B.246)

つまり、外部磁場によるエネルギー準位の変化量は次のように書ける。

δE = µB(mL + 2mS)B (5.B.247)
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図 5.20 水素原子の n = 2軌道のゼーマン分裂の様子：破線は L = 0の軌道、実線は L = 1の
軌道の準位を表す。縦軸は E2 = −meα

2c2/8を原点に取っている。横軸はボーア磁子を乗じる
ことで、磁場の強さをエネルギーの単位で表している。縦軸、横軸共に、α2|E2|で規格化され
ている。Griffiths (2013)を参考にした。

微細構造を無視すれば、外部磁場が十分に大きいときは (mL + 2mS)の値に従って分裂する。
図 5.20 に水素原子の主量子数 n = 2 の電子軌道のゼーマン分裂の様子を示した。破線は

L = 0、実線は L = 1 の軌道を表す。S = 1/2 なので、J のとり得る値は 1/2 か 3/2 であ
る。よって、B = 0 のときは微細構造により 2 つの準位に分裂している。磁場の弱い領域で
は、各準位はそれぞれの gLSJM の値を傾きとして分裂する。(mL + 2mS) の取り得る値は
−2,−1, 0, 1, 2 の 5 通りであり、B が十分に大きい領域では各線は 5 種類の傾きに漸近してい
る�93。

5.B.9 粒子の識別不能性
同種の粒子は互いに識別することができない。場の量子論の範疇で考えると、この性質は理

論に自然に組み込まれるが、シュレディンガー理論で考える場合には、問題に応じて自分の手で
組み込む必要がある。考えている系において、同種の粒子を置換する (入れ替える)という操作
Û を考える。Û の具体的な性質は問題によって異なる。識別不能性とは、この操作をしても系

�93 図 5.20で描かれているような線を求めるためには、微細構造ハミルトニアンと外部磁場によるハミルトニアンの
和 Ĥr + Ĥso + ĤB を束縛電子ハミルトニアンに対する摂動として扱い、例えば |β, L, S,mL,mS⟩を非摂動状
態として用いて永年方程式を解くことになる。|β, L, S,mL,mS⟩ は良い非摂動状態ではないため、永年方程式
には非対角要素が現れる。詳しくは量子力学か量子化学の本を読んで欲しい。
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全体の状態 |ψ⟩が位相の任意性を残して変わらないということなので、θ を実数として、

Û |ψ⟩ = exp(iθ) |ψ⟩ (5.B.248)

と書ける。置換を 2回行うと元に戻るので、

Û2 |ψ⟩ = exp(2iθ) |ψ⟩ = |ψ⟩ (5.B.249)

となる。すなわち exp(iθ) = ±1 である。置換を施しても状態が変わらない性質を持つ粒子が
ボース粒子、置換を施すと状態に負号が付く粒子がフェルミ粒子である。
2つの同種粒子が同じ状態にあると仮定する。このとき、置換操作は恒等演算子になるので、

系全体の状態 |ψ⟩は
Û |ψ⟩ = |ψ⟩ (5.B.250)

という関係を満たす。これはボース粒子の性質そのものなので、ボース粒子の場合は問題なく
この状態を考えられるが、フェルミ粒子の場合はその性質

Û |ψ⟩ = − |ψ⟩ (5.B.251)

と併せて、|ψ⟩ = 0となる。すなわち、フェルミ粒子の場合は同種粒子が同じ状態にある、とい
う系全体の状態を考えることができない。これはパウリの排他律と呼ばれる。
例えば H2 分子の剛体回転運動の固有状態 Yl,m(θ, ϕ)を考える場合、この 2つの H原子を置

換するという操作は、節 5.B.5で考えた相対位置 r = xB − xA において Aと Bを入れ替える
という操作なので、今まで考えていた r を −r に置き換えるという操作になる。つまり、座標
xi を反転させるという操作であり、その操作は極座標においては

θ −→ π − θ, ϕ −→ ϕ+ π (5.B.252)

と置き換える操作に相当する。図 1.11, 1.12, 1.13を見ればイメージが掴めると思われるが�94、
球面調和関数には

lが奇数のとき, Yl,m(π − θ, ϕ+ π) = −Yl,m(θ, ϕ) (5.B.253)

lが偶数のとき, Yl,m(π − θ, ϕ+ π) = Yl,m(θ, ϕ) (5.B.254)

という性質がある。節 3.B.4 ではこのことを用いて、オルト水素とパラ水素に関する考察を
した。

�94 図において、z 軸周りに 180◦ 回転させてから z 軸を反転させるという操作を考えている。
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5.B.10 量子力学的放射場：光子
節 5.A.4と 5.A.5で述べた放射場に関する正準変数 Qk,α(t), Pk,α(t)について、各時刻におい

て次の交換関係を満たすことを要請して、放射場を量子化する。

[Q̂k,α, P̂k′,α′ ] = iℏδkk′δαα′ (5.B.255)

[Q̂k,α, Q̂k′,α′ ] = 0 (5.B.256)

[P̂k,α, P̂k′,α′ ] = 0 (5.B.257)

そして次のような演算子を導入する。

âk,α =

√
ω

2ℏ
Q̂k,α + i

√
1

2ℏω
P̂k,α, â†k,α =

√
ω

2ℏ
Q̂k,α − i

√
1

2ℏω
P̂k,α (5.B.258)

この演算子は

[âk,α, â
†
k′,α′ ] = δkk′δαα′ (5.B.259)

[âk,α, âk′,α′ ] = 0 (5.B.260)

[â†k,α, â
†
k′,α′ ] = 0 (5.B.261)

という交換関係を満たすことが少しの計算から分かる。これは生成消滅演算子 (節 5.B.4参照)

のアイデンティティである。式 (5.A.70)と見比べると、節 5.A.4での ck,α, c
∗
k,α について、

ck,α −→
√

ℏ
2ϵ0ω

âk,α, c∗k,α −→
√

ℏ
2ϵ0ω

â†k,α (5.B.262)

と置き換えることによって量子化をしていることになる�95。この置き換えによって、ベクトル
ポテンシャルは

Â(x, t) =
∑
k

∑
α

√
ℏ

2ϵ0V ω
ek,α

[
âk,α(t) exp(ik · x) + â†k,α(t) exp(−ik · x)

]
(5.B.263)

という演算子になる�96。このように、引数 x, t を持つ演算子は場の演算子と呼ばれる。式
(5.A.67)において 2|ck,α|2 が c∗k,αck,α + ck,αc

∗
k,α という形で出てきた項をまとめたものである

�95 このように、場の量を平面波展開して係数を生成消滅演算子に置き換える量子化の手法は第二量子化と呼ばれる。
pi → −iℏ∂/∂xi と置き換える量子化の手法を第一種の量子化と考えるのである。このような第一量子化が、古
典的に粒子と考えられていた存在に波動性を取り入れる手続きであると考えると、第二量子化は古典的に場の量
(波動)と考えられていた存在に粒子性を取り入れる手続きであると解釈できる。

�96 今はMKSA 単位系で記述しているので
√

ℏ/(2ϵ0V ω) という因子が出てくる。ガウス単位系での記述にするに
は、ϵ0 を 1/(4π)に書き換え、ガウス単位系でのベクトルポテンシャルはMKSA単位系における cAとして定
義されていることを考慮する。すると、この因子は

√
2πℏc2/(V ω)と書き換えられる。
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ことを思い出して、

2|ck,α|2 −→
ℏ

2ϵ0ω
(â†k,αâk,α + âk,αâ

†
k,α) (5.B.264)

=
ℏ
ϵ0ω

(
â†k,αâk,α +

1

2

)
(5.B.265)

=
ℏ
ϵ0ω

(
N̂k,α +

1

2

)
(5.B.266)

と置き換えれば、放射場のハミルトニアンは調和振動子の場合と同じように、

Ĥ =
∑
k

∑
α

ℏω
(
N̂k,α +

1

2

)
(5.B.267)

と書ける。
任意の固有モード (k, α)について、その固有モードにおける数演算子 N̂k,α の、固有値 nk,α

(非負整数) に対する固有状態を |nk,α⟩と書き、各モードでの固有状態のテンソル積

|nk1,1, nk1,2, nk2,1, ..., nkl,α, ...⟩ = |nk1,1⟩ ⊗ |nk1,2⟩ ⊗ |nk2,1⟩ ⊗ ...⊗ |nkl,α⟩ ⊗ ... (5.B.268)

を考える。このような状態はフォック状態と呼ばれる。ここに N̂kl,α を作用させると、|nkl,α⟩
の部分のみに作用し、

N̂kl,α |nk1,1, nk1,2, nk2,1, ..., nkl,α, ...⟩ = nkl,α |nk1,1, nk1,2, nk2,1, ..., nkl,α, ...⟩ (5.B.269)

となる。よって、この状態は Ĥ の固有状態でもあり、その固有値は

E =
∑
k

∑
α

(
nk,α +

1

2

)
ℏω (5.B.270)

となる�97。つまり、固有モード (kl, α)にある光子のエネルギーを ℏωkl とすれば、フォック状
態 |nk1,1, nk1,2, nk2,1, ..., nkl,α, ...⟩ は固有モード (kl, α) にある光子数が nkl,α に確定した状態
と解釈できる。全てのモードにおいて N̂k,α の固有値がゼロである状態

|0⟩ = |0k1,1, 0k1,2, 0k2,1, ..., 0kl.α, ...⟩ (5.B.271)

は真空状態と呼ばれる。あるモード (kl, α)に光子が 1個だけある状態は â†kl,α |0⟩と表せる。つ
まり、任意の規格化されたフォック状態は

|nk1,1, nk1,2, nk2,1, ..., nkl,α, ...⟩ =
∏

(kl,α)

(â†kl,α)
nkl,α√

nkl,α!
|0⟩ (5.B.272)

�97 ω = c|k|は kに依るので正確には ωk と書くべきだが、省略している。
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と表せる。系の一般の状態をフォック状態の重ね合わせで表して考えることをフォック表示と
言う。真空状態のエネルギーを原点にとると、ハミルトニアンは

Ĥ =
∑
k

∑
α

ℏωN̂k,α (5.B.273)

となる。
âk,α は時間に依存する演算子であり、ハイゼンベルクの運動方程式

iℏ
dâk,α(t)

dt
= [âk,α(t), Ĥ] (5.B.274)

= ℏωâk,α(t) (5.B.275)

に従う。つまり、
âk,α(t) = âk,α(0) exp(−iωt) (5.B.276)

と書ける。結局 Âは

Â(x, t) =
∑
k

∑
α

√
ℏ

2ϵ0V ω
ek,α

[
âk,α(0) exp[i(k · x− ωt)] + â†k,α(0) exp[−i(k · x− ωt)]

]
(5.B.277)

と書ける。
系の運動量演算子は、式 (5.A.79)において置き換えを行うことで、

P̂ =
∑
k

∑
α

ℏk
(
N̂k,α +

1

2

)
(5.B.278)

となる。ただし、全ての (k, α)についての和を取ると 1/2の項の寄与は相殺して消えるため、

P̂ =
∑
k

∑
α

ℏkN̂k,α (5.B.279)

と書ける。つまり、あるモード (kl, α)にある光子の運動量は ℏkl であると解釈できる。
系の角運動量 J は 2つの項に次のように分けられることを付録 5.A.4で述べた。

J = JO + JS (5.B.280)

= −ϵ0
3∑
l=1

∫
V

∂Al
∂t

(r ×∇)AldV − ϵ0
∫
V

(
∂A

∂t

)
×AdV (5.B.281)

JO は r に依存する項であり、量子化すると光子の相空間分布に依存する量である。JO は光子
の軌道角運動量であると解釈される�98。一方で JS は光子の位置や運動量の大きさには依らず、

�98 光子の軌道角運動量については、例えば Barnett et al. (2017), Calvo et al. (2006), Cameron (2014) を参
考にして欲しい。
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偏光状態に依存する項であることをこれから説明する。JS は光子のスピン角運動量と解釈され
る。式 (5.A.87)において置き換えを行うと、

Ĵ
S
=
∑
k

iℏ
k

|k|
(âk,1â

†
k,2 − â

†
k,1âk,2) (5.B.282)

となる。これまで互いに直交する 2 つの直線偏光 α = 1, 2 の状態にある光子を考えていたが、
ここで 2つの円偏光の状態を基底として考え直すことにする。具体的には、各波数モード k の
生成消滅演算子について、

â†k,± = ∓ 1√
2
(â†k,1 ± iâ

†
k,2) (5.B.283)

âk,± = ∓ 1√
2
(âk,1 ∓ iâk,2) (5.B.284)

という関係を満たす新たな演算子 âk,± を導入する。複号同順である。この演算子が

[âk,±, â
†
k,±] = 1, [âk,±, â

†
k,∓] = 0 (5.B.285)

という交換関係を満たすことは直ぐに確かめられる。â†k,+, â†k,− はそれぞれ波数モード k にあ
る右円偏光、左円偏光の粒子を生成する演算子である。つまり、例えば

|k,+⟩ = â†k,+ |0⟩ (5.B.286)

は波数モード kの右円偏光の光子が 1つ存在する状態を表す。円偏光にある光子数演算子を
N̂k,± = â†k,±âk,± (5.B.287)

と導入すれば、Ĵ
S は次のように書き直すことができる。

Ĵ
S
=
∑
k

ℏ
k

|k|
(N̂k,+ − N̂k,−) (5.B.288)

つまり、右円偏光 (+)の光子は運動量 ℏk の向きに大きさ ℏのスピン角運動量を持ち、左円偏
光 (−)の光子は運動量と逆向きに大きさ ℏ (運動量の向きに −ℏ)のスピン角運動量を持つ。

5.B.11 フェルミの黄金律
時間に依存する摂動の一般論
ハミルトニアンが

Ĥ(t) = Ĥ0 + λV̂ (t) (5.B.289)

というように、時間に依存しない基準のハミルトニアン Ĥ0 とそこからの摂動 λV̂ (t)の形に書
ける場合を考える。Ĥ0 の固有ベクトル |n⟩ と固有値 En については既に分かっているとする。
すなわち、

Ĥ0 |n⟩ = En |n⟩ (5.B.290)
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である。系の任意の時刻の状態をこの固有ベクトルで

|ψ(t)⟩ =
∑
m

cm(t) exp

(
− iEmt

ℏ

)
|m⟩ (5.B.291)

というように展開して考える。展開係数 cm(t)が求まれば系の状態の時間発展が求まることに
なる。これをシュレディンガー方程式

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ(t) |ψ(t)⟩ (5.B.292)

に代入すると、∑
m

iℏ
dcm(t)

dt
exp

(
− iEmt

ℏ

)
|m⟩ =

∑
m

cm(t) exp

(
− iEmt

ℏ

)
λV̂ (t) |m⟩ (5.B.293)

という式が出てきて、この両辺に ⟨n|を作用させて ⟨n|m⟩ = δnm であることを使うと、
dcn(t)

dt
=

λ

iℏ
∑
m

⟨n|V̂ (t)|m⟩ exp
[
i(En − Em)t

ℏ

]
cm(t) (5.B.294)

という式を得る。これを積分形式にすると、

cn(t) = cn(0) +
λ

iℏ
∑
m

∫ t

0

dt′ ⟨n|V̂ (t′)|m⟩ exp
[
i(En − Em)t′

ℏ

]
cm(t′) (5.B.295)

となり、これの左辺を右辺の cm(t′)に再帰的に代入すると、

cn(t) = cn(0) +
λ

iℏ
∑
m

∫ t

0

dt′ ⟨n|V̂ (t′)|m⟩ exp
[
i(En − Em)t′

ℏ

]
cm(0)

− λ2

ℏ2
∑
m

∑
m′

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ ⟨n|V̂ (t′)|m⟩ ⟨m|V̂ (t′′)|m′⟩

exp

[
i(En − Em)t′

ℏ
+
i(Em − Em′)t′′

ℏ

]
cm′(t′′) (5.B.296)

を得る。λの 2次のオーダまでで近似すると

cn(t) = cn(0) +
λ

iℏ
∑
m

∫ t

0

dt′ ⟨n|V̂ (t′)|m⟩ exp
[
i(En − Em)t′

ℏ

]
cm(0)

− λ2

ℏ2
∑
m

∑
m′

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ ⟨n|V̂ (t′)|m⟩ ⟨m|V̂ (t′′)|m′⟩

exp

[
i(En − Em)t′

ℏ
+
i(Em − Em′)t′′

ℏ

]
cm′(0) +O(λ3)

(5.B.297)

となる。更に λの 1次のオーダーで打ち切ると、

cn(t) = cn(0) +
λ

iℏ
∑
m

∫ t

0

dt′ ⟨n|V̂ (t′)|m⟩ exp
[
i(En − Em)t′

ℏ

]
cm(0) +O(λ2) (5.B.298)

となる。
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周期的な摂動による状態遷移
節 5.3.1で物質と放射場の相互作用を考えるときに有用な公式を説明する。ハミルトニアンが

基準のハミルトニアンと周期的に時間変化する摂動に

Ĥ(t) = Ĥ0 + Ĥ ′ exp(∓iωt) (5.B.299)

というように分けられる場合を考える。以下複号同順である。Ĥ0, Ĥ
′ は時間に依存しない。時

刻 t = 0で系の状態が Ĥ0 の固有状態のひとつ |n⟩にあったとして、t > 0で摂動を受けた結果、
時刻 tにおいて別の固有状態 |m⟩にある確率 Pn→m(t)は次のように書ける。

Pn→m(t) = |cn→m(t)|2 (5.B.300)

ただし、cn→m(t)は初期状態を
ck(0) = δkn (5.B.301)

として求めた cm(t)という意味である。1次のオーダーで近似すると、m ̸= nのmについて、

cn→m(t) =
1

iℏ
⟨m|Ĥ ′|n⟩

∫ t

0

dt′ exp

[
i(Em − En ∓ ℏω)t′

ℏ

]
(5.B.302)

= −⟨m|Ĥ ′|n⟩ exp[i(Em − En ∓ ℏω)t/ℏ]− 1

Em − En ∓ ℏω
(5.B.303)

となる。よって、Pn→m(t)は

Pn→m(t) =
∣∣∣⟨m|Ĥ ′|n⟩

∣∣∣2 4 sin2[(Em − En ∓ ℏω)t/(2ℏ)]
(Em − En ∓ ℏω)2

(5.B.304)

と計算できる。ここで、tがある程度長い

t≫ ℏ
Em − En ∓ ℏω

(5.B.305)

と仮定すると、
lim
α→∞

sin2 αx

παx2
= δ(x) (5.B.306)

という関係を使って、

Pn→m(t) =
2π

ℏ

∣∣∣⟨m|Ĥ ′|n⟩
∣∣∣2 tδ(Em − En ∓ ℏω) (5.B.307)

となる。つまり、Em ≃ En ± ℏω の場合のみ、この確率は大きな値を持つ。更に、Ĥ0 のエネル
ギー固有値のとり得る間隔が小さく、ほぼ連続的と考えられる場合は、エネルギー E ∼ E+ dE

の間にある固有状態数 (状態密度)を ρ(E)dE として、上式を Em = En ± ℏω の近辺の状態に
ついて足し合わせる (積分する)ことで、

Pn→m 近辺(t) =
2π

ℏ

∣∣∣⟨m|Ĥ ′|n⟩
∣∣∣2 ρ(Em)t (5.B.308)
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と書ける。以上のことをまとめると、周期的な摂動を受けると状態は En → Em = En ± ℏω と
遷移する可能性があり、その遷移が単位時間に起こる確率、すなわち遷移率は

wn→m =
2π

ℏ

∣∣∣⟨m|Ĥ ′|n⟩
∣∣∣2 ρ(Em) (5.B.309)

と書ける。この式はフェルミの黄金律と呼ばれる�99。

5.B.12 自由粒子と確率密度保存則
次節で自由粒子同士の散乱問題を考えるために、自由粒子の状態の記述方法について説明し

たあと、一般に粒子系で成り立つ確率密度の保存則について説明する。

自由粒子の波動関数
ポテンシャルが無い場合のハミルトニアン

Ĥ0 =
p̂2

2m
(5.B.310)

の固有状態、すなわち p̂の固有状態を考える。つまり、

p̂i |k⟩ = ℏki |k⟩ (5.B.311)

を満たすような状態 |k⟩ である。運動量 p̂ の固有値は ℏk = ℏ(kx, ky, kz) と書く。座標表示で
の波動関数 ψk(x) = ⟨x|k⟩を用いて上記の関係を書くと、

−iℏ ∂

∂xi
ψk(x) = ℏkiψk(x) (5.B.312)

である。これを解くと、適当な規格化定数 Aを用いて

ψk(x) = A exp(ik · x) (5.B.313)

となる。この平面波の規格化には技巧的な手法がとられる。実空間に十分大きな立方体の領域
V (一辺の長さ L、体積 L3)を考え、その中で波動関数を考える。座標表示での計算で出てくる
体積分はこの領域 V で行い、計算の最後に L→∞とする。つまり、規格化条件

⟨k|k⟩ =
∫
V

ψ∗
k(x)ψk(x)d

3x (5.B.314)

= |A|2
∫
V

d3x = 1 (5.B.315)

�99 フェルミの名前が付いているが、この式を黄金律と呼んだのがフェルミであって、この式の発見に貢献したのは
ディラックなのだそう。
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を満たすために、
ψk(x) =

1

L3/2
exp(ik · x) (5.B.316)

とする。一方で、k′ ̸= kのときは

⟨k′|k⟩ =
∫
V

ψ∗
k′(x)ψk(x)d

3x (5.B.317)

=
1

L3

∫
V

exp[i(k − k′) · x]d3x (5.B.318)

=
1

L3
(Lの増加と共に振動する関数) −−−−→

L→∞
0 (5.B.319)

となる。これらのことをまとめて
⟨k′|k⟩ = δk′k (5.B.320)

と書く。

自由粒子の状態密度
E ∼ E + δE の間のエネルギーを持つ固有状態数 ρ(E)δE を考える。式 (5.B.316)のような

自由粒子波動関数の規格化を採用している場合には、状態数は次のように数えられる。領域 V

の端で波動関数に周期的境界条件を課し、各固有モードを 1つの状態とみなす。つまり、有限
の領域 V を考えている限り系の持つエネルギーは離散的な値を取る。付録 3.B.8 の脚注 (199

ページ) で説明しているように、この数え方では相空間中の体積 (2πℏ)3 内に 1個の割合で状態
が存在していると考えている。領域 V が大きくなる程、これらの状態は連続的に近づく。固有
エネルギーは次のように書ける。

E =
ℏ2k2

2m
=

ℏ2

2m

(
2π

L

)2

|n|2 (5.B.321)

ただし, n = (nx, ny, nz); nx, ny, nzは整数 (5.B.322)

よって
δE =

ℏ2

m

(
2π

L

)2

|n|δ|n| (5.B.323)

と書ける。一方で、半径 |n|で厚さ δ|n|の球殻の dΩの領域にある状態数は

δn = 4π|n|2δ|n| · dΩ
4π

(5.B.324)

と書けるので、状態密度は

ρ(E) =
δn

δE
=
m

ℏ2

(
L

2π

)2

|n|dΩ =
mk

ℏ2

(
L

2π

)3

dΩ (5.B.325)

となる。
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固有状態を連続的とみなした規格化
上述した平面波の規格化方法では、体積 L3での積分が 1になるように規格化した。領域 V 内

での固有モードをひとつの状態とみなすことで、固有状態は離散的であると考えるが、Lを大き
くすれば連続的に近づくのだった。別の規格化方法として、初めから固有状態は連続的と考え、
無限遠まで続く領域で規格化する流儀がある。この考え方では、次の規格化条件が課される。∫

ψ∗
k′(x)ψk(x)d

3x = δ3(k − k′) (5.B.326)

この場合、平面波を
ψk(x) =

1

(2π)3/2
exp(ik · x) (5.B.327)

と規格化すれば上記の規格化条件を満たす�100。
波動関数 ψ(x, t)に対して |ψ(x, t)|2d3xは、時刻 tに位置 xを含む d3xの領域に粒子を見出

すことができる確率と解釈されるのだった。

ϱ(x, t) = |ψ(x, t)|2 (5.B.328)

は一般に確率密度と呼ばれる。系が自由粒子ハミルトニアンの固有状態にある場合を考える。
L3/2 を用いて規格化された平面波を用いて確率密度を計算すると

ϱ(x, t) = |ψk(x)|2 =
1

L3
(5.B.329)

となる。一方で (2π)3/2 を用いて規格化された平面波を用いると、

ϱ(x, t) =
1

(2π)3
(5.B.330)

となる。当然ながら、異なる規格化をした平面波を用いると、確率密度の絶対値が異なる。しか
しながら、何らかの状態にある粒子を観測したとき、E ∼ E + δE の間のエネルギーを持ち、と
ある点を含む領域 d3x内に粒子が見いだされる確率は、規格化方法に依らず一致しなければな
らない。言い換えると、積 ρ(E)ϱ(x, t) が規格化方法に依存してはならない。よって、(2π)3/2

を用いて規格化した場合の状態密度は、式 (5.B.325)に (2π/L)3 を乗じた

ρ(E) =
mk

ℏ2
dΩ (5.B.331)

となる。

�100 公式 ∫ ∞

−∞
exp(ikx)dx = 2πδ(k)

を用いて実際に計算すれば分かる。
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平面波を
ψk(x) = exp(ik · x) (5.B.332)

と規格化することもある。これは∫
ψ∗
k′(x)ψk(x)d

3x = (2π)3δ(k − k′) (5.B.333)

という規格化条件が課されていることに等しい。この場合、確率密度は
ϱ(x, t) = 1 (5.B.334)

と計算できる。状態密度は
ρ(E) =

mk

(2π)3ℏ2
dΩ (5.B.335)

になる。

確率密度の保存則
一般の系に対して確率密度 ϱ(x, t)を有限の領域 V で積分した量について、一般にポテンシャ

ルがある場合の 1粒子系のシュレディンガー方程式を用いて次のような式変形ができる。
d

dt

∫
V

ϱd3x =

∫
V

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
+ ψ

∂ψ∗

∂t

)
d3x (5.B.336)

=
iℏ
2m

∫
V

(
ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗) d3x (5.B.337)

=
iℏ
2m

∫
V

[∇ · (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)]d3x (5.B.338)

=
iℏ
2m

∫
∂V

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) · dS (5.B.339)

1段目から 2段目への変形でシュレディンガー方程式を用いるが、ポテンシャル V が実数であ
る場合は相殺して消える。3段目から 4段目への変形では発散定理を用いた。上記の式変形はど
のような領域 V で考えても成り立つため、確率密度流束を

j = − iℏ
2m

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (5.B.340)

と定義すれば
∂ϱ

∂t
+∇ · j = 0 (5.B.341)

が成り立つ。これは確率密度の保存則である。特に定常の場合は
∇ · j = 0 (5.B.342)

となるが、ハミルトニアンの固有状態 ϕ(x)(
− ℏ2

2m
∇2 + V

)
ϕ(x) = Eϕ(x) (5.B.343)

を考える場合にこの式が満たされることは直ぐに確かめられる。
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5.B.13 散乱理論
節 5.B.11では摂動論を用いて、物質と光子の相互作用を考える際に有用であるフェルミの黄

金律を導出した。本節ではシュレディンガー方程式に従う物質粒子同士の衝突 (散乱)問題を考
える手法として、遷移行列を用いた方法を説明する。
衝突に関わる 2粒子のラグランジアンは次のように書ける。

L =
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2ẋ

2
2 − V (x1,x2) (5.B.344)

2粒子の重心の位置Rと相対位置 r を

R =
m1x1 +m2x2

m1 +m2
, r = x1 − x2 (5.B.345)

と導入すると、ラグランジアンは次のように書き替えられる。

L =
1

2
MṘ2 +

1

2
µṙ2 − V (R, r) (5.B.346)

ただし、M = m1 +m2 は総質量、µ = m1m2/(m1 +m2)は換算質量である。特にポテンシャ
ルが Rに依存しない場合、ラグランジアンは Rに依存しないので、Rについての運動方程式
より R̈ = 0が分かる。つまり、上式の第 1項は定数なので、上式はポテンシャル V (r)の下で
運動する質量 µの粒子のラグランジアンに一致する。或いはハミルトニアンを用いた議論をす
るならば、各粒子の位置 x1,x2 とそれに共役な運動量 p1,p1 の代わりに、相対位置 r とそれに
共役な運動量

p = µṙ =
m2p1 −m1p2

m1 +m2
(5.B.347)

を用いてこの現象を記述することで、2体衝突問題は質量 µの粒子が相互作用を受けて運動量を
変える散乱問題に帰着する�101。特に 2粒子間の相互作用として、その粒子間距離 |r|のみに依
存するものを考えるならば、球対称な中心力 (原点からの距離 r のみに依存する相互作用)によ
る弾性散乱問題になる。本節の目標は、散乱の微分断面積を求める手法を説明することだが、求
まった微分断面積は相対運動量 pの変化角を散乱角としたものであることに注意が必要である。

相互作用描像と S行列
まず、相互作用描像という定式化を説明する。今まで用いてきたシュレディンガー描像にお

いてハミルトニアンが

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (r̂) (5.B.348)

ただし, Ĥ0 =
p̂2

2m
(5.B.349)

�101 なお、本節では衝突に関わる 2粒子は異種であることを想定して議論する。同種粒子間の衝突を考える場合は本
節の議論に加えて、現れる波動関数を x → −x変換に対して対称化または反対称化しなければならない。
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と表される系を考える。Ĥ0 は自由粒子のハミルトニアンであり、V̂ は中心力による相互作用ハ
ミルトニアンである。シュレディンガー描像における系の状態 |ψ(t)⟩の時間発展はシュレディ
ンガー方程式

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ (5.B.350)

に従う。ここで、次の状態を考える。

|ψ(t)⟩I = exp

(
it

ℏ
Ĥ0

)
|ψ(t)⟩ (5.B.351)

|ψ(t)⟩I は相互作用描像における状態と表現され、添え字 Iを付ける。シュレディンガー方程式
(5.B.350)を用いると、|ψ(t)⟩I の時間微分は次のように計算できる。

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩I = iℏ

[
i

ℏ
Ĥ0 exp

(
it

ℏ
Ĥ0

)
|ψ(t)⟩+ exp

(
it

ℏ
Ĥ0

)
d

dt
|ψ(t)⟩

]
(5.B.352)

= exp

(
it

ℏ
Ĥ0

)
V̂ exp

(
− it
ℏ
Ĥ0

)
|ψ(t)⟩I (5.B.353)

つまり、相互作用描像における摂動ハミルトニアンを

V̂I = exp

(
it

ℏ
Ĥ0

)
V̂ exp

(
− it
ℏ
Ĥ0

)
(5.B.354)

と定めれば、|ψ(t)⟩I は摂動ハミルトニアンのみを考慮したシュレディンガー方程式と同じ形式
の式

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩I = V̂I |ψ(t)⟩I (5.B.355)

に従って時間発展する。V̂ が演算子 Ô から構成される場合は、各演算子を

Ô −→ ÔI(t) = exp

(
it

ℏ
Ĥ0

)
Ô exp

(
− it
ℏ
Ĥ0

)
(5.B.356)

と書き換えたものが V̂I になる。シュレディンガー描像や節 5.B.2で述べたハイゼンベルク描像
との対比をすると、次のようにまとめられる。

シュレディンガー描像 状態ベクトルが時間依存性を全て受け持ち、演算子は時間に依存し
ない。

ハイゼンベルク描像 演算子が時間依存性を全て受け持ち、状態ベクトルは時間に依存しない。
相互作用描像 系の相互作用 (摂動)の効果を除いた時間依存性を演算子が担い、相互作用に起

因する時間依存性を状態ベクトルが担う。

式 (5.B.355)を形式的に積分すると、

|ψ(t)⟩I = |ψ(t0)⟩I −
i

ℏ

∫ t

t0

dt1V̂I(t1) |ψ(t1)⟩I (5.B.357)
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と書ける。上式の右辺に左辺を再帰的に代入すると、

|ψ(t)⟩I =

[
1̂− i

ℏ

∫ t

t0

dt1V̂I(t1) +

(
−i
ℏ

)2 ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2V̂I(t1)V̂I(t2) + · · ·

]
|ψ(t0)⟩I

(5.B.358)

= Û(t, t0) |ψ(t0)⟩I (5.B.359)

と書ける。Û(t, t0)は相互作用描像における時間発展演算子であると解釈できる。
衝突問題のモデルとして、t = −∞に衝突に関わる粒子が互いに相互作用しないような状態

(始状態)|ψi⟩I にあるとする。t = 0近辺の時刻でこれらの粒子の間に何かしらの相互作用がはた
らき、t = +∞では相互作用のない別の状態 (終状態)|ψf ⟩I に落ち着いたとする。式 (5.B.355)

より、|ψi⟩I , |ψf ⟩I は時間変化しないことが分かる。始状態から終状態への時間発展演算子は

Ŝ = Û(+∞,−∞) (5.B.360)

= 1̂− i

ℏ

∫ ∞

−∞
dt1V̂I(t1) +

(
−i
ℏ

)2 ∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2V̂I(t1)V̂I(t2) + · · · (5.B.361)

と書ける。この演算子は S行列または散乱行列と呼ばれる。始状態が |ψi⟩I であったとき、量子
力学では様々な終状態に落ち着く可能性があるが、それらの終状態の中で状態 |ψf ⟩I にあること
が見いだされる確率は、

|Sfi|2 =
∣∣∣⟨ψf |Ŝ|ψi⟩I∣∣∣2 (5.B.362)

と与えられる。

遷移行列と微分断面積の関係
始状態と終状態として、Ĥ0 の固有状態 |k⟩ , |k′⟩ (節 5.B.12参照) を考える。固有状態は L3/2

を用いた方法で離散的なものとして規格化する。時間発展演算子 Û(t, t0) に対して次の式が成
り立つような量 Tk′k を考えることができる。

⟨k′|Û(t, t0)|k⟩ = δk′k −
i

ℏ
Tk′k

∫ t

t0

dt′ exp

[
it′

ℏ
(E′ − E) + εt′

]
(5.B.363)

ただし, E =
ℏ2k2

2m
, E′ =

ℏ2k′2

2m
(5.B.364)
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Tk′k は遷移行列または T 行列と呼ばれる。ε は ε > 0 かつ t ≪ (1/ε) を満たす微小量である。
S行列の行列要素 Sk′k = ⟨k′|Ŝ|k⟩とは次の関係にある�102。

Sk′k = lim
t→∞

lim
ε→+0

⟨k′|Û(t,−∞)|k⟩ (5.B.365)

= δk′k −
i

ℏ
Tk′k

∫ ∞

−∞
dt′ exp

[
it′

ℏ
(E′ − E)

]
(5.B.366)

= δk′k − 2πiδ(E′ − E)Tk′k (5.B.367)

必ず t → ∞ の極限をとる前に ε → +0 の極限をとらなければならないことに注意が必要であ
る。始状態と終状態が直交する (k′ ̸= k)場合は、Ŝ の代わりに Tk′k を用いて遷移率を計算でき
る。与えられたポテンシャル V̂ から遷移行列を求める方法は次の小節で説明することにして、
まずは遷移行列と微分断面積の関係を説明する。
始状態 |k⟩から終状態 |k′⟩への遷移率 (単位時間あたりの確率)は次のように書ける。

wk→k′ = lim
t→∞

lim
ε→+0

d

dt

∣∣∣⟨k′|Û(t,−∞)|k⟩
∣∣∣2 (5.B.368)

k′ ̸= kのとき、式 (5.B.363)より

⟨k′|Û(t,−∞)|k⟩ = − i
ℏ
Tk′k

exp[it(E′ − E)/ℏ+ εt]

i(E′ − E)/ℏ+ ε
(5.B.369)

と計算できる。よって、遷移率は

wk→k′ = lim
t→∞

lim
ε→+0

1

ℏ2
|Tk′k|2

2ε exp(2εt)

(E′ − E)2/ℏ2 + ε2
(5.B.370)

と書ける。ここで
lim
ε→+0

ε exp(2εt)

(E′ − E)2/ℏ2 + ε2
= πℏδ(E′ − E) (5.B.371)

という関係があることを用いると、

wk→k′ =
2π

ℏ
|Tk′k|2δ(E′ − E) (5.B.372)

と計算できる。この式をフェルミの黄金律 (5.B.309)と見比べると形が似ているが、黄金律が摂
動の 2次以上を無視して出てきたものであるのに対し、遷移行列で表されたこの式はそのよう
な近似を行っていない。

�102 積分公式 ∫ ∞

−∞
exp(ikx)dk = 2πδ(x)

を用いる。
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終状態の状態密度 (5.B.325)を遷移率 (5.B.372)に乗じて dE′ で積分すると、

wk→k′近辺 =
mkL3

(2π)2ℏ3
|Tk′k|2dΩ (5.B.373)

となる。微分断面積とは、上記の遷移率を入射粒子のフラックスで割ったものである。始状態
の粒子の速さを v = ℏk/mとすると、フラックスは

v

L3
=

ℏk
mL3

(5.B.374)

と書けるので、弾性散乱の微分断面積は

dσ

dΩ
=

(
mL3

2πℏ2

)2

|Tk′k|2 (5.B.375)

となる。遷移行列を具体的に計算した後に L→∞の極限をとる。

遷移行列の求め方
与えられたポテンシャル V̂ に対して遷移行列 Tk′k を求めるための方程式を導出する。式

(5.B.357)に戻ると、時間発展演算子 Û(t, t0)に対して

Û(t, t0) = 1̂− i

ℏ

∫ t

t0

dt′V̂I(t
′)Û(t′, t0) (5.B.376)

という関係が成り立つ。つまり、Vk′k′′ = ⟨k′|V̂ |k′′⟩と書くと、

⟨k′|Û(t,−∞)|k⟩ = δk′k −
i

ℏ
∑
k′′

Vk′k′′

∫ t

−∞
dt′ ⟨k′′|Û(t′,−∞)|k⟩ exp

[
it′

ℏ
(E′ − E′′)

]
(5.B.377)

と書ける�103。一方で遷移行列の定義 (5.B.363)より

⟨k′|Û(t,−∞)|k⟩ = δk′k −
i

ℏ
Tk′k

exp[it(E′ − E)/ℏ+ εt]

i(E′ − E)/ℏ+ ε
(5.B.378)

が分かる。上式を式 (5.B.377)の右辺に代入すると、

⟨k′|Û(t,−∞)|k⟩ = δk′k −
i

ℏ
Vk′k

∫ t

−∞
dt′ exp

[
it′

ℏ
(E′ − E)

]
− 1

ℏ2
exp[it(E′ − E)/ℏ+ εt]

i(E′ − E)/ℏ+ ε

∑
k′′

Vk′k′′
Tk′′k

i(E′′ − E)/ℏ+ ε

(5.B.379)

�103

⟨k′|V̂I(t′)Û(t′,−∞)|k⟩ =
∑
k′′

⟨k′|V̂I(t′)|k′′⟩ ⟨k′′|Û(t′,−∞)|k⟩

と変形して、V̂I(t′) と V̂ の関係 (5.B.354) を思い出せば分かる。状態密度を考えたときに説明したように、運
動量の固有状態 |k⟩は離散的なものとしているので、上記のような和を考えることができる。
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となる。上式と式 (5.B.378)を見比べると、

Tk′k = Vk′k +
∑
k′′

Vk′k′′
Tk′′k

E − E′′ + iℏε
(5.B.380)

が分かる。ポテンシャル V̂ が具体的に与えられて、始状態と終状態が指定されれば、上式を解
くことで Tk′k を知ることができる。遷移行列と次のような関係にある状態 |ψ(+)⟩を考える。

Tk′k = ⟨k′|V̂ |ψ(+)⟩ (5.B.381)

すると、式 (5.B.380)は

⟨k′|V̂ |ψ(+)⟩ = ⟨k′|V̂ |k⟩+
∑
k′′

⟨k′|V̂ |k′′⟩ ⟨k
′′|V̂ |ψ(+)⟩

E − E′′ + iℏε
(5.B.382)

と書ける。この式は全ての |k′⟩について成り立つので、

|ψ(+)⟩ = |k⟩+
∑
k′′

|k′′⟩ ⟨k
′′|V̂ |ψ(+)⟩

E − E′′ + iℏε
(5.B.383)

= |k⟩+ 1

E − Ĥ0 + iℏε
V̂ |ψ(+)⟩ (5.B.384)

という関係が成り立つ。この式はリップマン-シュウィンガー方程式と呼ばれる。この式から
|ψ(+)⟩が求まれば、式 (5.B.381)より遷移行列が求まる。計算の最後には ε → +0とする。ポ
テンシャル V̂ が位置演算子 x̂の固有状態 |x⟩に対して

⟨x′|V̂ |x′′⟩ = V (x′)δ3(x′ − x′′) (5.B.385)

を満たす場合�104には、リップマン-シュウィンガー方程式の座標表示は次のようになる (詳しく
は例えば Sakurai & Napolitano, 2010)。

ψ(+)(x) = ψk(x)−
2m

ℏ2

∫
d3x′

exp[ik|x− x′|]
4π|x− x′|

V (x′)ψ(+)(x′) (5.B.386)

ただし, ψ(+)(x) = ⟨x|ψ(+)⟩ , ψk(x) = ⟨x|k⟩ (5.B.387)

また、式 (5.B.384)を用いると、

0 = (E − Ĥ0) |k⟩ = (E − Ĥ0)

(
1̂− 1

E − Ĥ0 + iℏε

)
|ψ(+)⟩ = (E − Ĥ) |ψ(+)⟩ (5.B.388)

という関係が分かる。つまり、|ψ(+)⟩は系のハミルトニアン Ĥ の固有状態である。

�104 V̂ が位置演算子 x̂のみの関数である場合には満たす。
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遷移行列は式 (5.B.363)で複素数として定義していたが、

T̂ |k⟩ = V̂ |ψ(+)⟩ (5.B.389)

という関係より演算子としての遷移行列を導入すれば、その行列要素は Tk′k = ⟨k′|T̂ |k⟩ とな
る。式 (5.B.384)の両辺に左から V̂ を作用させると、

T̂ = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iℏε
T̂ (5.B.390)

という演算子間の関係が分かる。相互作用 V̂ が弱いために収束性が良いと考えられる場合には、
上式の右辺に左辺を再帰的に代入することで

T̂ = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iℏε
V̂ + V̂

1

E − Ĥ0 + iℏε
V̂

1

E − Ĥ0 + iℏε
V̂ + · · · (5.B.391)

というように展開し、高次の項を無視することで近似計算できる。

部分波展開による解法
V̂ が球対称のポテンシャルである場合には、部分波展開と呼ばれる手法でリップマン-シュ

ウィンガー方程式が解かれる。
散乱問題で興味があるのは散乱を起こすポテンシャル V̂ の及ぶ範囲よりずっと巨視的な領域

における粒子の挙動である。つまり、散乱中心からずっと遠い領域にあるときの、散乱前後の粒
子の運動に興味がある。この意味で、リップマン-シュウィンガー方程式の座標表示 (5.B.386)

の d3x′ についての積分範囲は十分に狭いとして、

|x| ≫ |x′| (5.B.392)

という条件を課す。このとき、r = |x|, r′ = |x′|と書き、xと x′ がなす角を αとすると

|x− x′| = r

√
1− 2r′

r
cosα+

r′2

r2
(5.B.393)

≃ r − x

r
· x′ (5.B.394)

と近似できるため、r が十分に大きいときの ψ(+)(x)は次のように書ける。

ψ(+)(x) ≃ ψk(x)−
1

4π

2m

ℏ2
exp(ikr)

r

∫
d3x′ exp(−ik′ · x′)V (x′)ψ(+)(x′) (5.B.395)

=
1

L3/2

[
exp(ik · x) + exp(ikr)

r
f(k′,k)

]
(5.B.396)

ただし, k′ = k
x

r
(5.B.397)

f(k′,k) = −mL
3

2πℏ2

∫
d3x′

exp(−ik′ · x′)

L3/2
V (x′)ψ(+)(x′) (5.B.398)
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式 (5.B.398)を式 (5.B.375)および (5.B.381)と見比べると、f(k′,k)の絶対値の 2乗が、運動
量 ℏkから ℏk′ への弾性散乱の微分断面積に相当することが分かる。

dσ

dΩ
= |f(k′,k)|2 (5.B.399)

f(k′,k)は散乱振幅 (scattering amplitude)と呼ばれる。つまり、ψ(+)(x)の散乱中心から十分
に離れた領域での振幅は、注目する点の位置ベクトル xと同じ向きへの散乱の微分断面積と上
式で直接結びついている。
入射粒子の運動量 ℏkの向きを z 軸にとることにすると、入射粒子の平面波は次のように、ル

ジャンドル多項式 Pl と球ベッセル関数を用いて展開できる。詳しくは付録 1.C.4の球ベッセル
関数の項を参照のこと。

1

(2π)3/2
exp(ik · x) = 1

(2π)3/2

∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ) (5.B.400)

ただし、θ は位置ベクトル xと z 軸のなす角、つまり散乱角である。平面波の規格化方法をデ
ルタ関数を用いたものに切り替えた (節 5.B.12参照)。上式は物理的には、入射粒子の状態を角
運動量の固有状態 Yl,m(θ, ϕ) の重ね合わせとして表していると解釈できる。ただし、入射粒子
の波動関数は ϕ対称であるため、m = 0の項だけが現れている。jl(kr)は r → ∞で次のよう
に漸近する。

jl(kr) ≃
exp[i(kr − lπ/2)]− exp[−i(kr − lπ/2)]

2ikr
(5.B.401)

つまり、r が十分に大きい領域では、各角運動量成分は更に外向き球面波 exp(ikr)/r と内向き
球面波 exp(−ikr)/r の重ね合わせで表される。両者の振幅の絶対値が等しいことは、確率密度
の保存則と関係している。今は定常状態を考えているので確率密度の保存則は

∇ · j = 0 (5.B.402)

であるが (節 5.B.12参照)、原点を中心とした十分大きな r の球 V でこれを積分すると、発散
定理より球面 ∂V での表面積分に置き換わり、∫

4π

j · r̂dΩ = 0 (5.B.403)

となる。r̂は r方向の単位ベクトルである。角運動量保存則より、波動関数をルジャンドル多項
式で展開した各 lの成分について確率密度の保存則が成り立つ必要がある�105ので、

ψl(r, θ) =

[
al
exp(ikr)

r
+ bl

exp(−ikr)
r

]
Pl(cos θ) (5.B.404)

�105 今は球対称のポテンシャル V (r) を考えているため、ルジャンドル多項式で表される角運動量演算子の固有状態
は、ハミルトニアンの固有状態でもある (節 5.B.6参照)。よって、ルジャンドル多項式で展開した各項がそれぞ
れ節 5.B.12で述べたように定常確率密度保存則に従う。
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を式 (5.B.403)に代入すると、
|al|2 − |bl|2 = 0 (5.B.405)

という条件を得る。つまり、確率密度の保存則より外向き球面波と内向きの球面波の振幅の絶
対値は等しくなければならないことが言える。
系全体として ϕ対称な問題を考えているので、ψ(+)(x)もルジャンドル多項式を用いて展開

できる。つまり、式 (5.B.396)より、散乱振幅も次のようにルジャンドル多項式で展開できる。

f(k′,k) = f(k, θ) =

∞∑
l=0

(2l + 1)fl(k)Pl(cos θ) (5.B.406)

展開係数 fl(k) は部分波振幅 (partial-wave amplitude) と呼ばれる。上式と入射波の展開式を
式 (5.B.396)に代入することで、r が十分に大きいときの ψ(+)(x)は次のように書ける。

ψ(+)(r, θ) ≃ 1

(2π)3/2

∑
l

(2l + 1)ilPl(cos θ)

·
[
(1 + 2ikfl(k))

exp[i(kr − lπ/2)]
2ikr

− exp[−i(kr − lπ/2)]
2ikr

]
(5.B.407)

ただし、確率密度の保存則より、やはり外向き球面波と内向き球面波の振幅の絶対値は同じでな
いといけないため、

1 + 2ikfl = exp(2iδl) (5.B.408)

と書ける。新しく導入した δl(k)は実数の値を取る。つまり、ψ(+)(x)と入射粒子の波動関数で
は外向き球面波の位相が 2δl だけ違う (他は同じである)。
位相のずれ δl は、ψ(+)(x)を

ψ(+)(x) =
1

(2π)3/2

∑
l

(2l + 1)ilAl(r)Pl(cos θ) (5.B.409)

と表したときに動径方向の波動関数 ul = rAl が従う定常状態のシュレディンガー方程式 (節
5.B.6参照) [

− ℏ2

2m

{
d2

dr2
− l(l + 1)

r2

}
+ V (r)

]
ul(r) =

ℏ2k2

2m
ul(r) (5.B.410)

を具体的に解いて、r → ∞のときの解の振る舞いを入射粒子の波動関数の場合 (rjl(kr))と比
較することで求められる�106。δl が k の関数として求まれば、散乱振幅は

f(k, θ) =
1

k

∑
l

(2l + 1) exp(iδl(k)) sin δl(k)Pl(cos θ) (5.B.411)

�106 本節の議論は近距離力による散乱の場合に適用できる。クーロン相互作用のような遠距離力による散乱の場合は
特殊であり、本節の議論より複雑になる。クーロン相互作用の場合も含め、本節で説明している散乱理論のより
実践的な理論を知りたい方は、例えば Burke (2011)を読んで欲しい。
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と計算することができ、絶対値の 2乗を計算することで微分断面積も (k, θ)の関数として求ま
る。総断面積は次のように書ける�107。

σ(k) =

∫
|f(k, θ)|2dΩ (5.B.412)

=
4π

k2

∑
l

(2l + 1) sin2 δl(k) (5.B.413)

電子と水素原子の非弾性衝突
前節で導入した散乱波動関数 ψ(+)(x)と散乱振幅 f(k, θ)を用いて電子と水素原子の非弾性衝

突問題を考える。ただし、簡単のために、入射電子のエネルギーは十分に低く、次のように準位
iの H原子に電子が衝突して準位 j に遷移させるような過程のみが起こるとする。

e− +Hi −→ Hj + e− (5.B.414)

そのような過程を表す散乱波動関数 Ψは次の定常状態のシュレディンガー方程式に従う。(
ĤH −

ℏ2

2me
∇2

2 −
e2

4πϵ0|x2|
+

e2

4πϵ0|x1 − x2|

)
Ψ = EΨ (5.B.415)

ただし, ĤH = − ℏ2

2me
∇2

1 −
e2

4πϵ0|x1|
(5.B.416)

E = ei +
ℏ2k2

2me
= ej +

ℏ2k′2

2me
(5.B.417)

ĤH は水素原子に束縛された電子のハミルトニアンである。水素原子の質量は無限大とみなし
て、原点に固定して考える。x1 は束縛電子の座標、x2 は自由電子の座標である。ei, ej はそれ
ぞれ水素原子の準位 i, j のエネルギーである。ĤH の ei に対する固有状態を Φi と書く。ただ
し、次の直交関係を満たすように規格化する。∫

d3x1

∫
dσ1Φ

∗
i (x1, σ1)Φj(x1, σ1) = δij (5.B.418)

σ1 は束縛電子のスピン座標である。更に、自由電子のスピン関数 χs(σ2)も導入し、自由電子の
空間座標 x2 を極座標 (r, θ, ϕ)で表すことにすると、Ψは r →∞で次のように漸近する。

Ψ −−−→
r→∞

Φiχs exp(ikz) +
∑
j

Φjχsjfji(k, θ, ϕ)
exp(ik′r)

r
(5.B.419)

�107 ルジャンドル多項式の直交関係 ∫ 1

−1
Pl(x)Pl′ (x)dx =

2

2l + 1
δll′

を用いる。
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fji(k, θ, ϕ) は水素原子が j に遷移する場合の散乱振幅である。j は放出される電子の波数が
k′

2 ≥ 0である限りにおいて可能性な遷移について和を取る。上式の境界条件の下でシュレディ
ンガー方程式を解くことで fji(k, θ, ϕ)を得ることができれば、i → j の遷移に対する微分断面
積は

dσij
dΩ

=
k′

k
|fji(k, θ, ϕ)|2 (5.B.420)

と計算できる。終状態の状態密度を乗じて始状態の数密度フラックスで割る操作において因子
k′/k が出てくる。
入射電子のエネルギーが高く、水素原子に衝突して水素原子が電離する過程も考えるならば、

議論はもう少し複雑になるが、全体の指針は同じである。また、衝突相手の原子が多電子を持つ
場合は、原子の固有状態の表し方から考える必要がある。この辺りの実践的な計算手法を知り
たい方は、例えば Burke (2011)を読んで欲しい�108。

�108 ただし、量子化学の教科書で多電子原子の電子軌道の表し方を学んだ後に読まれるのが良い。
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6
MHDの限界と運動論

本章はプラズマ、特に電子と陽イオンからなる気体について説明する。節 1.2.1で述べたよう
に、MHDでは扱うプラズマを流体 (fluid)、すなわち連続体として考えていた。また、節 3.3で
述べたように、各流体粒子はほとんど局所熱平衡にあるという仮定もしていた。これらの仮定
には適用限界がある。本章では、プラズマを構成する個々の粒子の運動から始め、話を巨視的に
していくことで、この適用限界についての見識を深める。
具体的にはまず、プラズマを構成する粒子間の平均的な距離とド・ブロイ波長が同程度の大き

さである場合には量子力学的効果を考える必要が出てくる。ド・ブロイ波長に比べて粒子間距
離が十分に長い場合は、粒子の運動を古典力学的に扱い、分布関数というものを考えることでそ
の集団としての性質を統計的に記述する。この考え方を運動論 (kinetic theory) と言う。考え
る系において粒子が十分に「詰まって」いて粒子間の衝突が十分頻繁に起きていると考えられる
場合には、粒子種ごとに局所熱平衡の仮定が成り立つため、運動論的方程式の平均をとることに
よってプラズマを多流体方程式と呼ばれるモデルで考えることができる。更に、電子とイオン
の温度が等しい、プラズマが全体として電気的中性を保っている (準中性)、電子とイオンの平均
速度差が小さい (弱電流)といった様々な条件を課すことで、多流体方程式からMHD方程式が
導かれる。
熱平衡からのずれによって起こる輸送現象を、運動論によって微視的現象の効果を取り入れ

て調べることで、MHDに出てくる輸送係数 (電気伝導率、粘性率、熱伝導率)を見積もること
ができる。また、多流体方程式の考え方も有用であり、特に希薄な部分電離プラズマを扱う際
には、イオンや電子と中性粒子を別の流体として扱うことで、前節までで説明してきた 1流体
MHDでは考慮されていなかった現象を取り入れることができる。
本章ではまず、プラズマを微視的視点で見るとどのような現象が起きているのかを定性的に考

察し、プラズマを特徴づける様々なパラメータの値を見積もる (節 6.1)。次に運動論について説
明し、運動論の輸送方程式からMHD方程式を導く (節 6.2)。その後、節 6.3で衝突過程につい
て詳しく考察した後、流体の方程式に出てくる輸送係数を運動論を用いて計算する手法につい
て説明する (節 6.4)。ここまでは完全電離プラズマを想定した議論である。節 6.5で、電離や再
結合過程が起こり得て、中性粒子が混じっている系の場合を考える。今まで説明してきたMHD

のもうひとつの適用限界である相対論については第 7章で説明する。
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この章は主にGurnett & Bhattacharjee (2005), Goedbloed et al. (2019)を参考にしている。
衝突過程や輸送理論に関する部分 (節 6.3, 6.4)は Helander & Sigmar (2002)、部分電離プラズ
マの節 (節 6.5)は Ballester et al. (2018)も参考にしている。

6.1 プラズマ中の微視的現象
プラズマを微視的に見ると各粒子がどのような動きをしているのかについて説明し、各現象

の時間・空間スケールを見積もる。様々な系における各パラメータの具体的な値は節 6.1.8 で
示す。

6.1.1 分布関数と熱運動
プラズマが例えば電子、H+ イオンなどの粒子から構成されているとき、それぞれの粒子種に

ついての数密度 ns を考えることができる。添え字 sは s番目の粒子種についての量であること
を表す。例えば電子の場合は s = e、イオンの場合は s = iである。粒子の運動を統計的に扱う
ために、分布関数 fs(x,v, t)を考える。付録 3.B.3で、とある 1つの粒子が座標 xにいて速度
v を持つ、という状態は 6次元相空間 dxdydzdvxdvydvz 中の 1点として表さることを述べた。
fs(x,v, t)は粒子種 sについての 6次元相空間中の数密度を表す。つまり、

fs(x,v, t)d
3xd3v (6.1.1)

は時刻 t に相空間の点 (x,v) を含む体積要素 d3xd3v 中の粒子数を表す。言い換えると、
fs(x,v, t)は実空間のある点 xで時刻 tに速度 v を持っている粒子種 sの粒子数に比例し、実
空間における数密度 ns との間に

ns(x, t) =

∫
fs(x,v, t)d

3v (6.1.2)

という関係がある。
気体が平衡状態にあるとき、分布関数は次の形になる。このことの詳細は節 6.2.3 で説明

する。

f0s (v) = ns

(
ms

2πkBTs

)3/2

exp

(
−ms(v − v0)

2

2kBTs

)
(6.1.3)

これをマクスウェル-ボルツマン分布と言う。kB はボルツマン定数、ms, Ts はそれぞれ粒子
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種 sの質量と温度である。v0 は平均速度と解釈できる。すなわち、

⟨v⟩ =

∫
vf0s d

3v∫
f0s d

3v

= v0 (6.1.4)

である�1。平均速度がゼロの場合、f0s (v)は等方的分布なので、d3v = v2dvdΩであることを用
いて速度方向 dΩについて和をとることで、方向を問わず速度の大きさが v ∼ v + dv の間であ
る粒子の数は 4πv2f0s dv に比例することが分かる。電子の場合について 4πv2f0s /ne をプロット
したものを図 6.1に示した。平均速度 v0 がゼロの時�2の二乗平均平方根は

√
⟨v2⟩ =

√√√√√√√
∫
v2f0s d

3v∫
f0s d

3v

=

√
3kBTs
ms

(6.1.5)

と計算できる。このことより

vs =

√
2kBTs
ms

(6.1.6)

は熱速度と呼ばれる�3。また、

〈
1

2
msv

2

〉
=

∫
1

2
msv

2f0s d
3v∫

f0s d
3v

=
3

2
kBTs (6.1.7)

という関係より、温度が 1粒子あたりの運動エネルギーの平均を表していることが分かる。温
度が高いほど各粒子は平均速度から大きくズレた速度を持ち、全体の分布の幅が大きい。また、
考えている粒子種の質量が小さいほど分布の幅は大きくなる。つまり、一般的に電子は陽イオ
ンよりずっと大きな速度分布の幅を持つ。プラズマが平衡状態にない場合でも、そのときの (平

�1 ガウス関数周りの積分公式をまとめる。a > 0とする。

n = 0, 1, 2, ...について,
∫ ∞

0
x2n+1 exp(−ax2)dx =

n!

2an+1

n = 1, 2, ...について,
∫ ∞

0
x2n exp(−ax2)dx =

(2n− 1)!!

2n+1an

√
π

a

ただし、(2n− 1)!!は 1から (2n− 1)までの奇数を全て掛け合わせたものという意味である。
�2 節 6.2で説明するように、流体的描像における速度場は速度空間での平均速度のことを意味しているので、v0 を
ゼロにするとは流体の共動系で見るという操作に対応する。

�3 上式のように係数に 2をつけるか、付けないかの定義方法は文献によって異なるが、各パラメータの大きさの見
積もりに使われる分にはどちらの定義でも結果の本質には影響しないと思われる。
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図 6.1 マクスウェル-ボルツマン分布：電子の場合。最頻値は v =
√
2kBTe/me。

均速度を差っ引いた)分布関数に対する平均として上式の関係を満たすような量を温度と定義す
ることができる。だだし、マクスウェルの関係式のような熱力学的関係は熱平衡状態で定義さ
れた温度に関する性質なので、そのように拡張した温度が満たすかは分からない。
プラズマが十分に濃く、粒子同士の衝突が頻繁に起きる場合、ある微小領域での粒子種 sの分

布関数が初めにどのような形であったとしても、時間の経過と共に衝突の影響でマクスウェル-

ボルツマン分布に近づいていく。詳しくは節 6.2.3で説明する。この現象は緩和 (relaxation)と
呼ばれる。緩和は粒子が衝突を経験してから次の衝突を起こすまでの平均的な時間間隔 (衝突時
間)の時間スケールで起きると考えられる。よって、それよりも長い時間スケールの現象を見る
場合には、各点での分布関数は粒子種ごとに殆どマクスウェル-ボルツマン分布であると考える。
この仮定が局所熱平衡の仮定の本質である。プラズマ中での衝突頻度については節 6.1.4で簡単
に見積もる。イオンと電子の質量は大きく異なるため、イオン-電子間の衝突によるエネルギー
交換は同種粒子の衝突によるエネルギー交換より効率が悪い。イオン-電子間のエネルギー交換
が起こる時間スケールを τeq、対象とする現象の時間スケールを τH と書くと、衝突頻度が十分
に大きい系では τeq ≪ τH なので電子とイオンの温度が一致するが、対象とするプラズマが希薄
な場合は τeq ∼ τH となってくるため、平衡に達せず電子の温度 Te とイオンの温度 Ti に差が出
ることが期待される。

6.1.2 デバイ遮蔽
プラズマの中にテスト電荷を置くと、電荷の周りの電子の集団とイオンの集団が互いに逆向

きの静電場を受けて統計的に異なる分布を持つようになる。これを分極と言う。分極によって
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発生した電場がテスト電荷の電場を打ち消すため、テスト電荷の電場は真空中に置かれた場合
よりも近くの空間にしか影響を及ぼさない。この効果はデバイ遮蔽と呼ばれる。デバイ遮蔽が
起こる典型的な空間スケールはデバイ長と呼ばれ、プラズマの特徴を語る上での基本的なパラ
メータのひとつである。
デバイ長を大雑把に見積もるために次のモデルを考える。e は素電荷を表す。数密度 n0 の

陽イオン (電荷 e) の集団と数密度 n0 の電子 (電荷 −e) の集団から成る一様なプラズマを考え
る。初めは両者の電荷密度の合計はゼロに保たれている�4。原点にテスト電荷 Qを置くとそれ
に伴って静電場 E が発生し、電子の数密度が ne に変化したとする。ただし、簡単のためにイ
オンの数密度は変化しないことにする。E = −∇ϕと静電ポテンシャル ϕ(x)を導入すると、ϕ
は原点に電荷 Qがあるという境界条件の下で次のポアソン方程式に従う�5。

∇2ϕ = − e

ϵ0
(n0 − ne) (6.1.8)

節 6.2.3で説明するが、ポテンシャル ϕ(x)中で平衡状態にある電子の分布関数は、マクスウェ
ル-ボルツマン分布に因子 exp(eϕ/kBTe)を乗じたものになる。

fe(x,v) = n0

(
me

2πkBTe

)3/2

exp

(
−mev

2/2− eϕ(x)
kBTe

)
(6.1.9)

衝突が十分に起こっているプラズマを想定し、電子の分布は上式で表されるとする。上式を速
度空間で積分することで、電子の数密度は次のように表される。

ne(x) = n0 exp

(
eϕ(x)

kBTe

)
(6.1.10)

これをポアソン方程式 (6.1.8)に代入すると、

∇2ϕ = −n0e
ϵ0

{
1− exp

(
eϕ

kBTe

)}
(6.1.11)

となる。ここで、eϕ/kBTe ≪ 1という仮定をして expを展開すると、上式は次のように近似で
きる。

∇2ϕ =
n0e

2

ϵ0kBTe
ϕ (6.1.12)

原点から見て等方的な状況を考えているので、上式を極座標で書き下し�6て角度微分をゼロと置
くと、

d2

dr2
(rϕ) =

n0e
2

ϵ0kBTe
(rϕ) (6.1.13)

という微分方程式が出てくる。これを解くと、Aを適当な定数として

�4 このことはプラズマが準中性であると表現される。
�5 付録 2.A.5で説明したローレンツゲージの式 (2.A.56), (2.A.59)において定常状態 (∂/∂t = 0)を考えた式であ
る。

�6 ラプラシアンの極座標表示については付録 1.Bを参照のこと。
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ϕ(r) =
A

r
exp

(
− r

λD

)
(6.1.14)

ただし, λD =

√
ϵ0kBTe
n0e2

(6.1.15)

となる。r → 0でクーロンポテンシャルに漸近するという境界条件を与えると係数 Aが決ま
り、次のように書ける。

ϕ(r) =
Q

4πϵ0r
exp

(
− r

λD

)
(6.1.16)

上式で表されるポテンシャルはデバイ-ヒュッケルポテンシャル、或いは中間子論で現れる同型
のポテンシャルの名前から流用して湯川ポテンシャルとも呼ばれる。1/rでゆっくりと減少する
クーロンポテンシャルに、急激な減少を表す因子 exp(−r/λD)を乗じた形式であり、λD はおよ
そポテンシャルの及ぶ空間スケールと解釈できる。様々な単純化を施したモデルによって見積
もったが、式 (6.1.15)で表される λD がデバイ長と定義される。
eϕ/kBTe ≪ 1の仮定がどのような条件下で有効なのかを調べる。電子の数密度を ne と書き、

電子間の平均距離を ae と書くと、
4π

3
a3e =

1

ne
(6.1.17)

という関係より ae を見積もることができる。この ae を用いると、プラズマ中の典型的なクー
ロンエネルギーの大きさは e2/(4πae)と書け、一方で典型的な熱運動のエネルギーの大きさは
前節の議論より kBTe と書ける。両者の比は

Γ =
クーロンエネルギー
熱エネルギー =

e2

4πϵ0

(
4π

3
ne

)1/3
1

kBTe
(6.1.18)

と書ける。つまり、Γ ≪ 1が成り立つようなプラズマを対象とする場合には、プラズマを構成
する各々の粒子が作り出す電場について eϕ/kBTe ≪ 1の仮定が成り立つ。クーロンエネルギー
が熱エネルギーに比べて小さいようなプラズマは弱結合プラズマ (weakly coupled plasma)と
呼ばれ、反対に Γ ≳ 1であるようなプラズマは強結合プラズマ (strongly coupled plasma)と呼
ばれる。弱結合プラズマは各粒子がクーロン力に強く縛られずに熱運動をしているようなプラ
ズマであり、各粒子のクーロン力はデバイ遮蔽により、λD 程度以内の距離にある粒子にしか作
用しない。半径 λD の球状の領域 (デバイ球)内にある電子数 ND はデバイ数と呼ばれる。

ND =
4π

3
λ3Dne =

4π

3
√
ne

(
ϵ0kBTe
e2

)3/2

(6.1.19)

ND を用いると、Γは次のように書ける。

Γ =
1

3N
2/3
D

(6.1.20)
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表 6.1 強結合プラズマと弱結合プラズマ
強結合プラズマ 弱結合プラズマ

定義 Γ ≳ 1(ND ≲ 1) Γ ≪ 1(ND ≫ 1)

デバイ球内の粒子数 疎 密
静電ポテンシャルによる強い束縛 常時 衝突の瞬間のみ

典型的な条件 温度が低くて濃密 温度が高くて希薄

Γ≪ 1という条件は ND ≫ 1と書き換えられる。デバイ長のスケールの領域に十分な数の粒子
が存在することでデバイ遮蔽が上手く機能するわけである。強結合プラズマと弱結合プラズマ
の対比を表 6.1にまとめた。
弱結合プラズマにおいて各粒子は基本的にポテンシャルに強く縛られないと述べた。それで

も、例えば太陽内部の構造を良い精度で計算したい場合には、各粒子間に働くデバイ遮蔽された
クーロン力の効果を考慮する必要がある。その効果は理想気体の状態方程式からの微小なずれ
として流体方程式系に取り入れられる。この話題について詳しくは付録 6.A.1にまとめた。

6.1.3 プラズマ振動
初めに電子 (電荷 −e)と陽イオン (電荷 e)が一様に分布している (ne = ni = n0)とする。冷

たいプラズマを想定し、単純化のために熱運動は無視して各電子は初めには速度を持たないと
仮定する。あるとき、何らかの原因により電子の数密度分布に疎密ができたとする。すると、電
子密度が疎である部分、つまり全体的に正に帯電した部分から電子密度が密な部分を向いた電
場が現れるため、電子はこの電場から力を受けて密度一様に戻ろうとする。この現象の時間ス
ケールでは衝突は起きないと仮定すると、電子の集団は密度一様な状況を平衡点として振動す
る。この振動は電子プラズマ振動と呼ばれ、その振動の周波数はプラズマ周波数と呼ばれる。
イオンは電子に比べて慣性が大きいので、電子プラズマ振動の時間スケールでは静止してい

ると考える。電子の数密度が ne = n0 + n1(|n1| ≪ n0)に揺らいだ結果、電場 E が誘起された
とする。ガウスの法則、電子の平均速度に関する運動方程式、電子数密度の保存則はそれぞれ次
のように書ける。

∇ ·E = −n1e
ϵ0

(6.1.21)

me
∂ve

∂t
= −eE (6.1.22)

∂ne

∂t
+∇ · (neve) = 0 (6.1.23)
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y, z 方向には一様で x方向に振動しているモードを考える。すなわち、

E = x̂Ẽ exp[i(kx− ωt)] (6.1.24)

n1 = ñ1 exp[i(kx− ωt)] (6.1.25)

ve = x̂ṽe exp[i(kx− ωt)] (6.1.26)

を代入して寄与の小さい項を無視すると、上式は次のようになる。

ikẼ = − ñ1e
ϵ0

(6.1.27)

−iωmeṽe = −eẼ (6.1.28)

−iωñ1 + ikn0ṽe = 0 (6.1.29)

この 3式から Ẽ, ṽe を消去すると、波数 k も消えて、次の分散関係が求まる。

ωpe =

√
n0e2

ϵ0me
(6.1.30)

この ωpe がプラズマ周波数である。群速度 vg = dω/dk がゼロなので、伝搬せずにその場で
振動するモードであることが分かる。
プラズマ周波数 (6.1.30) と 電子の熱速度 (6.1.6)、デバイ長 (6.1.15) の間には次の関係があ

る。 √
2λD =

ve
ωpe

(6.1.31)

つまり、電子プラズマ振動が起きる時間スケールで電子が熱運動によって移動する距離はおよ
そデバイ長であることが言える。故に、振動の擾乱の空間スケールがデバイ長よりも十分に大
きければ、上述した熱運動を無視する描像が現実的である。対して、擾乱の空間スケールがデバ
イ長と同程度の場合、熱運動が無視できず、振動の物理はもう少し複雑になる。
また、上述の電子プラズマ振動の考察では電場の擾乱 E と波数ベクトル kが平行 (共に x方

向)である縦波のモードを考えた。一方で横波のモードを考え、式 (6.1.21)から (6.1.23)の 3式
に加えてマクスウェル方程式の残りの式も用いて線形解析を行うと、プラズマ中の電磁波の分
散関係が求まる。熱運動まで考慮した状況で縦波のモードを考えると、ラングミュア波と言わ
れる伝搬するモードの分散関係が求まる。このようなプラズマ中の短い時間スケールの波につ
いては節 6.7で説明する。

6.1.4 衝突
弱結合プラズマでは衝突の瞬間以外は静電ポテンシャルに強く縛られないことを節 6.1.2で述

べた。本節では衝突過程に注目して考察し、プラズマ中で衝突が起こる頻度を見積もることを

435 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 6 章 MHDの限界と運動論 6.1 プラズマ中の微視的現象

図 6.2 中心力による電子の散乱の古典的イメージ

目標にする。プラズマは十分に希薄であるため、3体以上の粒子が同時に衝突する過程は 2体衝
突に比べて十分に起こりにくいとして考えない。まず、2体衝突について考察する。

ラザフォード散乱
接近した 2粒子がクーロン力によって互いに速度を変化させる現象はラザフォード散乱と呼

ばれる。電子 (電荷 −e)がイオン (電荷 Ze)と衝突するときの散乱断面積�7を古典力学的に見積
もる。後に節 6.2.2で本節の議論を電子同士の衝突などを含むより一般の場合に拡張する。イオ
ンの質量は電子の質量よりもずっと大きいので、イオンは原点 (重心)で静止しているとみなし
て考える。電子はクーロン力を受けて、図 6.2のように平面内で完結する軌道を描く。図 6.2-A

のように x, y 軸と衝突径数 (impact parameter) b、散乱角 θ を定める。電子の速度を (vx, vy)

と書くと、電子の運動方程式は

me
dvx
dt

= − Ze2x

4πϵ0r3
, me

dvy
dt

= − Ze2y

4πϵ0r3
(6.1.32)

ただし, r =
√
x2 + y2 (6.1.33)

�7 数密度 nのイオン中を電子が速さ v で直進する場合、時間 δtの間にこの電子がイオンと衝突する確率を P とし
たとき、

P = nσvδt

を満たすような面積の次元を持った量 σ を散乱断面積と言う。節 5.1.2の図 5.1も参照して欲しい。
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と書ける。また、中心力による運動なので、電子の角運動量は保存される。電子の初速度を v0

とし、極座標 (r, φ)を用いて電子の位置を表すと、角運動量は

mer
2φ̇ = −mev0b (6.1.34)

と書ける。運動方程式の x成分の dvx/dtを dvx/dφに変換し、上式を用いて φ̇を消去すると、

dvx
dφ

=
Ze2 cosφ

4πϵ0mev0b
(6.1.35)

となる。始状態 (φ → π)では vx = v0 であり、終状態 (φ → −θ)では vx = v0 cos θ であるこ
とを考慮して、始状態から終状態まで上式を積分すると、次の関係が分かる。∫ v0 cos θ

v0

dvx =
Ze2

4πϵ0v0b

∫ −θ

π

cosφdφ (6.1.36)

−→ tan
θ

2
=
b0
b

(6.1.37)

ただし, b0 =
Ze2

4πϵ0mev20
(6.1.38)

図 6.2-Bで示したように、初速 v0 を一定として衝突径数を b ∼ b+ dbと変化させたときの、
電子の散乱角の変化は θ ∼ θ + dθ であるとする。dbと dθ 間の関係は式 (6.1.37)より

db = − b0

2 sin2(θ/2)
dθ (6.1.39)

と求まる。微分断面積 dσ/dΩ とは、入射電子の数密度フラックスを I としたときに、
I(dσ/dΩ)dΩが方向 Ω = (θ, ϕ)を含む立体角要素 dΩ = sin θdθdϕ内に散乱される電子数を表
すような量である。dΩに散乱される確率は、入射電子が図 6.2-Bで示した面積 bdϕdb内を通る
確率に等しいので、

I
dσ

dΩ
dΩ = Ib(−db)dϕ (6.1.40)

という関係が分かる。これに式 (6.1.39)を代入することで、微分断面積は

dσ

dΩ
=

b20
4 sin4(θ/2)

(6.1.41)

と求まる�8。

�8 量子力学的にラザフォード散乱の微分断面積を考察するならば付録 5.B.13で説明してあるリップマン-シュウィ
ンガー方程式を解くことで遷移行列を求める。このときに、デバイ-ヒュッケルポテンシャル型の相互作用を仮定
し、遷移行列を 1次の項までで近似 (T̂ ≃ V̂ 或いは |ψ(+)⟩I ≃ |k⟩I、ボルン近似)すると、解析的に解くことが
できる。出てきた解においてデバイ長にあたる係数を無限大にする極限をとると、上式の古典的に求めた微分断
面積の形式と一致する (例えば Sakurai & Napolitano, 2010, §6.3)。あるいは、相対論的な場の量子論（量子
電磁気学、QED）を用いれば、系統的な方法（QED のファインマン則に従ってグリーン関数を求め、LSZ 公
式を適用する）によって、上述の微分断面積に加え、相対論的補正が得られる (モット散乱、例えば Schwartz,

2013, §13.4)。
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散乱断面積 σ を求めるために微分断面積を全立体角�9で

σ = 2π

∫ π

0

dσ

dΩ
sin θdθ (6.1.42)

= πb20

∫ π

0

sin(θ/2) cos(θ/2)

sin4(θ/2)
dθ (6.1.43)

= πb20

[
1

sin2(θ/2)

]0
π

(6.1.44)

と積分しようとすると、上限で発散してしまう。これは逆 2乗則で与えられるクーロン力が遠
くの粒子まで作用する力であるため、2粒子間がどれだけ離れていても微小角だけ散乱すると考
えなければならないことに対応する。散乱角が π/2以上の散乱のみを対象とした散乱断面積は

σs = 2π

∫ π

π/2

dσ

dΩ
sin θdθ (6.1.45)

= πb20 (6.1.46)

と計算できる。

小角散乱の重要性
電子とイオンの衝突について考察し、クーロン力は遠くまで作用する力であることを述べた。

古典的描像では、電子から見て近くのイオンによる散乱の散乱角は大きく、遠くのイオンによる
散乱の散乱角は小さい。典型的な弱結合プラズマでは、散乱角の大きい 1回の衝突が電子の進
行方向を曲げる効果 (単衝突)と、散乱角の小さい衝突が何度も起きた結果として電子の進行方
向が大きく曲がる効果 (小角散乱)では後者の方が効率が良い。このことを説明する。
式 (6.1.37)より、散乱角が π/2になるのは b = b0 のときであることが分かる。よって、散乱

角が π/2以下の散乱を対象とした散乱断面積は、式 (6.1.40)の関係も考慮すると、

σm =

∫ λD

b0

2πbdb (6.1.47)

と書ける。ただし、前節で説明した発散を抑えるために、イオンの静電場はデバイ遮蔽によって
デバイ長 λD 程度の距離までしか影響しないと考え、積分の上限を λD とする。電子が z 方向に
距離 δlだけ進む間に N 回の衝突を起こすとすると、イオンの数密度を ni として

N

δl
= niσm = ni

∫ λD

b0

2πbdb (6.1.48)

�9 dΩ = sin θdθdϕなので、ϕに依らない関数 F (θ)を全立体角 4π で積分するときは∫
4π
F (θ)dΩ =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
F (θ) sin θdθ = 2π

∫ π

0
F (θ) sin θdθ

と計算できる。
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という関係がある。ただし、各々の衝突の散乱角は小さいので、δl を移動する間、電子はほぼ
直進しているとみなしている。
初めに z 方向に速さ v0 で進んでいた電子が 1回の衝突で得る x, y 方向の速度 δvx, δvy は次

のように書ける。
δvx = v0 sin θ cosϕ, δvy = v0 sin θ sinϕ (6.1.49)

(θ, ϕ) は前節と同じ定義の散乱角である。よって、1 回の衝突で得る初速度と垂直方向の速度
δv⊥ は、式 (6.1.37)を用いると、

(δv⊥)
2 = (δvx)

2 + (δvy)
2 (6.1.50)

= 4v20 sin
2 θ

2
cos2

θ

2
(6.1.51)

=
4v20(b/b0)

2

[1 + (b/b0)2]2
(6.1.52)

と表される。δv⊥ の二乗平均は

⟨(δv⊥)2⟩ =

∫ λD

b0

(δv⊥)
22πbdb∫ λD

b0

2πbdb

(6.1.53)

と計算される。
以上の議論より、電子が z 方向に単位長だけ進む間に小角散乱によって得る垂直方向の平均

的な速度 (の二乗)は

N

δl
⟨(δv⊥)2⟩ = 8πniv

2
0

∫ λD

b0

(b/b0)
2

[1 + (b/b0)2]2
bdb (6.1.54)

と表される。この積分は簡単に実行でき、λD/b0 ≫ 1という仮定の下では

N

δl
⟨(δv⊥)2⟩ ≃ 8πniv

2
0b

2
0 ln

λD
b0

(6.1.55)

と近似できる。ここで出てくる因子を

ln
λD
b0

= lnΛ (6.1.56)

と書き、式 (6.1.38)で表される b0 中の v20 をマクスウェル-ボルツマン分布での平均 3kBTe/me

で見積もると、Λはデバイ数 ND (節 6.1.2参照)との間に

Λ =
12π

Z
√
ne

(
ϵ0kBTe
e2

)3/2

=
9

Z
ND (6.1.57)
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という関係を持つことが分かる。今は弱結合プラズマでの衝突過程を考えているので、Λ≫ 1

である。よって、先ほど課した仮定は十分に満たされている。典型的なプラズマでは lnΛの値
は 10 ∼ 20付近の数になる (節 6.1.8参照)。Λはプラズマパラメータ、lnΛはクーロン対数と
呼ばれる。
小角散乱の効果で電子の曲がり角が大きく (例えば π/4のスケールに)なるまでに進む距離、

つまり小角散乱の平均自由行程を ℓm とすると、
N

δl
⟨(δv⊥)2⟩ · ℓm = v20 (6.1.58)

という関係より ℓm を見積もることができ、

ℓm =
1

8πnib20 lnΛ
(6.1.59)

と書ける。一方で、単衝突の平均自由行程 ℓs は、式 (6.1.46)で見積もった σs を用いて、

ℓs =
1

niσs
=

1

πnib20
(6.1.60)

と書ける。両者の比をとると、
ℓs
ℓm

= 8 lnΛ (6.1.61)

となる。これは典型的なプラズマでは 102 のオーダーの値をとるので、小角散乱の効果の方が
大きいことが言える。
小角散乱の衝突頻度は

νei ∼
ve
ℓm

=
niZ

2e4 lnΛ

4
√
2πϵ20
√
me(kBTe)3/2

(6.1.62)

のオーダーであると見積もられる。衝突頻度の逆数にあたる衝突時間は

τe = 6
√
2π3/2

√
me(kBTe)

3/2ϵ20
niZ2e4 lnΛ

(6.1.63)

という値がよく用いられる。電子同士の衝突の正確な議論は後に行うが、上式において
ni → ne, Z → 1と置き換え、プラズマが準中性 (ne ≃ Zni)で Z はせいぜい 1か 2とすれば、
オーダーとしては上式と同じ時間スケールで起こると考えられる。故に、電子の緩和時間 (節
6.1.1参照)は τe と見積もられる。イオンの熱速度は電子のそれより

√
me/mi のオーダーだけ

小さいため、イオン同士の衝突の衝突時間 τi は τe よりも
√
mi/me/Z

2 のオーダーだけ大きい
と考えられ、
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τi = 6
√
2π3/2

√
mi(kBTi)

3/2ϵ20
niZ4e4 lnΛ

(6.1.64)

という値が用いられる。イオンの緩和時間は τi と見積もられる。イオンの集団が衝突によっ
て電子の集団と無視できないほどのエネルギーを交換するのにかかる時間は更に長く、

τeq ∼
mi

me
τe (6.1.65)

と見積もられる。τeq より十分に長い時間スケールの現象を考える場合は、電子とイオンの温
度は等しいとみなせる。衝突過程についてのより詳しい考察は、節 6.2で運動論について説明し
た後、節 6.3で行う。

6.1.5 磁場中の粒子の基本運動
プラズマ中を巨視的な磁場が貫いている場合の各粒子の基本的な運動について説明する。本

節では衝突が起こらない場合を考える。

ジャイロ運動
ある方向を向いた一様で定常な磁場B = Bbを考える。B は磁場の強さで bはこの磁場の向

きの単位ベクトルである。粒子にはたらくローレンツ力は粒子の速度 v に垂直なので、粒子の
運動エネルギーは保存される。一方でローレンツ力は磁場にも垂直にはたらくため、粒子の速
度の磁場に平行な成分 v∥ も保存される。つまり、v2 = v2⊥ + v2∥ という関係を考慮すると、磁場
に垂直な速度成分 v⊥ も保存されることが分かる。つまり、粒子は磁場に垂直な方向には円運動
をし、v∥ が有限の場合は磁場に沿って螺旋運動をする。この運動はジャイロ運動またはサイク
ロトロン運動と呼ばれる。円運動の向きは電子とイオンでは逆回転になる。
粒子種 sの電荷を es、円運動の半径を rg と書くと、ローレンツ力と遠心力のつり合いの式

|es|v⊥B = ms
v2⊥
rg

(6.1.66)

より、円運動の周波数は

Ωs =
v⊥
rg

=
|es|B
ms

(6.1.67)

と書ける。これはジャイロ周波数またはサイクロトロン周波数と呼ばれる。Ωs は円運動の半
径には依らず、粒子種と磁場の強さによって決まる。円運動の半径は
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図 6.3 E ×B ドリフトのイメージ

rg =
v⊥
Ωs

(6.1.68)

と書ける。これはジャイロ半径またはラーモア半径と呼ばれる。磁場の強さと速度が与えら
れると、周波数がジャイロ周波数になるような半径の円運動をする�10。

ドリフト運動
上述の状況に電場が加わった時の運動を説明する。磁場に平行な電場 E = E∥bが加わった場

合、粒子の磁力線に沿った速度が変化する。一方で磁場に垂直な電場が加わった場合を考える。
一様磁場が z 方向 (B = Bẑ)、一様電場が y 方向 (E = Eŷ)を向いている場合、粒子の運動方
程式の x, y 成分は次のように書ける。

ms
dvx
dt

= esBvy, ms
dvy
dt

= −esB
(
vx −

E

B

)
(6.1.69)

�10 荷電粒子が加速度を持つと電磁波を放射するため、運動エネルギーは保存されないのではないかという懸念があ
る。ラーモアの公式 (付録 2.A.6, 式 (2.A.106))に円運動の加速度 v2⊥/rg を代入すると、単位時間あたりの放射
エネルギーは

dW

dt
=

e2

6πϵ0c3

(
v2⊥
rg

)2

=
e4v2⊥B

2

6πϵ0m2
ec

3

と書ける。ただし、イオンより電子の方が高速なため、電子の場合で見積もる。よって、τ を対象とする現象の
時間スケールとして、

dW/dt

mev2⊥/2
τ = 0.4 ·

(
B

T

)2

·
( τ
s

)
は、時間 τ の間に運動エネルギーのうちの何割が放射によって失われるかの指標になる。例えば地上での地磁気
の値は 10−5 Tのスケールなので、地磁気に拘束された粒子の運動を考えたい場合は、109 s ≃ 30 年のような
長い現象を見ない限りはジャイロ運動による放射ロスを考慮する必要はないと思われる。或いは太陽表面の黒点
では 0.1 Tのスケールの強い磁場がある。太陽光球での衝突時間を式 (6.1.63)に数密度 ne ≃ ni = 1020 m−3

と温度 Te ≃ 6000 Kを代入して見積もると、τe ∼ 10−10 sとなるため、衝突時間のスケールの現象に興味があ
る場合はやはり考慮する必要はない。
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この方程式は
v′x = vx −

E

B
, v′y = vy (6.1.70)

という変換をすれば、円運動を表す微分方程式に一致する。上記の変換は元の観測系に対して

vd =
E ×B

B2
(6.1.71)

の速度で動く観測系へのガリレイ変換である。つまり、粒子の運動を x − y 平面上に投影す
ると、図 6.3 のように回転しながら一定速度 vd で横にずれるような動きになる。この運動は
E ×B ドリフトと呼ばれる。粒子が電場によって加減速するとジャイロ半径が変化するため、
軌道が歪むことにより生じる。同じ E,B の下では電子もイオンも同じ向きに同じ速度で移動
することに留意して欲しい。より一般に電場ではない他の外力 F が加わっている場合は

vd =
F ×B

esB2
(6.1.72)

の速度でドリフト運動をする。更に、磁場の強さに勾配 ∇B がある場合は

vd =
msv

2
⊥

2esB3
B ×∇B (6.1.73)

という速度でドリフト運動をする (詳しくは例えば Gurnett & Bhattacharjee, 2005)。これは
磁場勾配ドリフト (gradient drift)と呼ばれる。磁場の強い領域と弱い領域ではジャイロ半径が
異なるので、円運動の軌道が歪んでドリフトが起こるのである。E ×B ドリフト以外の一般の
ドリフト運動は電荷の符号に依存する。

断熱不変量
巨視的な磁場B の変化のスケールが大きく、磁場に沿ってジャイロ運動をする粒子が感じる

磁場の変化がジャイロ周期に比べてゆっくりである場合、付録 5.A.6 で説明してある断熱不変
量が存在する。磁場が注目する領域で z 方向を向いている (B = Bẑ)として、この領域で円筒
座標 (r, ϕ, z)をとる。すると、ベクトルポテンシャルはA = (Br/2)ϕ̂と書ける。つまり、付録
1.Bの知識を用いれば、

B = Bẑ =
1

r

∂

∂r

(
r · Br

2

)
ẑ = ∇×A (6.1.74)

と書き換えられることが分かる。荷電粒子の正準運動量は、付録 5.A.3より

p = msv + esA (6.1.75)

なので、正の電荷をもつ粒子の場合は ϕが減少する向きにジャイロ運動することに注意して断
熱不変量を計算すると、

J1 =

∮
p · dl =

∫ 2π

0

(
msv⊥ ∓

1

2
esBrg

)
rgdθ =

πmsv
2
⊥

Ωs
(6.1.76)
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図 6.4 磁気ミラーのイメージ

となる。ただし、複号は上の符号がイオンの場合、下の符号が電子の場合を表すものとして記述
する。これは第 1断熱不変量と呼ばれる。J1 はジャイロ運動が描く円の内部を貫く磁束 Φg と
の間に次の関係がある。

J1 = |es| · πr2gB = |es|Φg (6.1.77)

つまり、粒子はその円運動の軌道を貫く磁束が一定になるようにジャイロ半径を変えながら螺
旋運動をする。また、第 1断熱不変量と次の関係にある磁気モーメント µs という量も用いられ
る。

µs =
|es|
2πms

J1 =
msv

2
⊥

2B
=

1

2
|es|r2gΩs = πr2gI (6.1.78)

ただし、最後の表式の I = |es|Ω/(2π)はジャイロ運動による電流の大きさと解釈できる。粒子
が磁場に沿って動くことで磁場の強さがゆるやかに変化すると、磁気モーメントを一定に保つ
ようにして v⊥ が変化する。粒子の運動エネルギーは保存されるため、それに伴って v∥ も変化
する。つまり、磁場の強さの変化を感じると粒子は磁場に沿って加減速する。
粒子の磁力線に沿った方向の運動方程式を考える。粒子の運動エネルギー保存則は

d

dt

[
1

2
ms(v

2
∥ + v2⊥)

]
= 0 (6.1.79)

と書ける。この式を変形することで、

ms

dv∥

dt
= − 1

v∥

d

dt
(µsB) (6.1.80)

と書き直せる。磁気モーメントが保存することと、磁力線に沿った位置を表す変数を sとする
と v∥ = ds/dtと書けることを用いると、

ms

dv∥

dt
= −µs

dB

ds
(6.1.81)

と書ける。上式より、粒子は磁力線に沿って、磁場が弱くなる方向へ力を受けることが分かる。
例えば図 6.4のように、両端の磁場が強くなっているような系があったとき、ある点で磁力線に
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沿った方向の速度がゼロになり、反射をして往復運動をすることがある。磁場のこのような作
用は磁気ミラーと呼ばれる。このように磁場に閉じ込められた粒子については、その往復運動
に対する断熱不変量を考えることができる。

J2 =

∮
往復

p∥ds =

∮
往復

msv∥ds =

∮
往復

msv
2
∥dt ≃

πmsṽ
2
∥

ωb
(6.1.82)

これは第 2断熱不変量 (longitudinal invariant)と呼ばれる。最後の表式は往復運動を調和振動
v∥ = ṽ∥ cos(ωbt)で近似した場合である。
図 6.4 を見るとイメージできるように、強さの変化する磁場を表す磁力線は曲率を持ってい

る。この磁力線に巻き付いている粒子が磁力線に沿った速度を持っていると、磁力線の曲率半
径を Rc として F = msv

2
∥/Rc の大きさの遠心力を受けるため、それに伴ってドリフト運動をす

る。これは湾曲ドリフト (curvature drift)と呼ばれる。図 6.4のように円筒座標 (r, ϕ, z)を考
え、系は ϕ対称 (∂/∂ϕ = 0)であるとする。z = 0 平面で磁場は z 方向を向いているとすると、
磁場はベクトルポテンシャルを用いて

Bz =
1

r

∂

∂r
(rAϕ) (6.1.83)

と表される。よって、適当な半径 r = r0 で Aϕ = 0となるようにポテンシャルの原点をとると、
z = 0 面に描かれた半径 r の円内を貫く磁束 Φd は

Φd(r) =

∫ r

r0

Bz · 2πrdr = 2πrAϕ(r) (6.1.84)

と書ける。イオンは ϕが減少する方向へ、電子は ϕが増加する方向へドリフトする。遠心力は
常に z 軸から遠ざかる方向にはたらくので、このドリフト運動によって粒子は z 軸の周りを円
運動する。この周回運動による断熱不変量を考えることができる。

J3 =

∮
pϕrdϕ =

∮
(msvd + esAϕ)rdϕ (6.1.85)

これは第 3断熱不変量 (flux invariant)と呼ばれる。典型的な系 (例えば地球の双極子磁場によ
る磁気圏での粒子の運動)ではドリフト速度は十分に小さいため、上式は

J3 ≃ 2πesrAϕ = esΦd (6.1.86)

と近似される。つまり、粒子はドリフトによって、内部を貫く磁束が一定に保たれるような半径
の円を周回する。この運動と前述した磁力線に沿った運動を併せると、粒子は磁力線の集団が
描く ϕ方向に閉じた曲面内を運動する。このような面はドリフトシェルと呼ばれる。
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6.1.6 ランダムウォークと磁化
頻繁に衝突が起きている系における各粒子の運動はランダムウォークによってモデル化する

ことができる。ランダムウォークには拡散的な性質があることを節 1.5.1で述べたが、ランダム
ウォークによるエネルギーの拡散を考えることによって、フーリエの法則における熱伝導率を
簡単に見積もることができる。
小角散乱による平均自由行程 ℓs = vsτs に比べて十分に大きな空間スケールで温度 T が変化

している
1

Ts

∂Ts
∂x
≪ 1

ℓs
(6.1.87)

とする。各粒子は空間ステップ δx = ℓs、時間ステップ δt = τs のランダムウォークに従ってい
る。1回のステップで粒子種 sによって輸送される正味のエネルギーフラックスは

qs =
1

2

{[
ns ·

1

2
msv

2
s

]
x

−
[
ns ·

1

2
msv

2
s

]
x+δx

}
δx

δt
(6.1.88)

と書ける。1/2 は等確率で x が負の向きまたは正の向きに輸送されることから係っている。
msv

2
s/2 ∼ kBTs という関係を考慮すると、上式の { }内を展開することで、

qs ∼ −nskB
(δx)2

δt
∼ −nsk

2
BTsτs
ms

∂Ts
∂x

(6.1.89)

と計算できる。分母に ms がある一方で τs ∝ m
1/2
s なので、全体としては m

−1/2
s に依存する。

よって、質量の大きいイオンよりも電子による熱輸送の効果が大きい。電子の衝突時間が T
3/2
e

に比例することを考慮すると、熱伝導率は T
5/2
e に依存することが分かる。一方で τe ∝ n−1 な

ので、熱伝導率の数密度依存性はほぼ無いと見積もられる。
巨視的な強い磁場が存在する状況を考える。磁場が強いため、ジャイロ運動の時空間スケー

ルは衝突の時空間スケールより小さいとする。

Ωs ≪ νs, rgs ≪ ℓs (6.1.90)

このとき、各粒子は磁場に平行な方向には自由に動けるため、磁場に平行な方向の熱伝導率 κ∥

は磁場のない場合と同じように見積もられる。一方で、磁場に垂直な方向には、衝突によって
ジャイロ半径 rgs 程度の距離ステップずつランダムウォークすると考えて見積もる。よって、熱
伝導率は δx = rg とすることで、

q⊥s ∼ −
nsmsk

2
BTs

e2sB
2τs

∇⊥Ts (6.1.91)

と計算できる。上式は m
1/2
s に依存するため、磁場に垂直な方向の熱輸送の大部分はイオンが

担っていることが分かる。式 (6.1.89)と (6.1.91)を見比べると、各粒子の熱輸送について、磁
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場に平行な方向と垂直な方向の熱伝導率は
κ∥

κ⊥
∼ (τsΩs)

2 (6.1.92)

程度異なると期待される。
熱伝導率に限らず、電気抵抗率 (磁気拡散率、電気伝導率)や粘性率も同類の機構によって磁

場に平行な方向と垂直な方向では異なる値になることが期待される。詳しい振る舞いは節 6.4

で説明する。このように、輸送係数が磁場の存在によって異方化する現象はプラズマの磁化
(magnetization)と呼ばれる。τsΩs はその度合の指標になる。

6.1.7 量子力学的効果
付録 5.B.13や付録 3.B.8の脚注 (199ページ)で述べているように、量子力学では自由粒子の

状態は 6次元相空間 d3xd3pでの体積 h3 中に 1個の割合で存在すると数える。一方で、電子や
陽子のようなフェルミ粒子では、(スピンの自由度も考慮した上で) 同じ状態に複数の同種粒子
が存在することはできない (付録 5.B.9)。実空間の体積 (δx)3 中の粒子種 sの集団が占める相空
間での体積 δV は、熱速度 vs を用いて

δV ∼ (δx)3 · 4π
3
(msvs)

3 (6.1.93)

と見積もられる。この体積 δV 中に許容される状態数は δV/h3 程度と見積もることができるの
で、(δx)3 中の粒子数 ns(δx)

3 が δV/h3 程度の大きさになるまで粒子が飽和してくると、同じ
状態に複数の粒子が入れない不都合によって粒子の統計性が変わる。これは縮退 (degeneracy)

の効果と表現される。電子の方がイオンより質量が小さいので、縮退の効果が早く現れる。電
子の縮退の効果を考慮しなくて良い条件は

ne(δx)
3 ≪ 4π(δx)3(meve)

3

3h3
(6.1.94)

−→ T
3/2
e

ne
≫ 3h3

4π(2mekB)3/2
= 5.5× 10−22 K3/2m3 (6.1.95)

と書ける。温度が低くて密度の高いプラズマでは縮退の効果を考慮する必要がある。
弱結合プラズマにおいて、電子縮退の効果は理想気体の状態方程式からのずれとして流体方

程式系に取り入れられる。その方法について詳しくは付録 6.A.2 にまとめた。プラズマの分布
関数を量子力学的に考える手法については、例えば Haas (2011)を参考にして欲しい。

6.1.8 プラズマ中のパラメータのまとめ
プラズマ中の典型的なパラメータである電子の熱速度 ve、デバイ長 λD、プラズマ周波数

ωpe、Z = 1 としたときのプラズマパラメータ Λ (∝ デバイ数 ND)、電子-イオン衝突頻度 νei
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(= 1/τe)、電子-イオン衝突の平均自由行程 ℓei = veτe、電子のジャイロ周波数 Ωe、v⊥ = ve/
√
2

として見積もった典型的な電子のジャイロ半径 rge を実用的な形式で再掲する�11。

ve = 5.5× 103 m s−1 ·
(
Te
K

)1/2

(6.1.96)

λD = 69 m ·
(
Te
K

)1/2

·
( ne
m−3

)−1/2

(6.1.97)

ωpe = 56 s−1 ·
( ne
m−3

)1/2
(6.1.98)

Λ = 9ND = 1.2× 107 ·
(
Te
K

)3/2

·
( ne
m−3

)−1/2

(6.1.99)

νei =
1

τe
= 3.6× 10−6 s−1 · lnΛ ·

(
Te
K

)−3/2

·
( ni
m−3

)
(6.1.100)

ℓei = 1.5× 109 m · 1

lnΛ
·
(
Te
K

)2

·
( ni
m−3

)−1

(6.1.101)

Ωe = 1.8× 1011 s−1 ·
(
B

T

)
(6.1.102)

rge = 2.2× 10−8 m ·
(
Te
K

)1/2

·
(
B

T

)−1

(6.1.103)

様々な系での典型的な値を表 6.2にまとめた�12。全体的な傾向としては、デバイ長は平均自
由行程やジャイロ半径より短く、プラズマ周波数は衝突頻度やジャイロ周波数より大きいことが
言える。プラズマパラメータは太陽対流層�13では比較的小さい値をとるが、それ以外ではおよ
そ 10 ∼ 30の値をとる。いずれの場合も Λ ≫ 1なので、弱結合プラズマであることが分かる。
太陽対流層を除くと、典型的なジャイロ半径は平均自由行程よりも小さく、ジャイロ運動は衝突
時間より短いスケールで起きているので、節 6.1.6で述べたように、プラズマが磁化している場
合があることが期待される。逆に対流層では磁化は起きていないことが期待される。地球磁気
圏では現象の時間スケールに比べて衝突時間が十分短いとは言えないため、熱平衡に達してい
ない粒子のダイナミクスが重要になる。表の例の中でいちばん Λの値が小さい太陽の対流層で
の典型的な値を用いて式 (6.1.95)の左辺を計算すると 10−19 K3/2m3 という値になる。よって、

�11 磁場 B の単位は SI単位系では T (テスラ)、ガウス単位系では G (ガウス)であり、1 G = 10−4 Tである。
�12 太陽対流層のデータは Christensen-Dalsgaard et al. (1996), Charbonneau (2014)、太陽大気のデータは

Imada et al. (2011)、原始星ジェットのデータは Hartigan & Morse (2007)(HH 30 Jet), Hartigan et al.

(2007)、太陽風のデータは Verscharen et al. (2019)、地球磁気圏のデータは Borovsky & Valdivia (2018)

を参考にした。B は強い磁場を持つ領域で観測される (?を付したものは推定される)典型的な値である。νei, ℓei
については ne ≃ ni を仮定した。

�13 太陽対流層とは太陽半径を R⊙ = 70万 kmとして大体 0.7R⊙ < r < R⊙ の領域のこと。
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表 6.2 様々な系での典型的なプラズマパラメータ
太陽

対流層 光球 彩層 コロナ
Te/K 106 6× 103 ×104 106

ne/m
−3 1028 1020 1016 1015

B/T 1? 10−1 10−2 10−3

ve/m s−1 6× 106 4× 105 6× 105 6× 106

lnΛ 4.8 6.3 12 20

ωpe/s
−1 6× 1015 6× 1011 6× 109 2× 109

νei/s
−1 2× 1014 5× 109 4× 105 7× 101

Ωe/s
−1 2× 1011? 2× 1010 2× 109 2× 108

λD/m 7× 10−10 5× 10−7 7× 10−5 2× 10−3

ℓei/m 3× 10−8 9× 10−5 1× 100 8× 104

rge/m 2× 10−5? 2× 10−5 2× 10−4 2× 10−2

地球磁気圏
原始星ジェット 太陽風 (地球近傍) プラズマ圏 プラズマシート

Te/K 104 105 104 106

ne/m
−3 1011 3× 106 108 105

B/T 10−6? 3× 10−9 10−7 ∼ 0

ve/m s−1 6× 105 2× 106 6× 105 6× 106

lnΛ 17 26 21 31

ωpe/s
−1 2× 107 1× 105 6× 105 2× 104

νei/s
−1 6× 100 9× 10−6 8× 10−3 1× 10−8

Ωe/s
−1 2× 105? 5× 102 2× 104 —

λD/m 2× 10−2 1× 101 7× 10−1 2× 102

ℓei/m 9× 104 2× 1011 7× 107 5× 1014

rge/m 2× 100? 2× 103 2× 101 —

縮退の効果は小さい。

6.2 運動論からMHD方程式へ
粒子集団の運動を統計的に記述する運動論的方程式を説明した後、それに平均操作を施して

様々な仮定を課すことで、多流体方程式系と MHD 方程式系 (1 流体方程式系) を導く。
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6.2.1 運動論的方程式
節 6.1.1で導入した分布関数の時間発展を記述するのが運動論的方程式である。プラズマを構

成する粒子種 sの各粒子にはたらく力を大きく 2つの種類に分けて考える。1つは 6次元相空
間中のある体積要素 d3xd3v 内の粒子全てに等しくはたらくと考えることができるような、大域
的な力である。このような力を外力と呼ぶことにする。もう 1つは近隣の粒子同士のみの間で
はたらく、局所的で瞬間的な力である。この力によって各々の粒子の速度が変化する現象を衝
突と呼ぶ。
運動論的方程式を導くにあたって、まずは衝突が起こらないと仮定して外力のみを考える。粒

子種 s のみの集団に注目する。時刻 t に相空間のある点 (x,v) を含む体積要素 d3xd3v 内の粒
子に等しくはたらく外力を F (x,v, t) と書く。この体積要素内の粒子は全て同じニュートンの
運動方程式

ms
dv

dt
= F (6.2.1)

に従って時間発展するので、この体積要素 (微小領域)自体が時間 dtの間に

xi −→ x′i = xi + vidt, vi −→ v′i = vi +
Fi
ms

dt (6.2.2)

と時間発展する (相空間内を移動する)と考えれば、体積要素内の粒子数は一定に保たれる。た
だし、ms は粒子種 sの質量である。つまり、dt経過後の体積要素を d3x′d3v′ と書けば、

fs(x,v, t)d
3xd3v = fs(x

′,v′, t′)d3x′d3v′ (6.2.3)

が成り立つ。式 (6.2.2)で表される変換によって体積要素はヤコビアン

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x′/∂x ∂x′/∂y ∂x′/∂z ∂x′/∂vx ∂x′/∂vy ∂x′/∂vz
∂y′/∂x ∂y′/∂y ∂y′/∂z ∂y′/∂vx ∂y′/∂vy ∂y′/∂vz
∂z′/∂x ∂z′/∂y ∂z′/∂z ∂z′/∂vx ∂z′/∂vy ∂z′/∂vz
∂v′x/∂x ∂v′x/∂y ∂v′x/∂z ∂v′x/∂vx ∂v′x/∂vy ∂v′x/∂vz
∂v′y/∂x ∂v′y/∂y ∂v′y/∂z ∂v′y/∂vx ∂v′y/∂vy ∂v′y/∂vz
∂v′z/∂x ∂v′z/∂y ∂v′z/∂z ∂v′z/∂vx ∂v′z/∂vy ∂v′z/∂vz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6.2.4)

倍になるという定理がある。つまり、

d3x′d3v′ = Jd3xd3v (6.2.5)

という関係がある。xi と vi は独立変数として考えていること (∂vi/∂xi = 0)に注意してヤコビ
アン J を実際に計算し、dtについて 1次の項までを残すと、上式は

d3x′d3v′ =

[
1 +

∂

∂vi

(
Fi
ms

)
dt

]
d3xd3v (6.2.6)

となる。一方で、分布関数 fs(x
′,v′, t′)を展開して dtについて 1次の項までを残すと、

fs(x
′,v′, t′) = fs +

∂fs
∂t

dt+ vi
∂fs
∂xi

dt+
Fi
ms

∂fs
∂vi

dt (6.2.7)
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と書ける�14。ただし右辺の量は (x,v, t)で評価している。式 (6.2.6), (6.2.7)を式 (6.2.3)に代
入して dtについて 1次の項までを残し、整理すると、

∂fs
∂t

+ vi
∂fs
∂xi

+
∂

∂vi

(
Fi
ms

fs

)
= 0 (6.2.8)

という式が出てくる。再度強調すると、これは相空間中の注目する体積要素内の粒子数の保存
則と解釈できる。
粒子種 sにはたらく外力として、巨視的な電磁場によるローレンツ力

F (x,v, t) = es [E(x, t) + v ×B(x, t)] (6.2.9)

を考える。es は粒子種 sの電荷である。このとき、例えば

∂

∂vx

(
Fx
ms

)
=

es
ms

∂

∂vx
[Ex + vyBz − vzBy] = 0 (6.2.10)

から分かるように、
∂

∂vi

(
Fi
ms

)
= 0 (6.2.11)

となる。よって、式 (6.2.8)の第 3項の (Fi/ms)は速度微分の外側に出すことができて、

∂fs
∂t

+ v · ∇fs +
es
ms

[E + v ×B] · ∇vfs = 0 (6.2.12)

と書ける。ただし、
∇vfs =

∂fs
∂vi

x̂i (6.2.13)

と書いた。
衝突によって粒子の速度が変化することは、上述した時間発展する体積要素から粒子が取り

除かれたり、逆に別の体積要素から注目している体積要素に粒子が移動することで、注目する体
積要素の粒子数が増えたりする効果であると解釈できる。この効果は、式 (6.2.12)の右辺に適
切な項 (衝突項)を加えることによって表される。衝突項は注目する体積要素での相空間的粒子
密度の、衝突による (体積要素に沿った)時間変化率を表す。衝突項の具体的な形は後述するこ
とにして、ここでは

∂fs
∂t

+ v · ∇fs +
es
ms

[E + v ×B] · ∇vfs = Cs[f ] (6.2.14)

�14 添え字 sについては縮約記法のルールの対象外であることに注意して欲しい。つまり、上式の最後の項では添え
字 sについての和は取っていない。
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と表しておく。この式が (広義の)ボルツマン方程式である。或いは運動論的方程式 (kinetic

equation) とも呼ばれる。衝突項を考えない場合の式 (6.2.12)はブラソフ方程式と呼ばれる。
次節で衝突項の具体的な形として用いられるものを説明するが、その前に、各保存則より衝突

項が満たすべき性質を説明する。衝突項は各粒子種 s′ との衝突の効果の合計で表される。

Cs =
∑
s′

Css′ (6.2.15)

s′ には s自身も含む。核融合反応が起きたり粒子が生成消滅、電離、再結合しない限り、注目
している実空間体積要素 d3x内の注目する粒子種の総数は衝突によって変化しないので、∫

Css′d
3v = 0 (6.2.16)

が言える。また、弾性衝突を考える限り衝突において運動量とエネルギーの総和は保存される。
よって、粒子種 sが粒子種 s′ との衝突で失った運動量やエネルギーに相当する分を、粒子種 s′

は粒子種 sとの衝突で得なければならないので、∫
msvCss′d

3v = −
∫
ms′vCs′sd

3v (6.2.17)∫
1

2
msv

2Css′d
3v = −

∫
1

2
ms′v

2Cs′sd
3v (6.2.18)

が言える。特に s = s′ の場合には ∫
msvCssd

3v = 0 (6.2.19)∫
1

2
msv

2Cssd
3v = 0 (6.2.20)

を満たす。もうひとつ衝突項の重要な性質は、平衡状態では分布関数をマクスウェル-ボルツマ
ン分布にするというものである。つまり、全粒子種が等しい温度と平均速度のマクスウェル-ボ
ルツマン分布を持つ場合のみ、衝突項がゼロになる。このことは節 6.2.3で説明する。

6.2.2 フォッカー-プランクの衝突項
粒子種 sについての衝突項 Cs[f ]の具体的な形を考える。希薄な中性分子気体を対象とする

場合、ボルツマンの衝突項と呼ばれる形式が用いられる。ボルツマンの衝突項については付録
6.B.1にまとめた。ボルツマンの衝突項を用いたときの式 (6.2.14)が狭義のボルツマン方程式で
ある。一方で、lnΛ ≫ 1であるプラズマにおいては 2体衝突の中でも特に小角散乱の効果が大
きいと考えられることを節 6.1.4で説明した。小角散乱のみが起きていると近似して得られる形
式を衝突項として用いたときの式 (6.2.14)はフォッカー-プランク方程式と呼ばれる。完全電離
プラズマの記述にはフォッカー-プランク方程式が用いられる。フォッカー-プランクの衝突項に
ついて説明する。
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衝突項の一般的な形式
まず初めに速度空間が 1次元の簡単な場合で説明する。初めに速度 v を持っていた粒子が時

間 δtの間に衝突によって速度を v + δv に変える確率を P (v, δv)と書くことにする。空間変数
xは省略する。ある粒子種についての分布関数 f(v, t)の衝突による時間変化は

f(v, t+ δt) =

∫
f(v − δv, t)P (v − δv, δv)d(δv) (6.2.21)

と書ける。つまり、速度 v− δvから vに変化した粒子数の、あらゆる δvに対する合計が、次の
時間ステップで速度 v を持っている粒子数になる。特に δv = 0のときの被積分関数は δtの間
に衝突を起こさなかった粒子数を表す。小角散乱の効果が大きいため、δtが十分小さければ被
積分関数は δv ∼ 0の周りで鋭いピークを持つことが期待される。よって、被積分関数を δv で
展開し、高次の項を無視する。

f(v, t+ δt) ≃
∫ {

f(v, t)P (v, δv)− δv ∂
∂v

[f(v, t)P (v, δv)]

+
(δv)2

2

∂2

∂v2
[f(v, t)P (v, δv)]

}
d(δv) (6.2.22)

= f(v, t)− ∂

∂v
[⟨δv⟩ f(v, t)] + ∂2

∂v2

[
⟨(δv)2⟩

2
f(v, t)

]
(6.2.23)

ただし、2段目への変形では、確率の規格化条件より∫
P (v, δv)d(δv) = 1 (6.2.24)

であることを用い、確率 P (v, δv)による期待値を

⟨δv⟩ =
∫
δvP (v, δ)d(δv) (6.2.25)

⟨(δv)2⟩ =
∫

(δv)2P (v, δv)d(δv) (6.2.26)

のように書いた。衝突項は衝突による分布関数の時間変化率を表すので、

C[f ] = lim
δt→0

f(v, t+ δt)− f(v, t)
δt

(6.2.27)

= − ∂

∂v

[
⟨δv⟩
δt

f

]
+

∂2

∂v2

[
⟨(δv)2⟩
2δt

f

]
(6.2.28)

と書ける。これがフォッカー-プランクの衝突項の考え方である。3次元速度の多粒子系の場合
に拡張すると、

Cs = −
∑
s′

∇v · jss
′

(6.2.29)

ただし, jss
′

k =
⟨δvk⟩ss

′

δt
fs −

∂

∂vl

[
⟨δvkδvl⟩ss

′

2δt
fs

]
(6.2.30)
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である。jss
′ は粒子種 s と s′ の衝突による速度空間でのフラックスを表す。第 1 項は衝突に

よって粒子種 sの集団が感じる平均的な力を表し、典型的には速度を弱めようとする方向に働
く。第 2項は運動論的方程式において速度の 2階微分として現れる項であり、速度空間におけ
る拡散の効果、つまり速度分布を広げようとする効果を表す。互いに逆向きにはたらく第 1項
と第 2項が釣り合ったときに、衝突項はゼロになる。

小角散乱について再考
粒子種 s (電荷 es) と s′ (電荷 es′) の衝突 (小角散乱) による粒子種 s の速度変化の期待値
⟨δvk⟩ss

′
, ⟨δvkδvl⟩ss

′ を、節 6.1.4の議論を発展させて具体的に求める。衝突に関わる 2粒子の
ラグランジアン�15は

L =
1

2
msẋ

2
s +

1

2
ms′ ẋ

2
s′ −

eses′

4πϵ0|xs − xs′ |
(6.2.31)

と表される。2粒子の重心の位置Rと相対位置 r を

R =
msxs +ms′xs′

ms +ms′
, r = xs − xs′ (6.2.32)

と導入すると、ラグランジアンは

L =
1

2
MṘ2 +

1

2
µss′ ṙ

2 − eses′

4πϵ0r
(6.2.33)

ただし, M = ms +ms′ , µss′ =
msms′

ms +ms′
(6.2.34)

と書き換えられる。µss′ は換算質量である。ラグランジアンはRに依存しないので、Rについ
ての運動方程式より R̈ = 0が分かる。つまり、上式の第 1項は定数なので、原点からクーロン
力を受けて軌跡 r を描く質量 µss′ の粒子のラグランジアンに一致する。よって、節 6.1.4で得
た結果において電子質量を換算質量 µss′、電子速度を相対速度

u = vs − vs′ (6.2.35)

に置き換えれば、一般の粒子種同士の衝突現象に適用できる。
衝突によって相対速度が変化する角度 θ は式 (6.1.37)より、

tan
θ

2
=
b0
b

=
eses′

4πϵ0µss′u2b
(6.2.36)

という関係を満たす。また、相対速度の曲がり角 Ω = (θ, ϕ)についての微分断面積は式 (6.1.41)

より次のように書ける。
dσss′

dΩ
=

b20
4 sin4(θ/2)

(6.2.37)

�15 解析力学については付録 5.Aを参照のこと。
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衝突前の粒子 sの進行方向に z 軸をとることにすると、1回の衝突で相対速度は次のように変化
する。

δu = u sin θ cosϕ x̂+ u sin θ sinϕ ŷ − u(1− cos θ) ẑ (6.2.38)

また、
xs = R+

ms′

ms +ms′
r (6.2.39)

という関係より、衝突による粒子 sの速度変化は

δvs =
ms′

ms +ms′
δu =

µss′

ms
δu (6.2.40)

となることが分かる。
速度 vを持った粒子 sと、速度 v′を含む d3v′内の粒子 s′が衝突をして、相対速度 u = v−v′

が Ωを含む dΩ内の立体角だけ変化するようなイベントが単位時間に起きる回数は、ラザフォー
ド散乱の微分断面積を用いて次のように書ける。

fs′(v
′)d3v′ · udσss

′

dΩ
(u, θ)dΩ (6.2.41)

よって、単位時間あたりの衝突による粒子 sの速度変化の期待値は次のように計算できる。

⟨δv⟩ss
′

δt
=

∫
d3v′

∫
dΩufs′(v

′)
dσss′

dΩ
(u, θ)δv(θ, ϕ) (6.2.42)

上式の dΩについての積分は、上述した 1回の衝突についての知識を用いると、次のように計算
できる。∫

dΩ
dσss′

dΩ
δv =

µss′

ms

∫ 2π

0

dϕ

∫ θmax

θmin

dθ sin θ
dσss′

dΩ
δu (6.2.43)

= −2πµss′uẑ

ms

∫ θmax

θmin

dθ sin θ(1− cos θ)
dσss′

dΩ
(6.2.44)

= −2πµss′u

ms

(
eses′

4πϵ0µss′u2

)2 ∫ θmax

θmin

sin θ(1− cos θ)

4 sin4(θ/2)
dθ (6.2.45)

= −4πµss′u

ms

(
eses′

4πϵ0µss′u2

)2

ln

[
sin(θmax/2)

sin(θmin/2)

]
(6.2.46)

= −4πµss′u

ms

(
eses′

4πϵ0µss′u2

)2

lnΛ (6.2.47)

ここで、節 6.1.4とは違う定義のクーロン対数 lnΛを導入したが、式 (6.2.36)より

sin2
θ

2
=

b20
b20 + b2

(6.2.48)

という関係があることを用いると、

lnΛ =
1

2
ln

[
b20 + b2max

b20 + b2min

]
(6.2.49)
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と書ける。ただし、散乱角が θmin となるときの衝突径数が bmax であり、散乱角が θmax となる
ときの衝突径数が bmin である。節 6.1.4と同じように、bmin を b0、bmax をデバイ長 λD にとれ
ば、λD ≫ b0 の下で上式は

lnΛ ≃ 1

2
ln

(
λD
b0

)2

= ln
λD
b0

(6.2.50)

と近似でき、節 6.1.4で定義されるクーロン対数とさほど値が変わらないことが分かる。結局、
期待値は次のように表される。

⟨δvk⟩ss
′

δt
= −L

ss′

4π

(
1 +

ms

ms′

)∫
uk
u3
fs′(v

′)d3v′ (6.2.51)

ただし, Lss
′
=

(
eses′

ϵ0ms

)2

lnΛ (6.2.52)

次に、期待値 ⟨δvkδvl⟩ss
′ を考える。⟨δvk⟩ss

′ の場合と同じように、

⟨δvδv⟩ss
′

δt
=

(
µss′

ms

)2 ∫
d3v′

∫
dΩufs′(v

′)
dσss′

dΩ
δuδu (6.2.53)

と書ける�16。上式の dΩについての積分は次のように計算できる。

T =

∫
dσss′

dΩ
δuδudΩ (6.2.54)

= 2πu2
∫ θmax

θmin

dσss′

dΩ

[
sin2 θ

2
(x̂x̂+ ŷŷ) + (1− cos θ)2ẑẑ

]
sin θdθ (6.2.55)

Tの xx成分と yy 成分の積分は

Txx = Tyy = πu2
∫ θmax

θmin

sin3 θ
dσss′

dΩ
dθ (6.2.56)

=
1

4π

(
eses′

ϵ0µss′u

)2(
lnΛ +

cos θmax

4
− cos θmin

4

)
(6.2.57)

≃ 1

4π

(
eses′

ϵ0µss′u

)2

lnΛ (6.2.58)

と計算できる。ただし、最後の段の近似では lnΛ≫ 1であることを用いた。一方で Tの zz 成
分の積分は

Tzz = 2πu2
∫ θmax

θmin

sin θ(1− cos θ)2
dσss′

dΩ
dθ (6.2.59)

=
1

8π

(
eses′

ϵ0µss′u

)2

(cos θmin − cos θmax) (6.2.60)

�16 ベクトル V 同士のテンソル積 (kl 成分が VkVl となるような 2階テンソル)を V V と書く。テンソルについて
は付録 1.Bも参考にして欲しい。
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と計算できる。Txx = Tyy ≫ Tzz であることが分かるので、zz 成分は無視して、

T ≃ Lss
′

4πu2

(
1 +

ms

ms′

)2

(x̂x̂+ ŷŷ) (6.2.61)

=
Lss

′

4πu2

(
1 +

ms

ms′

)2 (
I− uu

u2

)
(6.2.62)

と書ける。ただし、Iは単位テンソルである。2段目への変形では、単位ベクトル同士のテンソ
ル積の和が単位テンソルになる

x̂x̂+ ŷŷ + ẑẑ = I (6.2.63)

という性質と、u = uẑ であることを用いた。結局、期待値は次のように書ける。

⟨δvkδvl⟩ss
′

δt
=
Lss

′

4π

∫
1

u

(
δkl −

ukul
u2

)
fs′(v

′)d3v′ (6.2.64)

衝突項の具体的な形式
求まった期待値 ⟨δvk⟩ss

′
, ⟨δvkδvl⟩ss

′ を式 (6.2.30)に代入してフォッカー-プランクの衝突項
の具体的な形式を求める。ローゼンブルースポテンシャル φs′(v), ψs′(v)を

φs′(v) = −
1

4π

∫
1

|v − v′|
fs′(v

′)d3v′ (6.2.65)

ψs′(v) = −
1

8π

∫
|v − v′|fs′(v′)d3v′ (6.2.66)

と定義すれば
∂φs′

∂vk
= − 1

4π

∫
uk
u3
fs′(v

′)d3v′ (6.2.67)

∂2ψs′

∂vk∂vl
= − 1

8π

∫
1

u

(
δkl −

ukul
u2

)
fs′(v

′)d3v′ (6.2.68)

と計算できることを用いると、

Cs =
∑
s′

Lss
′ ∂

∂vk

[(
1 +

ms

ms′

)
∂φs′

∂vk
fs −

∂

∂vl

(
∂2ψs′

∂vk∂vl
fs

)]
(6.2.69)

と書ける。更に、第 2項にライプニッツ則を適用して、ローゼンブルースの 2ポテンシャル間に
∂2ψs′

∂v2l
= φs′ (6.2.70)

という関係があることも用いると、
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Cs =
∑
s′

Lss
′ ∂

∂vk

(
ms

ms′

∂φs′

∂vk
fs −

∂2ψs′

∂vk∂vl

∂fs
∂vl

)
(6.2.71)

ただし, Lss
′
=

(
eses′

ϵ0ms

)2

lnΛ (6.2.72)

となる。或いは、ローゼンブルースポテンシャルを使わずに fs′ を明示して表すと、

Cs = −
∑
s′

e2se
2
s′ lnΛ

8πϵ20ms

∂

∂vk

∫
Ukl

(
fs(v)

ms′

∂fs′(v
′)

∂v′l
− fs′(v

′)

ms

∂fs(v)

∂vl

)
d3v′ (6.2.73)

ただし, Ukl =
1

|v − v′|

[
δkl −

(vk − v′k)(vl − v′l)
|v − v′|2

]
(6.2.74)

である。速度変数 v と積分変数 v′ の区別に注意して欲しい。この形式はランダウの形式と呼ば
れる。2階テンソル Ukl は次の関係を恒等的に満たす。

(v − v′) ·U = 0 (6.2.75)

保存則より衝突項が満たすべき性質 (6.2.16)-(6.2.18) を上述の衝突項が満たすことは簡単に
確かめられる。例えば式 (6.2.16) は、d3v についての積分が表面積分になるため、分布関数が
v → ∞でゼロになることと併せると分かる。また、式 (6.2.17), (6.2.18)は被積分関数の s, s′

の交換に対する対称性を考えれば分かる。

6.2.3 H定理とマクスウェル-ボルツマン分布
分布関数 fs(x,v, t)に対して、

Ss = −kB
∫
fs ln fsd

3v (6.2.76)

は単位体積あたりのエントロピーを表す。この節を読み進めると納得できるはずである。本節
で説明する内容の概要を先に示す。

1. 孤立系でのエントロピーの総量

Ss =

∫
Ssd

3x (6.2.77)

を考えたとき、
dSs

dt
= −kB

∫
Cs ln fsd

3xd3v (6.2.78)

と書ける。つまり、エントロピーは衝突によってのみ生成される。
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2. フォッカー-プランク (ランダウ) の同種粒子間の衝突項は確かにエントロピーを増大
させる。つまり、 (

∂Ss
∂t

)
同種

= −kB
∫
Css ln fsd

3v ≥ 0 (6.2.79)

である (ボルツマンの H定理)。
3. 分布関数 fs が局所マクスウェル-ボルツマン分布の場合のみ、同種粒子間衝突による
エントロピー生成がゼロになる。つまり、上式の等号が成り立つ。

4. 以上の議論より、分布関数が局所マクスウェル-ボルツマン分布であるときが局所熱平
衡状態であることが分かる。このときの Ss を計算してみると、確かに節 3.4.1で述べ
たエントロピーの形式と一致する。

5. 粒子種 sと s′ が同じ温度、平均速度のマクスウェル-ボルツマン分布である場合は、こ
れらの粒子間の衝突項もゼロになる。

1について
式 (6.2.76)を用いると、

dSs

dt
= −kB

∫
∂fs
∂t

(1 + ln fs)d
3xd3v (6.2.80)

と書ける。第 1項の積分は系全体での粒子数が保存することからゼロになる。第 2項の
∂fs/∂tは運動論的方程式より、

∂fs
∂t

= −∇ · (vfs)−∇v ·
(

F

ms
fs

)
+ Cs (6.2.81)

と書ける。F はローレンツ力である。上式の第 1, 2項は∫
ln fs

{
∇ · (vfs) +∇v ·

(
F

ms
fs

)}
d3xd3v

=

∫ {
∇ · [vfs(ln fs − 1)] +∇v ·

[
F

ms
fs(ln fs − 1)

]}
d3xd3v (6.2.82)

というようにして、最終的にガウスの発散定理を用いて表面積分に変形できるので、孤立
系全体で積分するとゼロになる。よって、衝突項だけがSs に寄与し、式 (6.2.78)のよう
に書ける。

2について
同種粒子間の衝突によるエントロピー生成率は、ランダウの衝突項 (6.2.73)を用いると、
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次のように計算できる。(
∂Ss
∂t

)
同種

= −kB
∫
Css ln fsd

3v (6.2.83)

=
kBL

ss

8π

∫
d3v

∫
d3v′ ln fs

∂

∂vk
Ukl

(
fs
∂f ′s
∂v′l
− f ′s

∂fs
∂vl

)
(6.2.84)

= −kBL
ss

8π

∫
d3v

∫
d3v′

∂ ln fs
∂vk

Ukl

(
fs
∂f ′s
∂v′l
− f ′s

∂fs
∂vl

)
(6.2.85)

ただし, fs = fs(v), f ′s = fs(v
′) (6.2.86)

2 段目から 3 段目の変形では d3v についての積分で部分積分をした。上式で積分変数の
v と v′ を入れ替えても積分結果には影響しない。入れ替えた式と上式を足して 2で割る
ことで、(

∂Ss
∂t

)
同種

=
kBL

ss

16π

∫
d3v

∫
d3v′fsf

′
sUkl

(
∂ ln f ′s
∂v′k

− ∂ ln fs
∂vk

)(
∂ ln f ′s
∂v′l

− ∂ ln fs
∂vl

)
(6.2.87)

を得る。ここで、シュワルツの不等式より、任意のベクトル aに対して

Uklakal =
1

|v − v′|3
{
|v − v′|2a2 − [(v − v′) · a]2

}
≥ 0 (6.2.88)

が成り立つことを用いれば、上式が非負の値をとることが分かる。
3について

シュワルツの不等式において等号が成り立つのはベクトル (v − v′)と aが平行な場合の
みなので、同種粒子間衝突によるエントロピー生成がゼロになるための必要十分条件は

∂ ln f ′s
∂v′k

− ∂ ln fs
∂vk

= c0(vk − v′k) (6.2.89)

である。c0 は適当な定数である。上式は、v0 を別の定数として

∂ ln fs
∂vk

= −c0(vk − v0k) (6.2.90)

という形で書ける場合のみ成り立つ。つまり、

fs = c1 exp[−c0(v − v0)
2] (6.2.91)

である。節 6.1.1 で説明したように各定数に物理的意味を与えると、マクスウェル-ボル
ツマン分布 f0s になる。ただし、今考えているのは、実空間中の各点 (x, t)における数密
度、温度、平均速度に合わせ、各点で一般には異なる幅や高さを持つマクスウェル-ボル
ツマン分布である。このような分布を局所マクスウェル-ボルツマン分布と言う。
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4について
熱平衡状態での粒子種 sの圧力 ps は運動論においては次のように理解できる。粒子を完
全に反射するような壁が x̂に垂直に置かれているとする。この壁に運動量msv を持った
1粒子が反射すると、壁に 2msvx の運動量を与える。時間 δtの間に壁の面積 δS の部分
に運動量 msv を持った粒子数が反射する回数は、体積 vxδtδS の中にあってその運動量
を持っている粒子数 vxf

0
s d

3vδtδS に等しい。一方で単位時間単位面積あたりに壁が受け
取る運動量の総量が圧力である。よって、平均速度 v0 をゼロとしたマクスウェル-ボル
ツマン分布 f0s に対して

ps =

∫
vx>0

2msv
2
xf

0
s d

3v (6.2.92)

=

∫
msv

2
xf

0
s d

3v (6.2.93)

という関係がある。ただし、2段目では積分範囲を速度空間 d3vの全範囲に拡張した代わ
りに 2で割った。速度空間で等方的な系を考えているので、ŷ, ẑ に垂直な壁を考えても
ps は同じ値になる。3つの場合の式を足し合わせて 3で割ると、

ps =
ms

3

∫
v2f0s d

3v (6.2.94)

となる。この積分を実行すると、次の式を得る。

ps = nskBTs (6.2.95)

これは粒子種 sに関する理想気体の状態方程式である。
マクスウェル-ボルツマン分布 f0s に対して式 (6.2.76)を実際に計算すると、次のように
なる。

S0
s = −kB

∫
f0s ln f

0
s d

3v (6.2.96)

= −nskB

{
ln

[
ns

(
ms

2πkBTs

)3/2
]
− 3

2

}
(6.2.97)

=
3

2
nskB ln

(
ps

ρ
5/3
s

)
+定数 (6.2.98)

ただし、質量密度 ρs = msns を導入した。これは確かに式 (3.4.8)の形式に一致する。
5について

実際に式 (6.2.73)にマクスウェル-ボルツマン分布を代入して計算してみると分かる。
節 6.1.2の補足

外力として保存力
F = −∇ϕ(x) (6.2.99)
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が加わっている場合の平衡解は

fs(x,v) = f0s (v) exp

(
− ϕ(x)
kBTs

)
(6.2.100)

と表されることを示す。上式は時間 tに依存しないので、∂fs/∂t = 0であることは明ら
かである。また、新たな因子 exp[−ϕ(x)/(kBTs)]は速度 v に依存しないので、衝突項も
ゼロになることが分かる。よって、運動論的方程式の残りの項は[

v · ∇ − ∇ϕ(x)
ms

· ∇v
]
fs(x,v) = 0 (6.2.101)

となる。fs(x,v)がこれを満たすことは直ぐに分かる。

6.2.4 モーメント積分と保存則
運動論的方程式は個々の粒子の速度を統計的に扱う方程式である。(x,v, t) の計 7 個の変数

を持つため、この方程式を用いて現象の解析を行うのは困難である。よって、実用的には、粒子
の運動の平均的な性質を表す量をいくつか導入して、それらの量の時間発展方程式 (保存則) を
求める。それらの式が運動論的方程式の代わりに用いられる�17。なお、以後電子と 1種類のイ
オンから成る完全電離プラズマを考えることにする。つまり、電子の場合 s = e、イオンの場合
s = iである。部分電離プラズマについては節 6.5で説明する。

モーメントを計算する
保存則を求めるには、運動論的方程式の両辺に 1,v, v2 を乗じてから速度空間で積分する。こ

の操作は「運動論的方程式のモーメントを計算する」と表現される。まず、1を乗じて (何も乗
じないで)積分すると、運動論的方程式 (6.2.14)の左辺第 1項は∫

∂fs
∂t

d3v =
∂ns
∂t

(6.2.102)

というように、実空間での数密度に置き換わる。第 2項は∫
v · ∇fsd3v = ∇ ·

∫
vfsd

3v (6.2.103)

となる。ここで、各点での粒子の平均速度 us を

us =

∫
vfsd

3v∫
fsd

3v

=
1

ns

∫
vfsd

3v (6.2.104)

�17 この手法は節 5.1で放射輸送方程式に対してモーメント方程式を求めた手法と同類である。
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と導入すれば、第 2項は∇ · (nsus)と書ける。第 3項は

es
ms

∫
[E + v ×B] · ∇vfsd3v =

es
ms

∫
fs[E + v ×B] · dS (6.2.105)

というように表面積分に置き換わる。例えばマクスウェル-ボルツマン分布のような分布関数の
場合、被積分関数は v →∞でゼロになるため、以後、表面積分はゼロであると考える。運動論
的方程式の衝突項は、その性質 (6.2.16)より積分するとゼロになるため、結局 1を乗じたモー
メントは次のようになる。

∂ns
∂t

+∇ · (nsus) = 0 (6.2.106)

これは粒子種 sの質量保存則を表す。
次に、v を乗じたモーメントを求める。以後、ある量 Q(v)についての粒子種 sの速度分布に

対する平均値を

⟨Q⟩s =

∫
Qfsd

3v∫
fsd

3v

=
1

ns

∫
Qfsd

3v (6.2.107)

と書く。つまり、us = ⟨v⟩s である。運動論的方程式の左辺第 1, 2項は∫
∂fs
∂t

vd3v =
∂

∂t
(nsus) (6.2.108)∫

v · ∇fsvd3v = ∇ ·
∫

vvfsd
3v = ∇ · (ns ⟨vv⟩s) (6.2.109)

と書ける。ライプニッツ則と ∇v · [E + v ×B] = 0より、

[E + v ×B]k
∂fs
∂vk

vi =
∂

∂vk
([E + v ×B]kvifs)− [E + v ×B]kδikfs (6.2.110)

と計算できることを用いれば、第 3項は表面積分を無視して
es
ms

∫
[E + v ×B] · ∇vfsvd3v = −esns

ms
[E + us ×B] (6.2.111)

と書ける。衝突項の性質 (6.2.19)も用いれば、v を乗じたモーメントは次のように書ける。

∂

∂t
(nsmsus) +∇ · (nsms ⟨vv⟩s) = nses(E + us ×B) +

∫
msvCssd

3v (6.2.112)

ただし、sは sとは逆の粒子種を表す。つまり、例えば s = eならば s = iである。上式は粒子
種 sの運動量保存則を表す。
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v2 を乗じたモーメントも同様にして各項を計算していくと、

∂

∂t

(
1

2
nsms ⟨v2⟩s

)
+∇ ·

(
1

2
nsms ⟨v2v⟩s

)
= nsesE · us +

∫
1

2
msv

2Cssd
3v (6.2.113)

と書ける。これは粒子種 sのエネルギー保存則を表す。
vv や v2v を乗じて積分することで、上述した保存則に現れる ⟨vv⟩s や ⟨v2v⟩s の時間発展式

を導出することもできるが、それらの式の中には更に高次のモーメントが出てきてしまうため、
それらの時間発展式を求めようとすると堂々巡りになる。普通は上述の成分にして計 5つの保
存則を以て打ち切る。

速度を平均と平均からのずれに分ける
運動量保存則 (6.2.112)に現れる v を平均とそこからのずれに分ける。

v = ⟨v⟩s + ṽs = us + ṽs (6.2.114)

⟨ṽs⟩ = 0である。これを用いると、

⟨vv⟩ = usus + ⟨ṽsṽs⟩ (6.2.115)

と計算できる。保存則に現れる 2 階テンソル Ps = nsms ⟨ṽsṽs⟩ は応力テンソルと呼ばれる。
応力テンソルの等方的な成分を psI、そこからのずれを πs と書くことにする。つまり、

Ps = nsms ⟨ṽsṽs⟩ = psI+ πs (6.2.116)

ただし, Tr(πs) = 0 (6.2.117)

である。Tr(πs)は πs のトレース (対角成分の和)という意味である。ps は圧力、分布関数の
異方性から現れる πs は粘性応力テンソルである。衝突項から出てくる項については、

Rs =

∫
msṽsCssd

3v =

∫
msvCssd

3v (6.2.118)

と書くことにする。Rs は異種間の運動量交換の平均を表す量であり、摩擦力 (friction force)

と呼ばれる。衝突項の性質 (6.2.17)より

Re = −Ri (6.2.119)

が成り立つ。結局、粒子種 sの運動量保存則は次のように書ける。
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∂

∂t
(nsmsus) +∇ · (nsmsusus) = −∇ps −∇ · πs + nses(E + us ×B) +Rs (6.2.120)

エネルギー保存則 (6.2.113) についても同様に書き換える。まず時間微分項について、v =

us + ṽs を代入して展開し、⟨ṽs⟩ = 0を用いることで、
1

2
nsms ⟨v2⟩ =

1

2
nsmsu

2
s +

1

2
nsms ⟨ṽ2s⟩ (6.2.121)

が分かる。上式の第 1項は平均速度によるエネルギーであり、これを運動エネルギーと言う。第
2項は平均速度からのずれの分散に相当するものであり、これを熱エネルギーと言う。熱エネル
ギーは応力テンソルのトレースを考えることによって、

1

2
nsms ⟨ṽ2s⟩ =

1

2
Tr(Ps) =

3

2
ps (6.2.122)

と書けることが分かる。つまり圧力 ps は、節 6.1.1で述べたように
1

2
ms ⟨ṽ2s⟩ =

3

2
kBTs (6.2.123)

と導入される温度 Ts との間に、
ps = nskBTs (6.2.124)

という関係を持つ。次に、∇·の中に現れる ⟨v2v⟩については、
⟨v2v⟩ = u2sus + ⟨ṽ2s⟩us + ⟨ṽ2s ṽs⟩+ 2u · ⟨ṽsṽs⟩ (6.2.125)

と計算できる。上式は第 1項からそれぞれ、運動エネルギーの平均速度による移流、熱エネル
ギーの平均速度による移流、熱エネルギーの熱運動によるフラックス (熱流束)、応力による仕
事率に相当する。熱流束は次のように書くことにする。

qs =
1

2
nsms ⟨ṽ2s ṽ⟩ (6.2.126)

衝突項由来の項については、

Qs =

∫
1

2
msṽ

2
sCssd

3v (6.2.127)

と書くことにすると、∫
1

2
msv

2Cssd
3v =

∫ (
msus · ṽs +

1

2
msṽ

2
s

)
Cssd

3v (6.2.128)

= us ·Rs +Qs (6.2.129)
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と書ける。Qs は異種間での衝突によって生じる熱を表し、衝突項の性質 (6.2.18)より、

Qe +Qi = −ue ·Re − ui ·Ri = (ui − ue) ·Re (6.2.130)

という関係が分かる。以上より、エネルギー保存則は次のように書ける。

∂

∂t

(
1

2
nsmsu

2
s +

3

2
ps

)
+∇ ·

(
1

2
nsmsu

2
sus +

5

2
psus + us · πs + qs

)
= nsesE · us + us ·Rs +Qs (6.2.131)

上述した 3保存則に加え、電荷密度 ζ と電流密度 j を

ζ = eene + eini = Zeni − ene (6.2.132)

j = eeneue + einiui = Zeniui − eneue (6.2.133)

と導入し、マクスウェル方程式を用いると全体の方程式系になる。しかし、πs,Rs, qs, Qs を
巨視的な量 ns,us, ps (或いは Ts), E,B で表さないことには方程式系を閉じることができない。
この関係を考察することが運動論の役割のひとつである。ここで重要になる分布関数が局所マ
クスウェル-ボルツマン分布である。再掲すると、実空間の各点での ns(x, t), Ts(x, t),us(x, t)

に対して次のように定義される。

f0s (x,v, t) = ns

(
ms

2πkBTs

)3/2

exp

[
−ms|v − us|2

2kBTs

]
(6.2.134)

節 6.2.3 で述べたように、分布関数が各点においてこの関数に従うとき、プラズマが局所熱平
衡にあると言う。f0s は ṽs を変数にとれば速度空間で等方的なので、ṽs についての奇関数の
平均をゼロにする。故に粒子種 s の分布関数が f0s である場合は、πs, qs はゼロである。さら
に、電子とイオンが温度 Ts と平均速度 us の等しいマクスウェル-ボルツマン分布に従う場合は
フォッカー-プランク (ランダウ) の異種間の衝突項がゼロになるため、Rs, Qs もゼロになる。
よってこの場合は方程式系が完全に閉じる。しかし、現実の系では分布関数が f0s からずれるた
め、πs,Rs, qs, Qs が存在する。対象とする系でこのずれが大きい場合は、モーメントを用いる
ことの是非を問うべきである。しかし、小さい場合はこれらの量を見積もる手法がある。詳し
くは節 6.4で説明する。
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6.2.5 1流体方程式
前節では運動論的方程式のモーメントを考えることで、多流体方程式系を構成した。対象と

する系で更に次のような条件が満たされる場合、電子集団とイオン集団をまとめてひとつの流
体として扱った方が、方程式系が簡単になる。

� 電子とイオン間の緩和時間 τeq より十分に長い時間スケールの現象を対象とするため、電
子とイオンの温度が等しい。

Te = Ti (6.2.135)

� プラズマが全体として中性を保っている (準中性の仮定)。

|ne − Zni| ≪ ne (6.2.136)

これはデバイ長より十分に大きく、プラズマ振動数より十分に長いスケールの現象を対
象とする場合には成り立つと考えられる。

� 電子とイオンの平均速度差が十分に小さい (弱電流の仮定)。

|ui − ue| ≪
|nemeue + nimiui|
neme + nimi

(6.2.137)

この仮定の下で導出される方程式は 1流体方程式と呼ばれる。第 3章で説明したMHD方程式
系である。
電荷密度 (6.2.132)と電流密度 (6.2.133)に加え、次の量を導入する。

ρ = neme + nimi (質量密度) (6.2.138)

ρU = nemeue + nimiui (運動量密度) (6.2.139)

p = pe + pi = (ne + ni)kBT (圧力) (6.2.140)

電荷密度と質量密度を用いると、準中性の仮定は次のように書ける。

|ζ| ≪ Ze

mi
ρ (6.2.141)

また、準中性の仮定の下で
ui − ue ∼

j

ene
(6.2.142)

であることを用いると、弱電流の仮定は

|j| ≪ ene|U | (6.2.143)

と書ける。

467 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 6 章 MHDの限界と運動論 6.2 運動論からMHD方程式へ

多流体方程式、つまり ne, ni,ue,ui, pe, pi の成分にして計 10 個の変数についての方程式を、
Te = Ti の仮定の下で ρ, ζ,U , j, pの成分にして計 9個の方程式に変換する。準中性の仮定と弱
電流の仮定、および Zme/mi ≪ 1であることを用いて近似すると、多流体方程式での各変数は
新しく導入した各変数によって次のように表される。

ne =
Zρ−miζ/e

mi + Zme
≃
準中性

Zρ

mi
(6.2.144)

ni =
ρ+meζ/e

mi + Zme
≃
準中性

ρ

mi
(6.2.145)

ue =
ρU −mij/(Ze)

ρ−miζ/(Ze)
≃
準中性

U − mij

Zeρ
≃
弱電流

U (6.2.146)

ui =
ρU +mej/e

ρ+meζ/e
≃
準中性

U (6.2.147)

pe =
ne

ne + ni
p ≃
準中性

Z

1 + Z
p (6.2.148)

pi =
ni

ne + ni
p ≃
準中性

1

1 + Z
p (6.2.149)

各粒子種についての質量保存則 (6.2.106)にms を乗じて粒子種 sについて和を取ると、次の質
量保存則を得る。

∂ρ

∂t
+∇ · (ρU) = 0 (6.2.150)

一方で、各粒子種についての質量保存則に es を乗じて sについて和を取ると、次の電荷保存則
を得る。

∂ζ

∂t
+∇ · j = 0 (6.2.151)

各粒子種についての運動量保存則 (6.2.120)を足し合わせ、上述した近似を用いて多流体変数を
1流体変数に置き換えることで、次の運動量保存則を得る。

∂

∂t
(ρU) +∇ · (ρUU + pI+ πe + πi) = ζE + j ×B (6.2.152)

ただし、式 (6.2.119)の関係よりRs は相殺して消える。粘性テンソルの表式について、いちば
ん簡単な形式を採用するならば、

πe + πi ≃ πi ≃ −µW (6.2.153)

ただし, Wkl =
∂Uk
∂xl

+
∂Ul
∂xk
− 3

2
(∇ ·U)δkl (6.2.154)

と書ける (詳しくは節 6.4参照)。µは粘性率、W はトレースがゼロになるように定義された歪
速度テンソルである。各粒子種についてのエネルギー保存則 (6.2.131)を足し合わせ、上述した
近似を用いて多流体変数を 1流体変数に置き換えることで、次の式を得る。
∂

∂t

(
1

2
ρU2 +

3

2
p

)
+∇ ·

(
1

2
ρU2U +

5

2
pU +U · πe +U · πi + qe + qi

)
= j ·E (6.2.155)
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ただし、∑s(us ·Rs + Qs)は式 (6.2.130)の関係より相殺して消える。qs の表式については、
いちばん簡単なものを用いるならば次のように書ける。

qe + qi ≃ qe ≃ −κ∇(kBT ) (6.2.156)

κは熱伝導率である�18。式 (6.2.155)はプラズマの運動エネルギーと熱 (内部)エネルギーの和
の保存則である。節 3.4.1で説明したことと見比べると、本節で考えているプラズマは比熱比が
γ = 5/3の場合の理想気体であることが分かる。
方程式系を閉じるには更に、オームの法則に相当する方程式が必要である。各粒子種につい

ての運動量保存則に es/ms を乗じて s について和を取ると、次の式を得る。ただし、近似式
(6.2.147)において、準中性の仮定は課すが弱電流の仮定は課さずに計算してみる。また、πs の
項は小さいとして無視する。

−Zme

mi

(mi

Ze

)2 1

ρ

[
∂j

∂t
+∇ · (jU +Uj)

]
︸ ︷︷ ︸

慣性

+
mi

Zeρ
[∇pe︸︷︷︸
電子圧

−j ×B︸ ︷︷ ︸
ホール効果

]

+E +U ×B = ηj (6.2.157)

Re については、いちばん簡単な形式として次のものを用いた。
Re ≃ eneηj (6.2.158)

ηは電気抵抗率 (電気伝導率の逆数)である�19。慣性項の∇·内に現れる jj の項は、弱電流の仮
定をした時に 2次以上の微小量になるため、無視した。慣性項、電子圧項、ホール効果の項は弱
電流の仮定の下では微小量なので、無視すれば節 2.4で導入したオームの法則の形式になる�20。
部分電離プラズマにおけるオームの法則については節 6.5.2で説明する。
上述した保存則とオームの法則に加え、マクスウェル方程式によって方程式系は閉じる。更

に、節 2.5.1で説明したスケーリングによって、電場による力と変位電流を無視すると、MHD

方程式系になる。
運動量保存則における時間微分項と −∇ · πs ∼ µ∇2U の項を見比べると、粘性による速度の

拡散の時間スケール τvis は、現象の空間スケールを Lとして L2ρ/µのオーダーであることが分
かる。ρ ∼ mini であり、節 6.4の議論より µ ∼ nikBTτi であることが分かるので、

τvis ∼
L2

v2i τi
(6.2.159)

�18 節 3.3.3 で導入した熱伝導率とは kB の分だけ次元が違うことに注意して欲しい。この定義の仕方の熱伝導率を
用いるのは本章だけである。

�19 本章では磁気拡散率 1/(µ0σ)ではなく、電気抵抗率 1/σ に η の文字を当てていることに注意して欲しい。両者
の違いは単に定義される次元の違いである。

�20 ただし、ηj 項 (オーム項) も弱電流の仮定の下で、磁場が強い場合はやはり小さいことが期待される。η ∼
me/(e2neτe)(節 6.4 参照) と見積もると、オーム項 (O) とホール項 (H) の比は H/O = Ωeτe なので、磁場が
強い場合はホール項の方が大きくなる。このように Ωeτe はホール効果の大きさの指標になるため、(電子) ホー
ルパラメータと呼ばれることがある。
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と見積もられる。vi はイオンの熱速度、τi は節 6.1.4で定義したイオンの緩和時間である。一方
で、エネルギー保存則における時間微分項と qs ∼ κ∇2(kBT ) の項を見比べると、熱伝導によ
る温度の拡散の時間スケール τq は L2ne/κのオーダーであることが分かる。節 6.4の議論より
κ ∼ nekBTτe/me であることが分かるので、

τq ∼
L2

v2eτe
(6.2.160)

と見積もられる。ve は電子の熱速度、τe は節 6.1.4で定義した電子の緩和時間である。流体方
程式は τs が現象の時間スケールより十分に短い場合に使われるため、反対に τvis, τq は長くな
る。これらの拡散時間より十分に短い時間スケールの現象を考える場合は πs, qs の項は無視で
きる�21。

6.3 衝突過程
節 6.2.2で説明した、クーロン力による小角散乱の衝突項を更に単純化することで、各種の衝

突過程について考察する。節 6.1.4で簡単に見積もったように、小角散乱における「衝突頻度」
とは、単位時間あたりに何回衝突が起きるかの指標というよりは、近隣の粒子による複雑なクー
ロンポテンシャルの中を粒子が進んだ結果、粒子の速度に何らかの無視できない変化が現れる
までの時間の逆数と解釈すべきである。衝突項に単純化を施した結果、

Css′ = νss′D[fs] (6.3.1)

というように、fs に作用する無次元の微分演算子 Dと係数 νss′ を用いて表せたとする。このと
き、この係数 νss′ が粒子種 s - s′ 間の衝突の結果 fs に生じる効果についての衝突頻度と解釈で
きる。その効果の内容は D が表している。一般に衝突頻度は注目する粒子種の速度 v に依存す
ることが期待される。
なお、本節で粒子種 sと s′ の間の衝突項 Css′ を考える場合、粒子種 sの集団の静止系で考え

ることにする。つまり、本節で v と表している変数は節 6.2.4において ṽs = v − us と表して
いた各点での平均速度 us からのずれを表す。

v − v′ = (ṽs + us)− (ṽ′
s + us) = ṽs − ṽ′

s (6.3.2)

であることを考慮すると、v → ṽ の変数変換でフォッカー-プランク (ランダウ) の衝突項
(6.2.71)および (6.2.73)やローゼンブルースポテンシャル (6.2.65), (6.2.66)の形式は変わらな
いことが分かる。

�21 しかし、乱流によるより大きな拡散現象を考慮した拡散項を加えなければならない場合はしばしばある。
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6.3.1 電子-イオン間の衝突項
電子がイオンと衝突する過程について考える。イオンは平均速度 ui のまわりにおよそ熱速度

vi =
√

2kBTi/mi の広がりを持って分布しているとする。電子とイオンの温度がそこまで離れ
た値でないとすると、vi ≪ ve が成り立つため、電子から見たイオンの速度空間での分布をデル
タ関数

fi(v) ≃ niδ(v − u) (6.3.3)

に近似して考える。u = ui−ue は電子集団から見たイオン集団の平均速度である。ローゼンブ
ルースポテンシャル (6.2.65), (6.2.66)に上記のデルタ関数を代入すると、

φi ≃ −
ni
4π

1

|v − u|
≃ − ni

4πv

(
1 +

v · u
v2

)
(6.3.4)

ψi ≃ −
ni
8π
|v − u| ≃ −niv

4π

(
1− v · u

v2

)
(6.3.5)

と書ける。ただし 2番目の近似では、イオンの平均速度は電子の平均速度とさほど違わない

u≪ ve (6.3.6)

として展開した。Cei において、式 (6.2.71)の第 1項にはme/mi が係っているため、小さいと
して無視する。よって、

Cei ≃ −Lei ∂

∂vk

(
∂2ψi

∂vk∂vl

∂fe
∂vl

)
(6.3.7)

≃ niL
ei

8π

∂

∂vk

[
∂2v

∂vk∂vl

∂fe
∂vl
− ∂2

∂vk∂vl

(vmum
v

) ∂f0e
∂vl

]
(6.3.8)

= C0
ei + C1

ei (6.3.9)

と書ける。ただし、電子の分布は 0次近似的にマクスウェル-ボルツマン分布 f0e であるとして、
式 (6.3.5)の展開の 1次の項から出てくる上式の第 2項においては fe を f0e で近似した。
C0

ei については、
∂2v

∂vk∂vl
=
v2δkl − vkvl

v3
(6.3.10)

という関係を用い、速度空間での極座標 (v, θ, ϕ)を用いて勾配や発散を書き換える�22と、

C0
ei =

niL
ei

8π
∇v ·

[
1

v
∇vfe −

v

v3
(v · ∇vfe)

]
(6.3.11)

=
niL

ei

8πv3

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂fe
∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2fe
∂ϕ2

]
(6.3.12)

�22 極座標での微分の表し方については付録 1.Bを参考にして欲しい。
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と書ける。C1
ei についてもひたすらに計算すると、

∂2

∂vk∂vl

(vm
v

) ∂f0e
∂vl

=
v2δkm − vkvm

v3
me

kBTe
f0e =

∂2v

∂vk∂vm

me

kBTe
f0e (6.3.13)

∂3v

∂vk∂vk∂vm
= −2vm

v3
(6.3.14)

という関係が分かり、
C1

ei =
niL

ei

4π

me

kBTe

v · u
v3

f0e (6.3.15)

と書ける。まとめると、Cei は次のように書ける。

Cei[fe] = νei(v)

(
L [fe] +

mev · u
kBTe

f0e

)
(6.3.16)

ただし, L [fe] =
1

2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂fe
∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2fe
∂ϕ2

]
(6.3.17)

νei(v) =
niL

ei

4πv3
=

3
√
π

4τe

(
ve
v

)3

=
nie

2
i e

2 lnΛ

4πm2
eϵ

2
0v

3
(6.3.18)

L はローレンツ散乱演算子と呼ばれる。νei(v)は電子-イオン間衝突頻度であり、v−3 に依存
する。τe は式 (6.1.63)で定義した電子の緩和時間である。上式の第 1項はイオンの質量が無限
大で、静止していると考えたときの衝突 (小角散乱)の効果を表す。そのような衝突では電子の
速さ (エネルギー)は変化せず、速度の向きのみが変化する。このことに関連してL [fe]に v 微
分は現れない。2L はラプラシアン ∇2

v の θ と ϕに関する部分に一致する。第 1項は電子の速
度分布を v が一定の球面上で拡散させる効果であると解釈できる。つまり、イオンの集団の静
止系で見た電子の分布関数を等方的にしようとする効果である。マクスウェル-ボルツマン分布
にL を作用させるとゼロになる。

L [f0s ] = 0 (6.3.19)

式 (6.3.16) の第 2 項は、電子集団とイオン集団の平均速度に差があった場合に、イオン集団
に電子集団が引きずられる効果である。式 (6.3.16) はイオンの質量には依存しないことも特筆
しておく。

6.3.2 マクスウェル-ボルツマン分布との衝突項
前節では電子-イオン間の衝突を考え、イオンの速度分布をデルタ関数的とみなして衝突項を

単純化した。また、衝突項 (6.2.71)の第 1項は無視した。本節では衝突相手 (粒子種 s′)がマク
スウェル-ボルツマン分布に従うとして衝突項を第 1項も含めて考え、任意の粒子種間の衝突に
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ついて一般的に言える議論をする。衝突相手の集団は平均的に静止している (us′ = 0)とする。
つまり、

fs′(v) = f0s′(v) =
ns′

π3/2v3s′
exp

(
− v

2

v2s′

)
(6.3.20)

である。f0s′ が等方的なので、ローゼンブルースポテンシャル φs′ , ψs′ は速度の大きさ v にのみ
依存し、速度の向きには依存しない関数になる。よって、φs′ , ψs′ を v で微分した導関数をそれ
ぞれ φ′

s′ , ψ
′
s′ と書くことにすると、

∂φs′

∂vk
=
vk
v
φ′
s′ (6.3.21)

∂2ψs′

∂vk∂vl
=

∂2v

∂vk∂vl
ψ′
s′ +

vkvl
v2

ψ′′
s′ (6.3.22)

と計算できる。これを用いると、式 (6.2.71)より

Css′ [fs, f
0
s′ ] = Lss

′ ∂

∂vk

[
ms

ms′

vk
v
φ′
s′fs −

(
∂2v

∂vk∂vl
ψ′
s′ +

vkvl
v2

ψ′′
s′

)
∂fs
∂vl

]
(6.3.23)

となる。更に、
∂2v

∂vk∂vl
vk = 0 (6.3.24)

∂

∂vk

(
∂2v

∂vk∂vl

∂fs
∂vl

)
=

2

v3
L [fs] (6.3.25)

∇v · [F (v)v] =
1

v2
∂

∂v
[v3F (v)] (6.3.26)

という関係を用いれば、

Css′ [fs, f
0
s′ ] = −

2Lss
′

v3
ψ′
s′L [fs] +

Lss
′

v2
∂

∂v

[
v3
(
ms

ms′

φ′
s′

v
fs −

φ′′
s′

v

∂fs
∂v

)]
(6.3.27)

と書ける。上式の物理的意味をはっきりさせるために、次のように書き換える。

Css′ [fs, f
0
s′ ] = νss

′

D L [fs] +
1

v2
∂

∂v

[
v3
(

ms

ms +ms′
νss

′

S fs +
1

2
νss

′

∥ v
∂fs
∂v

)]
(6.3.28)

ただし、

νss
′

S = Lss
′
(
1 +

ms

ms′

)
φ′
s′

v
(6.3.29)

νss
′

D = −2Lss
′

v3
ψ′
s′ (6.3.30)

νss
′

∥ = −2Lss
′ ψ′′

s′

v2
(6.3.31)
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と書いた。節 6.2.2の議論を思い出すと、衝突項の係数は衝突によって変化する速度の期待値や
分散を表すのだった。

⟨δvk⟩
δt

= −Lss
′
(
1 +

ms

ms′

)
∂φs′

∂vk
(6.3.32)

⟨δvkδvl⟩
2δt

= −Lss
′ ∂2ψs′

∂vk∂vl
(6.3.33)

= −Lss
′
(
δkl
v
− vkvl

v3

)
ψ′
s′ − Lss

′ vkvl
v2

ψ′′
s′ (6.3.34)

速度ベクトル v と同じ向きの速度変化を δv∥、直交する向きの速度変化を δv⊥ と書くことにす
ると、上式より

νss
′

S =
⟨−δv∥/v⟩

δt
, νss

′

D =
⟨(δv⊥/v)2⟩

δt
, νss

′

∥ =
⟨(δv∥/v)2⟩

δt
(6.3.35)

という関係が分かる。つまり、νss′S は衝突によって粒子種 sの速さが遅くなる割合を表してい
て、減速頻度 (slowing-down frequency)と呼ばれる。νss′D は L 項に係っていることからも分
かるように、速度の向きが等方分布に向かって拡散していく速さを表す。νss′∥ は速度の大きさ
が拡散していく速さを表す。
マクスウェル-ボルツマン分布 f0s′ に対するローゼンブルースポテンシャル φs′ , ψs′ を求める

ことで、νss′D , νss
′

S , νss
′

∥ の形を具体的に決定する。φs′ の定義 (6.2.65)の形を見ると、φs′ は次の
ポアソン方程式によって決定されることが分かる。

∇2
vφs′ =

1

v2
∂

∂v

(
v2
∂φs′

∂v

)
= f0s′(v) (6.3.36)

上式を解くと、次のような解を得る。

φ′
s′(v) =

ms′ns′

4πkBTs′
G(ws′) (6.3.37)

ただし, ws′ =
v

vs′
(6.3.38)

G(x) =
erf(x)− x erf ′(x)

2x2
(6.3.39)

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−y2)dy (6.3.40)

erf(x)は誤差関数 (error function)である。G(x)はチャンドラセカール関数と呼ばれる。G(x)
は x→ 0と x→∞ではそれぞれ次のような関数に漸近する。

G(x) −→ 2x

3
√
π

(x→ 0) (6.3.41)

G(x) −→ 1

2x2
(x→∞) (6.3.42)
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図 6.5 チャンドラセカール関数 G(x)と誤差関数 erf(x)：G(1) = 0.21, erf(1) = 0.84

図 6.5に G(x)とすぐ後に出てくる erf(x)−G(x)の値を示した。ψs′ は φs′ との間に

1

v2
d

dv

(
v2
dψs′

dv

)
= φs′ (6.3.43)

という関係があることを用いれば

ψ′
s′ = −

ns′

8π
[erf(ws′)−G(ws′)] (6.3.44)

と求まる。結局、各衝突頻度は次のように書ける。

νss
′

D = ν̂ss′
erf(ws′)−G(ws′)

w3
s

(6.3.45)

νss
′

S = ν̂ss′
2Ts
Ts′

(
1 +

ms′

ms

)
G(ws′)

ws
(6.3.46)

νss
′

∥ = 2ν̂ss′
G(ws′)

w3
s

(6.3.47)

ただし, ν̂ss′ =
ns′e

2
se

2
s′ lnΛ

4πϵ20m
2
sv

3
s

(6.3.48)

ws = v/vs である。例えば電子と H+ イオンの衝突 (s = e, s′ = i)で we = 1程度の速さの電
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子を考えた場合、wi ≃ 43になるため、上式より

νeiD ≃ νeiS ≃ ν̂ei (6.3.49)

νei∥ ≃ 5× 10−4 · ν̂ei ≃
me

mi
ν̂ei (6.3.50)

と計算できる。ただし、Te = Ti とした。νei∥ が小さいことは、電子とイオンの質量 (熱速度)の
違いが大きいため、衝突でのエネルギー交換の効率が悪いことを反映している。式 (6.3.28)を
見ると、νeiS の項にはme/mi が係っているため、この速度領域の電子に対しては第 1項 (L の
項)の効果が大きいことが分かる。これは前節の単純化と整合的である。e− i間と i− i間の衝
突の場合、ν̂ss′ は節 6.1.4で定義した各粒子種の緩和時間の逆数に相当する。

ν̂ei =
3
√
π

4τe
, ν̂ii =

3
√
π

4τi
(6.3.51)

6.3.3 イオン-電子間の衝突項
電子との衝突によってイオンの分布関数はどのような影響を受けるのかを考える。まず、電

子の分布関数 fe を平均速度がゼロのマクスウェル-ボルツマン分布 f0e
�23とそこからのずれ f1e

に分けて考える。
fe = f0e + f1e (6.3.52)

衝突項も 2つの部分に分かれる。

Cie[fi, fe] = Cie[fi, f
0
e ] + Cei[fi, f

1
e ] (6.3.53)

まず、上式の第 1項を求める。前節で定義した変数 ws について、典型的には we ≪ wi である
ことを考慮し、式 (6.3.37)の G(ws′)において ws′ → 0の状況を考えることで、

∂φe

∂vk
=

∂v

∂vk
ψ′
e =

ne
3

(
me

2πkBTe

)3/2

vk (6.3.54)

が分かる。また、ψe と φe の関係

∇2
vψe = φe = −

1

4π

∫
f0e (v

′)

|v − v′|
d3v′ (6.3.55)

の右辺について、fi の分布幅は fe の幅に比べて無視できるほど小さいことから、衝突項におい
て注目される速度帯の v は、上式の積分で大きな寄与を果たす速度帯の v′ に対して無視できる
ため、|v − v′| ≃ v′ と近似して計算する。つまり、

∂2ψe

∂v2k
≃ −ne

(
me

2πkBTe

)3/2 ∫
v′ exp

(
−v

′2

v2e

)
dv′ = − ne

(2π)3/2

√
me

kBTe
(6.3.56)

�23 今はイオン集団の平均速度 ui からのずれを v と書いているので、平均速度が ui のマクスウェル-ボルツマン分
布という意味である。
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である。上式をテンソル ∂2ψe/∂vk∂vl のトレースと見ると、
∂2ψe

∂vk∂vl
≃ − ne

3(2π)3/2

√
me

kBTe
δkl (6.3.57)

が分かる。よって、式 (6.3.53)の第 1項は

Cie[fi, f
0
e ] =

mene
miniτe

∇v ·
(
vfi +

kBTe
mi
∇vfi

)
(6.3.58)

と書ける。τe は式 (6.1.63)で定義した電子の緩和時間である。
式 (6.3.53)の第 2項を考える。衝突項 (6.2.71)の中で、mi/me が係っていてい寄与が大きい

と思われる項のみを取り出すと、

Cie[fi, f
1
e ] ≃ Lie ∂

∂vk

(
mi

me

∂φe[f
1
e ]

∂vk

)
(6.3.59)

である。上式は衝突での速度変化 δvk について、

Liemi

me

∂φe

∂vk
≃ −⟨δvk⟩

δt
= −Fk

mi
(6.3.60)

という物理的意味を持つ。つまり、右辺の F は、電子とイオンの平均速度のずれが存在する場
合に、イオンが衝突によって電子から受ける力の期待値と解釈できる。f1e の典型的な速度帯に
比べて fi の速度帯は小さいため、どの速度のイオンも電子から同様の力を受けるとみなせる。
よって、

F =
Ri

ni
= −Re

ni
(6.3.61)

と解釈できる。Rs は式 (6.2.118)で定義した摩擦力である。
以上より、イオン-電子間の衝突項は

Cie[fi] =
Re

mini
· ∇vfi +

mene
miniτe

∇v ·
(
vfi +

kBTe
mi
∇vfi

)
(6.3.62)

と書ける。上式の第 1項は電子とイオンの平均速度にずれがあったときにはたらく摩擦力に
よる速度空間での移流を表す。第 2項は、fi が電子と同じ温度 Te のマクスウェル-ボルツマン
分布である場合はゼロになることから分かるように、イオン集団と電子集団がエネルギー交換
によって等しい温度になろうとする効果を表す。この項の衝突頻度は ne と ni が同じオーダー
と考えれば 1/τeq = me/(miτe)程度と考えられる。

6.3.4 衝突項の線形化
異種粒子間の衝突では電子とイオンの質量が大きく異なることを用いて衝突項を単純化する

ことができた。同種粒子間の衝突では上述したような単純化は行えない。単純化されていない
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衝突項 (6.2.71)および (6.2.73)は双線形 (bilinear)とよばれる性質を持つ。つまり、

Css′ [f
0
s + f1s , fs′ ] = Css′ [f

0
s , fs′ ] + Css′ [f

1
s , fs′ ] (6.3.63)

Css′ [fs, f
0
s′ + f1s′ ] = Css′ [fs, f

0
s′ ] + Css′ [fs, f

1
s′ ] (6.3.64)

Css′ [csfs, cs′fs′ ] = cscs′Css′ [fs, fs′ ] (6.3.65)

である。よって、同種粒子間の衝突項は非線形である。しかし、fs はマクスウェル-ボルツマン
分布 f0s とそこからの微小なずれ f1s で表される

fs = f0s + f1s , |f1s | ≪ f0s (6.3.66)

と仮定すると、次のように線形化することができる。

Css[fs] = Css[f
0
s , f

0
s ]︸ ︷︷ ︸

=0

+Css[f
1
s , f

0
s ] + Css[f

0
s , f

1
s ] + Css[f

1
s , f

1
s ]︸ ︷︷ ︸

無視

(6.3.67)

≃ Css[f1s , f0s ] + Css[f
0
s , f

1
s ] (6.3.68)

2次の項は無視した。第 1項はマクスウェル-ボルツマン分布に対する衝突項であり、節 6.3.2で
行った考察が使える。ローゼンブルースポテンシャルを用いる場合、第 2項は f1s に対する φs

のポアソン方程式を解く必要がある。ランダウの形式を用いる場合、

f1s = f0sχ (6.3.69)

と書くことで、線形化された衝突項は

Clss[fs] = −
Lss

8π

∂

∂vk

∫
Uklf

0
s (v)f

0
s (v

′)

(
∂χ(v′)

∂v′l
− ∂χ(v)

∂vl

)
d3v′ (6.3.70)

と書ける。異種粒子間の衝突項に対しても、分布関数をマクスウェル-ボルツマン分布とそこか
らのずれに分けて、

Css′ [fs, fs′ ] ≃ Css′ [f1s , f0s′ ] + Css′ [f
0
s , f

1
s′ ] (6.3.71)

と近似する操作を線形化と呼ぶ。

6.4 古典輸送理論
各粒子種の分布関数がマクスウェル-ボルツマン分布とそこからの微小なずれで表されるとい

う仮定の下で運動論的方程式を解くことで、節 6.2.4で定義した輸送過程を表す項πs,Rs, qs, Qs

と巨視的な量の間の関係が求まる。この問題は今まで様々な方法で解かれてきた。その中でよ
く目にすると思われる Spitzer & Härm (1953) と Braginskii (1965) の方法について、それぞ
れどのような問題設定が行われているのかの概要と計算結果を示す。
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これらの研究は古典輸送理論 (classical transport theory) と呼ばれる。「古典」という言葉
は、後に考えられるようになった新古典輸送 (neoclassical transport)や異常輸送 (anomalous

transport)、乱流輸送 (turbulent transport)と対比するために用いられる。新古典輸送理論は
核融合炉にプラズマを閉じ込めるための研究の文脈において、トーラス型 (ドーナツ型)の系で
観測される、古典輸送理論では説明できないほど大きな輸送現象を理解するために発展した。
トーラス型磁場における磁気ミラーや粒子のシェル運動 (節 6.1.5参照)起因の輸送が考慮され
ている。異常輸送とは、新古典輸送理論でも説明できない大きさの輸送現象を理解するために、
プラズマの中で起こる様々な揺らぎの効果を考慮に入れたものであり、乱流輸送とも呼ばれる。
新古典輸送については例えば横山雅之 (2000), Balescu (1988)を、異常輸送については例えば岸
本泰明 (2000), Horton (2017) を参考にして欲しい。また、宇宙物理、特にダイナモ理論への
応用も念頭に置いた乱流理論についての文献には Yoshizawa et al. (2002), Krause & Rädler

(1980)がある�24。

6.4.1 ブラギンスキーの輸送係数
Braginskii (1965)は強い磁場が存在する完全電離プラズマを想定して運動論的方程式を解く

ことで異方性のある輸送係数を見積もった。それらの輸送係数を用いて方程式系を閉じた電子-

イオン 2流体モデルはブラギンスキー方程式と呼ばれることがある。
ブラギンスキーの輸送係数は x = Ωsτs の関数として表される。Ωs = |es|B/ms は電子また

はイオンのジャイロ周波数、τs は節 6.1.4 で定義した緩和時間である。ブラギンスキーの計算
結果はこの xがそれ程大きくない場合、つまり磁場がそれ程強くない場合に精度の悪い振る舞
い方をするという指摘が Epperlein & Haines (1986)によってなされた。Epperlein & Haines

(1986)の提唱した輸送係数の表式は後に Ji & Held (2013)によって更に補正された。任意の x

や Z (イオンの電荷量)に対して適用できる正確な値は Ji & Held (2013)にまとめられている。
このようにブラギンスキーの計算結果は注意して扱う必要があるが、これは後述する基本方程
式の解き方が各研究で異なるためであり、ブラギンスキーの問題設定の仕方は他の研究でもお
よそ共通するものである。本節ではどのような基本方程式を解くことで輸送係数が得られるの
かについて説明した後、x → ∞ の極限、つまり磁場が十分に強い場合のブラギンスキーの計
算結果を示しながら各係数の定性的な解釈について説明する。Ji & Held (2013)の計算結果も
x→∞では本節で示す結果と一致した振る舞いをする。

�24 本章で説明する輸送理論は、微視的な現象を巨視的な流体方程式に反映させる手法の手本として重要である。し
かし、現実の系ではしばしば、乱流 (対象とする系の時空間スケールより小さいスケールの乱雑な流れ) によって
ずっと大きな輸送現象が起きる。この乱流輸送をどう理解するかという問題は難しい (節 4.7参照)。
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問題設定
強い磁場の下での異方化した輸送係数を調べるため、次のような仮定を課す。対象とする系

における流体的現象の典型的な時間スケールを τH としたとき、

τH ≫ τi ≫ τe (6.4.1)

とする。つまり、時間変化が緩和時間より遅い現象を対象にするため、各粒子種は殆どマクス
ウェル-ボルツマン分布に従う。そこからのずれ (1 次の微小量) が輸送現象の主役である。更
に、強い磁場の存在を仮定する。

Ωsτs ≫ 1 (6.4.2)

つまり、衝突頻度よりジャイロ周波数の方がずっと大きく、平均自由行程 ℓs = vsτs よりジャイ
ロ半径 rgs の方がずっと小さい。流体現象の空間変化のスケールについては次の仮定をする。

ℓs ≪ L∥, rgi ≪ L⊥ (6.4.3)

L∥ は磁場に平行な方向、L⊥ は垂直な方向の空間スケールである。磁場に垂直な方向には ℓs よ
りずっと大きい必要はなく、rgi よりずっと大きければ十分である。
上述の仮定の下で運動論的方程式 (6.2.14)の各項の寄与の大きさを見積もる。

Ce[fe] + Ωe(v × b) · ∇vfe = v · ∇fe −
eE

me
· ∇vfe +

∂fe
∂t

(6.4.4)

上式は電子についての運動論的方程式を、項の順番を入れ替えて書いただけである。ただし、e
は素電荷、b = B/B は磁場の向きの単位ベクトルである。上式の左辺第 1項は νei、第 2項は
Ωe のオーダーである。一方で右辺第 1項は磁場に平行な方向の勾配を考えるなら ve/L∥ のオー
ダーである。静電ポテンシャル ϕが熱エネルギー kBTeと同じくらいであるとして、E∥ = −∇ϕ
より E∥ ∼ kBTe/(eL∥) と見積もると、第 2 項も第 1 項と同じオーダーであることが分かる。
よって、左辺第 1項と右辺第 1,2項の比は

|v∥∇∥fe|
|Ce|

∼ ℓe
L∥
≪ 1 (6.4.5)

であることが分かる。右辺の勾配を磁場に垂直な方向にとったとしても、左辺第 2項との比が

|v⊥∇⊥fe|
|Ωe(v × b) · ∇vfe|

∼ rge
L⊥
≪ 1 (6.4.6)

と見積もられる。右辺の時間微分項が緩和の過程で生じたとしても小さいことが期待される。
つまり、式 (6.4.4)の左辺の項 (衝突項と磁場の項)が支配的である。
運動論的方程式 (6.2.14)では分布関数 fs の変数を (x,v, t)にとっていたが、このうちの速度

変数を平均速度からのずれ
ṽs(x, t) = v − us(x, t) (6.4.7)
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に変換する。ここで、us は (x, t)に依るため、ṽs も (x, t)に依る変数であることに注意して欲
しい。つまり、各微分を連鎖律を用いて

∂

∂t
−→ ∂

∂t
− ∂usk

∂t

∂

∂ṽsk
(6.4.8)

∂

∂xi
−→ ∂

∂xi
− ∂usk

∂xi

∂

∂ṽsk
(6.4.9)

∂

∂vi
−→ ∂

∂ṽi
(6.4.10)

と変換する。すると、運動論的方程式は次のように書き換えられる。

Clee[fe] + C0
ei[fe] +

e

me
εklmṽelBm

∂fe
∂ṽek

=
Dfe
Dt

+ ṽek
∂fe
∂xk
−
(
e

me
E′
k +

Duek
Dt

)
∂fe
∂ṽek

− ṽek
∂uel
∂xk

∂fe
∂ṽel

− νei(ṽe)
meṽekuk
kBTe

f0e (6.4.11)

Cei については節 6.3.1 で説明したものを用いる。u ≪ ve と仮定し、第 2項 (C1
ei)の大きさは

第 1項 (C0
ei)に比べて小さいとして右辺の最後に移項した。D/Dt = ∂/∂t+ ue · ∇はラグラン

ジュ微分である。E′ = E + ue ×B は電子集団と共に速度 ue で動く観測系 (共動系)で見た電
場である。以後 ṽe を v と書くことにする。分布関数をマクスウェル-ボルツマン分布 f0e とそこ
からの微小なずれ f1e に分ける。

fe = f0e + f1e , |f1e | ≪ f0e (6.4.12)

f0e は fe の数密度、平均速度、平均エネルギーに対応した数密度、平均速度、温度を持つマクス
ウェル-ボルツマン分布であることに留意して欲しい。∫

f0e d
3v =

∫
fed

3v (6.4.13)∫
vf0e d

3v =

∫
vfed

3v = 0 (6.4.14)∫
v2f0e d

3v =

∫
v2fed

3v (6.4.15)

つまり、f1e に対しては次の条件が課される。∫
f1e d

3v = 0 (6.4.16)∫
vf1e d

3v = 0 (6.4.17)∫
v2f1e d

3v = 0 (6.4.18)

式 (6.4.12)を式 (6.4.11)に代入して 1次の微小量まで取り出す。式 (6.4.11)の左辺は f0e に
対してはゼロになるため、f1e に関わる項だけが残る。右辺については f0e に関わる項だけを取
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り出す。すると、次の式を得る。

Clee[f
1
e ] + C0

ei[f
1
e ] +

e

me
εklmvlBm

∂f1e
∂vk

=

[
D lnne
Dt

+ vk
∂ lnne
∂xk

+

(
mev

2

2kBTe
− 3

2

)(
D lnTe
Dt

+ vk
∂ lnTe
∂xk

)
+
mevk
kBTe

(
e

me
E′
k +

Duek
Dt

)
+
mevkvl
kBTe

∂uel
∂xk

− νei(v)
mevkuk
kBTe

]
f0e (6.4.19)

この式に 1,v, v2 を乗じて d3v で積分すると節 6.2.4で導出した保存則が得られる。ただし、右
辺は f0e に関わる項だけを取り出したものであるので、πe, qe は現れず、今考えている Cei では
電子-イオン間のエネルギー交換は無視しているため、Qe も出てこない。それらの保存則を用い
て上式右辺の時間微分項を消去すると、次の式が得られる。

Clee[f
1
e ] + C0

ei[f
1
e ] +

e

me
(v ×B) · ∇vf1e

=

[(
mev

2

2kBTe
− 5

2

)
v · ∇ lnTe + v ·

(
Re[f

1
e ]

nekBTe
− meνei(v)u

kBTe

)
+

me

2kBTe

(
vv − v2

3
I

)
: We

]
f0e (6.4.20)

ただし, Re[f
1
e ] =

∫
mevCei[f

1
e ]d

3v (6.4.21)

W s
kl =

∂usk
∂xl

+
∂usl
∂xk

− 3

2
(∇ · us)δkl (6.4.22)

We はトレースがゼロになるように定義された歪速度テンソルである。上式がブラギンスキーの
問題設定で解かれる基本方程式である。f1e についての微分積分方程式であり、パラメータとし
て B, Te,∇ lnTe,u,W

e を含む。各パラメータ値の下で上式を解くことを繰り返せばパラメー
タと f1e の関係が求まる。求まった f1e から Re, qe,πe, Qe を定義に従って計算すれば、各輸送
係数が求まることになる。イオンについての式も同様にして導出される。

Cii[f
1
i ]−

Ze

mi
(v ×B) · ∇vf1i

=

[(
miv

2

2kBTi
− 5

2

)
v · ∇ lnTi +

mi

2kBTi

(
vv − v2

3
I

)
: Wi

]
f0i (6.4.23)

イオンの場合は Cie のオーダーは小さいとして丸ごと右辺に持ってかれるため、Ri の項は現れ
ない。
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詳細は Braginskii (1958)で説明されているが、ブラギンスキーは f1s の解の形を

f1 = f0(χu + χT + χW ) (6.4.24)

χu = v ·
[
A∥
uu∥ +A⊥

uu⊥ +A∧
u(b× u)

]
(6.4.25)

χT = v ·
[
A

∥
T∇∥ lnT +A⊥

T∇⊥ lnT +A∧
T (b×∇ lnT )

]
(6.4.26)

χW =

(
vv − v2

3
I

)
: Φ (6.4.27)

と仮定し�25、更に、各係数 Aを

A⊥
u (v) =

me

kBTe

∑
j

au⊥j L
(3/2)
j (w2

e ) (6.4.28)

ただし, w2
e =

mev
2

2kBTe
(6.4.29)

というようにラゲールの陪多項式 Lkn(x) で展開した�26。すると、式 (6.4.20) は展開係数 aj

についての代数的な連立方程式に帰着する。それを解いて上式に戻すことで解 f1 ないしは
Re, qs,Qi,πs などを u,∇Ts,Wの関数として求めることができる。

計算結果と定性的解釈
イオンの電荷量が Z = 1であり、強い磁場の極限 Ωsτs → ∞における輸送係数の値を示す。

Helander & Sigmar (2002)によると、平均速度が us ∼ vi のオーダーであると仮定した計算結
果と us ∼ rgsvi/L⊥ であると仮定した計算結果では、特に粘性率の結果に違いが現れるようだ
が、ブラギンスキーの計算結果は前者の仮定の下で解かれている。
以後登場する τe は節 6.1.4で定義したものと同じ

τe = 6
√
2π3/2

√
me(kBTe)

3/2ϵ20
niZ2e4 lnΛ

(6.4.31)

という値だが、イオンの緩和時間については、Braginskii (1965)に倣って

τ ′i =
√
2τi = 12π3/2

√
mi(kBTi)

3/2ϵ20
niZ4e4 lnΛ

(6.4.32)

�25 テンソル Φ については、W を磁場の向きを基準にしていくつかの成分に分解し、各成分の重ね合わせとして表
している。詳細は省く。

�26 ラゲールの陪多項式について詳しくは付録 1.C.4参照。この関数は∫ ∞

0
Lk
n(x)L

k
m(x)xk exp(−x)dx =

Γ(n+ k + 1)

n!
δnm (6.4.30)

という、マクスウェル-ボルツマン分布と相性の良い直交関係を持つため、輸送係数を求める際に用いられること
がある。Γ(x)はガンマ関数と呼ばれる。例えば Γ(1/2) = π1/2,Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n!である。
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という値を用いる。イオンと電子の平均速度差 u = ui − ue の代わりに準中性の仮定 ne = Zni

の下での電流密度
j = eneu = ene(ui − ue) (6.4.33)

を用いる。
まず電子集団にはたらく摩擦力Re と熱流束 qe について述べる。節 6.3.1で説明したように、

電子-イオン間の衝突では電子の速度は変化しないとみなすことができ、速度の向きがイオン集
団から見て等方的分布になるようにランダム化されていく。よって、イオン集団から見た相対的
な平均速度 −uを電子集団が持っていた場合、巨視的には電子集団が uの向きに力を受けるよ
うに見える。つまり、Re は電流密度 j に比例した成分を持つ。この比例係数が電気抵抗率 (電
気伝導率の逆数)に相当する。
次に、イオンと電子の平均速度が等しい場合を想像する。ある瞬間に右方向の速度を持つ電

子数と左方向の速度を持つ電子数は等しいため、右向きの電子集団が電子-イオン間衝突によっ
て受ける左向きの摩擦力 R− と左向きの電子集団が受ける右向きの摩擦力 R+ はつり合い、電
子集団全体として受ける摩擦力はゼロになっている。ここで、温度勾配があり、右側の方が高温
である場合を考える。左向きの電子は右向きの電子より平均的に大きな速度を持つ。衝突頻度
は電子の速度に対して νei ∝ v−3 という依存性を持つため、衝突の効果の表れである摩擦力は
R− > R+ となり、電子集団全体としてはイオン集団から左方向に摩擦力を受けることになる。
つまり、Re は −∇Te に比例する成分も持つ。
温度勾配があると熱流束 qe が発生することは節 6.1.6 で説明した。速度差 u が存在する場

合、上述したように速い電子には摩擦力がはたらきにくく、遅い電子にははたらきやすいため、
電子集団の静止系 ue = 0で見た分布関数はマクスウェル-ボルツマン分布ではなく、早い電子
は平均的に −uの向きの速度を持ち、遅い電子は uの向きの速度を持つような形に歪んでいる。
このため、正味として −u の向きに熱流束が生まれる。つまり、qe は −j に比例する成分も
持つ。
ブラギンスキーの計算結果は次の形式で表される。

Re = eneη · j − β · ∇(kBTe) (6.4.34)

qe = −
kBTe
ene

β · j − κe · ∇(kBTe) (6.4.35)

テンソル η は電気抵抗率、κe は熱伝導率である。Re と −∇Te を結ぶ係数と qe と −j を結
ぶ係数に同じテンソル β が現れていることはオンサーガー対称性と呼ばれる�27。磁場方向周り

�27 オンサーガー対称性が現れることは具体的に係数を計算せずとも示すことができる。詳しくは例えば Helander

& Sigmar (2002) を読んで欲しい。あるいは、統計力学の一般論として、Landau & Lifshitz (1980); 沙川貴
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の回転について対称な系を考えているため、各輸送係数テンソルの独立な成分は 3つであるこ
とが言える。仮に磁場の方向を z 軸 (第 3軸)方向として成分表示すると、例えば η の場合、次
のように書ける。

η =

η⊥ −η∧ 0
η∧ η⊥ 0
0 0 η∥

 , η−1 =

 η⊥/(η
2
⊥ + η2∧) η∧/(η

2
⊥ + η2∧) 0

−η∧/(η2⊥ + η2∧) η⊥/(η
2
⊥ + η2∧) 0

0 0 1/η∥

 (6.4.36)

b = (0, 0, 1) を磁場の方向を向いた単位ベクトルとして、ベクトル j = (j1, j2, j∥) に対して一
般に

j∥ = bb · j = (0, 0, j∥) (6.4.37)

j∧ = b× j = (−j2, j1, 0) (6.4.38)

j⊥ = (b× j)× b = (j1, j2, 0) (6.4.39)

というベクトルを導入すれば、各テンソルとベクトルの内積は

η · j = η∥j∥ + η∧j∧ + η⊥j⊥ (6.4.40)

というように表せる。j∥ は j の磁場に平行な成分、j⊥ は磁場に垂直な成分、j∧ は磁場にも j

にも垂直で j⊥ と同じ大きさを持った架空のベクトルである。
各輸送係数の成分は次のように表される�28。

η∥ = 0.51η̂, η∧ ≃ 0, η⊥ = η̂, η̂ =
me

e2neτe
(6.4.41)

β∥ = 0.71ne, β∧ = 1.5ne(Ωeτe)
−1, β⊥ ≃ 0 (6.4.42)

κe∥ = 3.16κ̂e, κe∧ = 2.5κ̂e(Ωeτe)
−1, κe⊥ = 4.66κ̂e(Ωeτe)

−2, κ̂e =
nekBTeτe

me
(6.4.43)

電気抵抗率について、η⊥ ≃ 2η∥ であることはブラギンスキー以外の結果でも見られる特徴で
ある。また、熱伝導率について、κe⊥ ∼ κe∥(Ωeτe)

−2 のオーダーになることは節 6.1.6の考察と整
合的である。β∧ や κe∧ の存在は次のように解釈される。図 6.6のように磁場と温度勾配が存在
する状況を考える。図の右に行くほどジャイロ運動の速さが早くなるため、図の赤い線の位置
において上向きの速度を持つ電子と下向きの速度を持つ電子では後者の方が平均的に速くなる。
よって、上向きの電子がイオンとの衝突で受ける下向きの摩擦力が卓越するため、電子集団は全

大 (2022) などでも議論されている。
�28 η∧, β⊥ については、Braginskii (1965) ではそれぞれ (Ωeτe)−1, (Ωeτe)−2 のオーダーであると見積もられて
いるが、Epperlein & Haines (1986) や Ji & Held (2013) では、それぞれ (Ωeτe)−2/3, (Ωeτe)−5/3 のオー
ダーであると見積もられる。いずれにせよ (Ωeτe) → ∞では小さいオーダーであるとして、ここでは ≃ 0と書
いている。
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図 6.6 磁場に垂直な温度勾配の存在による摩擦力と熱流束のイメージ

体的に下向きの摩擦力 R∧ を受けることになる。また、上から下に運ばれるエネルギーの方が
多くなるため、下向きの正味の熱流束 q∧ が発生する。κ̂e を使わずに κe∧ を表すと

κe∧ =
5nekBTe
2meΩe

(6.4.44)

であり、τe に依らない。このことからも推察されるように、q∧ は衝突由来の効果ではない。q∧

は反磁性熱流束 (diamagnetic heat flux) と呼ばれる。
イオンの場合について、まずRi = −Re である。電子の場合と違い、イオン-電子間の衝突頻

度はイオンの速さに依らないため、イオン集団の熱流束は j に依存しない。qi は次のように表
される。

qi = −κi∥∇∥(kBTi) + κi∧b×∇(kBTi)− κi⊥∇⊥(kBTi) (6.4.45)

κi∥ = 3.9κ̂i, κi∧ = 2.5κ̂i(Ωiτ
′
i )

−1, κi⊥ = 2.0κ̂i(Ωiτ
′
i )

−2, κ̂i =
nikBTiτ

′
i

mi
(6.4.46)

温度勾配による熱流束についてまとめると、まず先ほども述べた通り、κs∥ は κs⊥ に比べて
(Ωsτs)

2 のオーダーだけ大きい。κ̂s がm
−1/2
s に依存することから、磁場に平行な方向の熱流束

は主に電子によるものだと分かる。また、κs⊥ がm
1/2
s に依存することから、磁場に垂直な方向

の熱流束の担い手はイオンであることも分かる。これらのことも節 6.1.6 の考察と整合的であ
る。κs∧ はms に依らず、κs∥ と κs⊥ の中間的なオーダーの大きさである。
異種間衝突による熱の交換率を表す項 Qs は次のように表される。
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Qi =
3menekB(Te − Ti)

miτe
(6.4.47)

Qe =
Re · j
ene

−Qi (6.4.48)

τeq ∼ miτe/me の長い時間スケールで電子集団とイオン集団の温度差分のエネルギーを交換
して同じ温度になろうとする効果が表れている。
粘性率について説明する。粘性率は 2階テンソル πs と 2階テンソルWs (定義は式 (6.4.22))

を結ぶ係数なので、4階テンソルになる。πs,Ws は対称テンソルであり、更に、磁場方向周りの
回転について対称な系であるという条件より、このテンソルの独立な成分は 5つであることが
言える。それらを µ0, µ1, µ2, µ3, µ4 と書くことにする。磁場の方向を z 軸 (第 3軸)にとると、
πs の各成分は次のように書ける。

π11 = −µ0

2
(W11 +W22)−

µ1

2
(W11 −W22)− µ3W12 (6.4.49)

π22 = −µ0

2
(W11 +W22)−

µ1

2
(W22 −W11) + µ3W12 (6.4.50)

π12 = −µ1W12 +
µ3

2
(W11 −W22) (6.4.51)

π13 = −µ2W13 − µ4W23 (6.4.52)

π23 = −µ2W23 + µ4W13 (6.4.53)

π33 = −µ0W33 (6.4.54)

各粘性率は次のように表される。

µi
0 = 0.96µ̂i, (6.4.55)

µi
1 = 0.3µ̂i(Ωiτ

′
i )

−2, µi
2 = 1.2µ̂i(Ωiτ

′
i )

−2 (6.4.56)

µi
3 = 0.5µ̂i(Ωiτ

′
i )

−1, µi
4 = µ̂i(Ωiτ

′
i )

−1, ただし, µ̂i = nikBTiτ
′
i (6.4.57)

µe
0 = 0.73µ̂e, (6.4.58)

µe
1 = 0.51µ̂e(Ωeτe)

−2, µe
2 = 2.04µ̂e(Ωeτe)

−2 (6.4.59)

µe
3 = −0.5µ̂e(Ωeτe)

−1, µe
4 = −µ̂e(Ωeτe)

−1, ただし, µ̂e = nekBTeτe (6.4.60)

イオン、電子のどちらの場合も、各成分の磁場の強さへの依存の仕方と µ2 = 4µ1, µ4 = 2µ3

であることは共通する。µ0 は κ∥ と同じように τs に依存する。この成分は磁場に平行な方向の
平均自由行程のステップ長でのランダムウォークに由来する。µ2, µ2 は µ0 に比べて (Ωsτs)

2 の
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表 6.3 スピッツァーの輸送係数の計算結果
Z = 1 Z = 2 Z = 4 Z = 16 Z → ∞

γE 0.58 0.68 0.78 0.92 1.0

γT 0.27 0.41 0.57 0.83 1.0

δE 0.47 0.58 0.70 0.89 1.0

δT 0.23 0.36 0.51 0.79 1.0

オーダーだけ小さい成分であり、ジャイロ半径のステップ長でのランダムウォークに由来する。
µ3, µ4 は τs に依存しない成分であり、ジャイロ粘性 (gyroviscosity)と呼ばれる。反磁性熱流束
と同類の機構によって発生する運動量フラックスである。

6.4.2 スピッツァーの輸送係数
Spitzer & Härm (1953)は平均速度がゼロ (us = 0)で定常状態 (∂/∂t = 0)にあって、温度

勾配と電場が存在する (磁場は存在しない)系における運動論的方程式を解くことによって、電
気抵抗率と熱伝導率を見積もった。そのような条件の下で前節と同様に考えると、次のような
基本方程式が導出される。

∑
s′

Clss′ [f
1
s ] =

[(
msv

2

2kBT
− 5

2

)
v · ∇ lnT − es

kBT
v ·E

]
f0s (6.4.61)

電子とイオンの温度は等しく T としている。この式を各パラメータ T,∇T,E に対して解くこ
とで、次の関係が得られる。

j = σE + α∇(kBT ) (6.4.62)

q = −βE − κ∇(kBT ) (6.4.63)

σ =
32nee

2τe
3πme

γE =
64
√
2π(kBT )

3/2ϵ20
Ze2
√
me lnΛ

γE (6.4.64)

α =
16eneτe
πme

γT =
96
√
2π(kBT )

3/2ϵ20
Ze3
√
me lnΛ

γT (6.4.65)

β =
128enekBTτe

3πme
δE =

256
√
2π(kBT )

5/2ϵ20
Ze3
√
me lnΛ

δE (6.4.66)

κ =
320nekBTτe

3πme
δT =

640
√
2π(kBT )

5/2ϵ20
Ze4
√
me lnΛ

δT (6.4.67)

イオンの電荷量 Z に対する γE , γT , δE , δT の値は表 6.3 に示した。これらの値は Spitzer
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(1962)によってまとめられていて、スピッツァーの値として文献で参照されていることがある。
式 (6.4.61)の両辺に v を乗じて速度空間で積分すると、摩擦力は

Re = neeE (6.4.68)

と表されることが分かる。Z = 1の場合について、上式と式 (6.4.62), (6.4.63)より、ブラギン
スキーと同じ形の関係式に書き直すと次のようになる。

Re =
ene

σ
j − 0.70ne∇(kBT ) (6.4.69)

q = −3.2kBT
e

j − 3.4
nekBTτe
me

∇(kBT ) (6.4.70)

電気伝導率についてはブラギンスキーの値 1/η∥ とほぼ等しい値であり、熱伝導率についてはブ
ラギンスキーの値 κe∥ との違いは 8% 程度である。Spitzer (1962)は磁場のない状況での粘性率
の値としてブラギンスキーの µi

0 の値を引用しているため、この値もスピッツァーの値として参
照されていることがある。Z = 1のときのスピッツァーの σ, κとブラギンスキーの µi

0 の実用
的な表式を示す。

σ = 1.5× 10−2 S m−1 · 1

lnΛ
·
(
T

K

)3/2

(6.4.71)

κkB = 4.5× 10−10 W m−1K−1 · 1

lnΛ
·
(
T

K

)5/2

(6.4.72)

µ = 2.2× 10−16 Pa s · A
1/2
i

lnΛ
·
(
T

K

)5/2

(6.4.73)

Ai はイオンの原子量 (H+ イオンなら ≃ 1)である。

6.5 部分電離プラズマ
例えば太陽の低層大気 (光球や彩層)では、図 3.6 (169ページ) のように水素やヘリウムの殆

どが中性原子の状態で存在し、ほんの僅かだけ電離している。或いは地球の電離層 (ionosphere)

や原始惑星系円盤 (protoplanetary disk)を調べる場合など、中性分子とイオン、電子の混合気
体を考えなければならない場合がある。このような気体は部分電離プラズマ (partially ionized

plasma)と呼ばれる。荷電粒子と中性粒子間の衝突では長距離のクーロン相互作用がないため、
その衝突断面積は一般に荷電粒子間のものより小さくなる。しかし、僅かに電離したプラズマ
では中性粒子の数が多いため、電子やイオンと中性粒子間の衝突頻度が無視できない。流体的
描像において、これらの効果は主にオームの法則に現れる。
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各粒子種についての保存則は次のように書ける。
∂msns
∂t

+∇ · (msnsus) = Ss (6.5.1)

∂

∂t
(msnsus) +∇ · (msnsusus + psI+ πs) = esns(E + us ×B) +msnsg +Rs (6.5.2)

∂

∂t

(
1

2
msnsu

2
s + Es

)
+∇ ·

(
1

2
msnsu

2
sus + Esus + psus + πs · us + qs

)
= Qs + us ·Rs +

UsSs
ms

+msnsus · g + esnsus ·E (6.5.3)

ただし, Es =
3

2
ps + nsUs (6.5.4)

重力も考慮した。粒子種 sとは例えば H, H+, H2, 電子と言ったように、電離 (解離)した状態
としていない状態を区別した各元素を考えることもあれば、Hの束縛電子の励起状態まで区別
して考えることもある。完全電離プラズマの場合と比べて新しく加わった項について、Ss は電
離や再結合で注目する粒子種の数が変化する効果であり、Us は注目する粒子種がその元素の他
の状態に対して持つポテンシャルエネルギーである。

6.5.1 各輸送係数について
Ss について
式 (6.5.1)は統計平衡方程式と呼ばれることがある。例えば、プラズマが薄いために、電離平

衡に達するのにかかる時間スケールが注目する流体現象の時間スケールに対して無視できない
場合に、サハの式からの電離率のずれを考慮に入れるために解かれる。或いはコロナのような
プラズマでは、吸収などの一部の反応が殆ど起きないため、系は局所熱平衡 (LTE) とは違う平
衡状態に向かう。そのような場合は式 (6.5.1)の左辺をゼロにした式によって、電離度が決定さ
れる。
電離や再結合、励起などによって注目する粒子種の数が変化する割合を表す Ss は、一般には

次のような形で書ける。
Ss =

∑
s′(s′ ̸=s)

(ρs′Ps′→s − ρsPs→s′) (6.5.5)

ρs = msns は粒子種 sの質量密度で、Ps→s′ は単位時間あたりに粒子種 sから s′ への変化が起
きる確率である。例えば特定の励起状態の H (=H I)から H+ (=H II)への電離過程を考える場
合、PHI→HII は更に、衝突によって電離過程が起こる確率 Pc と光電離が起こる確率 Pr に分け
られる。

PHI→HII = Pc(ne, Te) + Pr[Jν ] (6.5.6)

衝突による電離とは、例えば
H+ e− −→ H+ + 2e− (6.5.7)
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のような過程のことを指す。このような仮定の衝突断面積は付録 5.B.13で説明しているような
手法を用いて計算される。断面積 σCI(v)が入射電子の速さ v の関数として表されれば、電子の
マクスウェル-ボルツマン分布で平均することで Pc が計算できる。

Pc(ne, Te) = 4π

∫
σCI(v)v

3f0e (v;ne, Te)dv (6.5.8)

このように、Pc は衝突相手の粒子種の数密度や温度に依存する。
光電離とは、節 5.3.6で説明しているように、Hが光子を吸収して束縛電子が自由電子化する

過程
H+ hν −→ H+ + e− (6.5.9)

のことである。この過程の衝突断面積 σPI(ν) が入射光子の振動数 ν の関数として表されてい
るとする。振動数 ν ∼ ν + dν を持つ光子の数密度フラックスは、全放射方向 4π の分を考えて
4πJνdν/(hν)と書ける。Jν は平均放射強度である (節 5.1参照)。吸収端より大きい振動数の光
子による寄与を合計することで、次のように Pr が計算できる。

Pr[Jν ] =

∫ ∞

ν0

4πJν(ν)

hν
σPI(ν)dν (6.5.10)

このように、Pr は放射強度 Iν に依存するため、自己無撞着に問題を解くには放射輸送方程式
(第 5章参照)も解く必要がある�29。他に多電子原子の電離を起こす機構として、光子が原子に
入射して束縛電子を励起し、励起された束縛電子が脱励起する際に他の浅い準位にある束縛電
子にエネルギーを与えて電離を起こす自動イオン化というものが考えられることもある。
例えば Leenaarts et al. (2007)は太陽彩層での水素の電離平衡からのずれを取り入れるため

に、H原子の主量子数 n = 1, 2, 3, 4, 5の状態と電離状態 H+ の 6状態を別の粒子種として扱い、
Ss には衝突による遷移と光子の吸収・放射による遷移を考慮している。

Rs について
Rs は他の粒子種との衝突による運動量交換を表す。各粒子種との弾性衝突による寄与 Rel

ss′

と非弾性衝突による寄与Rinel
ss′ に分けられる。

Rs =
∑

s′(s′ ̸=s)

Rel
ss′ +

∑
s′

Rinel
ss′ (6.5.11)

弾性衝突による寄与は、衝突頻度を νss′ として次のように書ける。

Rel
ss′ = −ρsνss′(us − us′) (6.5.12)

�29 しかし、一般に放射輸送方程式を解くには計算資源が足りない場合があるため、現実的にモデルを計算する際に
は他のモデルの計算結果を利用したりなど、Jν の与え方に工夫が施される。
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粒子種 sと s′ の平均速度に差がある場合に、その差を緩和する向きに摩擦力がはたらく効果を
表している。
上式の係数は電子-イオン間の衝突の場合は節 6.4で説明した電気抵抗率に相当する。注目す

る粒子が磁化していない場合には、荷電粒子同士の衝突頻度は次のように見積もられる。

νss′ =
ns′e

2
se

2
s′ lnΛ

6
√
2π3/2ϵ20µ

2
ss′

(
kBTs
ms

+
kBTs′

ms′

)−3/2

(6.5.13)

節 6.1.4の考察において、電子の質量を注目する粒子種 sと衝突相手の粒子種 s′ との換算質量
µss′ = msms′/(ms +ms′)に置き換えて、粒子間の平均速度を

√
kBTs/ms + kBTs′/ms′ と見

積もることで得られる。
中性粒子との衝突についての微分断面積は付録 5.B.13で述べているような手法で求めること

ができる。微分断面積 dσ/dΩが入射粒子の速さと散乱角の関数として得られれば、式 (6.5.12)

に現れる衝突頻度は付録 6.B.3 の議論を発展させて次のように見積もられる (Ballester et al.,

2018)。

νss′ =
4

3
ns′

ms′

ms +ms′
σm
ss′

√
8kBTs
πms

+
8kBTs′

πms′
(6.5.14)

ただし, σm
ss′ =

∫
4π

(1− cos θ)
dσss′

dΩ
dΩ (6.5.15)

σm
ss′ は運動量輸送断面積 (momentum transfer cross section)と呼ばれる。散乱角の大きい衝突
ほど粒子種間の運動量交換に大きく寄与するので、その重み (1− cos θ)が加味されている。電
子や陽子と水素原子、ヘリウム原子との衝突や水素原子同士の衝突についての断面積は Vranjes

& Krstic (2013)にまとめられている。またこの文献では太陽大気での電子や陽子と各粒子との
衝突頻度の見積もりもまとめられている。
非弾性衝突による寄与Rinel

ss′ として、例えば光電離や再結合によって注目する粒子数が増減す
ることによる運動量変化を考えるならば次のように書ける。

Rinel
ss′ = ρs′us′Ps′→s − ρsusPs→s′ (6.5.16)

πs, qs について
Khodachenko et al. (2004)は太陽大気でのMHD波の減衰を調べるために、各粒子種の粘性

率を次のように見積もっている。
µs ∼

nskBT∑
s′ νss′

(6.5.17)

衝突頻度は前の小節で述べたのと同じようにして見積もられる。ただし、粘性率や熱伝導率を
見積もる際の中性粒子との衝突頻度に用いられる断面積には次の形式が用いられることがある
(Vranjes & Krstic, 2013)。

σv
ss′ =

∫
4π

sin2 θ
dσss′

dΩ
dΩ (6.5.18)
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これは粘性断面積 (viscosity cross section)と呼ばれる。特に散乱角が π/2に近い衝突の頻度が
エネルギー伝導の時間スケールを決めているという事情が加味されている。

Qs について
異種間の衝突によって交換する熱を表す Qs は、まず各粒子種との衝突による寄与に分けられ

る。
Qs =

∑
s′(s′ ̸=s)

Qss′ (6.5.19)

Qei, Qie は節 6.4で示したように表される。中性粒子との弾性衝突に関する項は、節 6.4の結果
を自然に拡張するならば、次のように書ける (Leake et al., 2014)。

Qss′ =
1

2
Rss′ · (us′ − us) + 3

µss′

ms
nsνss′kB(Ts′ − Ts) (6.5.20)

µss′ は粒子種 sと s′ の換算質量である。

6.5.2 一般化されたオームの法則
部分電離プラズマは完全電離プラズマの場合よりも磁気拡散 (節 4.2 参照) が起こりやすい。

流体方程式を考える場合には、この効果はオームの法則に対する変更として取り込まれる。所謂
一般化されたオームの法則 (generalized Ohm’s law)を導出する。この節の議論は Khomenko

et al. (2014)によるものである。
各粒子種の運動方程式 (6.5.2) に電荷と質量の比 rs = es/ms を乗じて全粒子種について足

し合わせる。中性粒子の電荷はゼロなので、荷電粒子全てについて足し合わせるということで
ある。 ∑

s=i,e

[
rs
∂

∂t
(ρsus) + rs∇ · (ρsusus + ps)

]
=
∑
s=i,e

[
ρsr

2
s(E + us ×B) + ρsrsg + rsRs

]
(6.5.21)

圧力と粘性はテンソル ps にまとめた。実際には粘性は無視されることもある。電流密度 j と全
粒子の重心速度 uを次のように導入する。

j =
∑
s=i,e

ρsrsus (6.5.22)

u =

∑
s ρsus∑
s ρs

(6.5.23)

各粒子種の平均速度の uからのずれを

ws = us − u (6.5.24)
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と書くことにする。準中性の仮定 (
∑
s=i,e ρsrs ≃ 0)を課すと、式 (6.5.21)は次のように書ける。

∑
s=i,e

ρsr
2
s(E + us ×B) =

∂j

∂t
+∇ · (ju+ uj)

+∇ ·
∑
s=i,e

(ρsrswsws) +
∑
s=i,e

rs∇ · ps −
∑
s=i,e

rsRs (6.5.25)

太陽大気の部分電離プラズマを想定し、イオンは 1価 (H+, He+) であるとする。式 (6.5.25)

の各項を簡単にすることを考える。

∇ · ps 項について
イオンと電子の項を分けることで、次のようになる。

∑
s=i,e

rs∇ · ps = re∇ ·

(∑
s=i

ps
rs
re

+ pe

)
≃ − e

me
∇ · pe (6.5.26)

me/mi = −ri/re ≪ 1であることを用いて近似した。
左辺について

イオンと電子の項を分けることで、準中性の仮定の下で次のように書き換えられる。

∑
s=i,e

ρsr
2
s(E + us ×B) = ρer

2
e

(∑
s=i

ρsr
2
s

ρer2e
+ 1

)
(E + u×B)

+ ρer
2
e

[∑
s=i

nsws

ne

(
1− rs

re

)]
×B + rej ×B (6.5.27)

≃ e2ne
me

(E + u×B) +
e2

me

∑
s=i

nsws ×B − e

me
j ×B

(6.5.28)

再びme/mi ≪ 1であることを用いて近似した。各イオン種の平均速度 us はイオンの重
心速度

ui =

∑
s=i ρsus∑
s=i ρs

(6.5.29)

とほぼ等しいと仮定し、

s = i の場合について ws ≃ ui − u (6.5.30)

と近似する。荷電粒子の重心速度 uc(≃ ui)や中性粒子の重心速度 un も同様にして導入
する。中性粒子の質量分率
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ξn =

∑
s=n ρs

ρe +
∑
s=i ρs +

∑
s=n ρs

≃
∑
s=n ρs∑

s=i ρs +
∑
s=n ρs

(6.5.31)

を用い、電子の質量は無視すると、全体の重心速度は

u = (1− ξn)uc + ξnun (6.5.32)

と書ける。このことを用いると、

ws ≃ ξnw (6.5.33)

ただし, w = uc − un (6.5.34)

と書ける。この w を用いて式 (6.5.28)の第 2項を書き換えると、次の式が得られる。
∑
s=i,e

ρsr
2
s(E + us ×B) ≃ e2ne

me
(E + u×B) +

e2ne
me

ξnw ×B − e

me
j ×B (6.5.35)

ただし、準中性の仮定より∑s=i ns ≃ ne であることも用いている。
Rs 項について

式 (6.5.13)を見ると、各粒子種の温度が等しい場合には電子-イオン間の衝突頻度は粒子
種に依らない温度のみの関数 f1(T )を用いて

νei =
ni√
me

f1(T ) (6.5.36)

と書けることが分かる。また、電子と中性粒子間の衝突断面積およびイオンと中性粒子
間の衝突断面積はそれぞれ中性粒子の種類によらず同じ値であると見積もることにする
と、式 (6.5.14)よりイオン-中性粒子間衝突頻度 νin および電子-中性粒子間衝突頻度 νen

は、粒子種に依らない温度のみの関数 f2(T ), f3(T )を用いて

νin =
nn√
µin

f2(T ) =
nn√
mp

f2(T )
1√
Ain

(6.5.37)

νen =
nn√
me

f3(T ) (6.5.38)

と書ける。ただし、mp は陽子質量であり、Ain は注目するイオンと中性粒子の換算質量
をmp を原子量として (mp を単位として)表したものである。一般に νss′ と νs′s の間に
は

ρsνss′ = ρs′νs′s (6.5.39)

という関係があることも用い、Rs 項をイオンについての和と電子の場合に分けて計算す
る。ただし、弾性散乱による寄与 (6.5.12) のみを考える。まず、イオンについての和は
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次のように計算できる。∑
s=i

e

ms
Rs = −

∑
s=i

e

ms
ρsνse(us − ue)−

∑
s=i

e

ms
ρs
∑
s′=n

νss′(us − us′) (6.5.40)

= − ne√
me

f1(T )
∑
s=i

me

ms
ens(us − ue)

− e
√
mp

f2(T )
∑
s=i

∑
s′=n

nsns′√
Ass′

(us − us′) (6.5.41)

≃ − ne√
me

f1(T )
me

mp
j − eninn√

mp
f2(T )(ui − un) (6.5.42)

= −me

mp
j
∑
s=i

νes − ene(ui − un)
∑
s=i

∑
s′=n

νss′ (6.5.43)

ただし, ni =
∑
s=i

ns, nn =
∑
s=n

ns (6.5.44)

ui =

∑
s=i ρsu∑
s=i ρs

, un =

∑
s=n ρsu∑
s=n ρs

(6.5.45)

2 段目から 3 段目の近似では、元素として水素とヘリウムを念頭に置いているため
√
Ass′ ∼ 1 とみなし、各粒子種の平均速度はイオンの場合は ui、中性粒子の場合は un

とほぼ等しいと仮定した。また、準中性の仮定は ne ≃ ni と表せることも用いる。一方
で、電子についての項は同様にして次のように書ける。

− e

me
Re ≃ −j

∑
s=i

νes − ene(un − ue)
∑
s=n

νes (6.5.46)

式 (6.5.43)の第 1項は式 (6.5.46)の第 1項に比べて無視できるので、式 (6.5.25)の Rs

項は次のようになる。

∑
s=i,e

rsRs ≃ −j

(∑
s=i

νes +
∑
s=n

νes

)
+ enew

(∑
s=n

νes −
∑
s=i

∑
s′=n

νss′

)
(6.5.47)

式 (6.5.26), (6.5.35), (6.5.47)を式 (6.5.25)に代入する。また、電流は十分に弱くほぼ定常で
あり流体は平衡からそれ程離れていないとして、式 (6.5.25) の慣性項と wsws 項は無視する。
すると、次の式を得る。

E + u×B = −ξnw ×B +
j ×B

ene
− ∇ · pe

ene

+
me

e2ne

(∑
s=i

νes +
∑
s=n

νes

)
j − me

e

(∑
s=n

νes −
∑
s=i

∑
s′=n

νss′

)
w (6.5.48)

1流体方程式に適用できるオームの法則の形式にするには、上式に含まれる w = uc − un を求
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める必要がある。そのために、

ξn

[
(電子の運動量保存則) +

∑
(イオンの運動量保存則)

]
− (1− ξn)

∑
(中性粒子の運動量保存則) (6.5.49)

という式を考える。準中性の仮定の下で、電子の質量をイオンのそれに対して無視し、イオンと
中性粒子の平均速度はそれぞれの重心速度とほぼ等しいという仮定を課すと、次の式を得る。

ξn

[
∂

∂t
(ρcuc) +∇ · (ρcucuc)

]
− (1− ξn)

[
∂

∂t
(ρnun) +∇ · (ρnunun)

]
= ξnj ×B −G+

j

ene
ρe
∑
s=n

νes − αnw (6.5.50)

ただし、Gと αn は次のように定義される。

G = ξn∇ ·

(∑
s=i

ps + pe

)
− (1− ξn)∇ ·

(∑
s=n

ps

)
(6.5.51)

αn = ρe
∑
s=n

νes + ρi
∑
s=i

∑
s′=n

νss′ (6.5.52)

上式の左辺は ρξn(1 − ξn)∂w/∂tのオーダーと見積もられる�30が、これはイオンや電子と中
性粒子との衝突時間に比べて長い時間スケールの現象を調べる場合には αnw 項に比べて無視で
きる。よって、

w ≃ ξn
αn

j ×B − G

αn
+

j

eneαn
ρe
∑
s=n

νes (6.5.53)

となる。これを式 (6.5.48)に代入すると、最終的な一般化されたオームの法則の表式は次のよ
うになる。

�30 一般化されたオームの法則は太陽大気でのMHD波の減衰を調べる場合に用いられることが多く、そのような振
幅の小さな現象を考える場合には移流項の効果は一般に小さい。
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E + u×B = ηj + ηHj × b− ηA(j × b)× b

− ηpe
∇ · pe
B

+ ηpt
G

B
+ ηptb

G× b

B
(6.5.54)

η =
1

(ene)2

(
ρe
∑
s=i

νes + oρe
∑
s=n

νes

)
≃ αe

(ene)2
(6.5.55)

ηH =
B

ene
(1− 2ξnϵ1 + ξnϵ2) ≃

B

ene
(6.5.56)

ηA =
ξ2nB

2

αn
(6.5.57)

ηpe =
B

ene
≃ ηH (6.5.58)

ηpt =
B

ene
(ϵ1 − ϵ2) (6.5.59)

ηptb =
ξnB

2

αn
(6.5.60)

ただし, αe = ρe
∑
s=i

νes + ρe
∑
s=n

νes (6.5.61)

ϵ1 = ρe
∑
s=n

νes/αn ≪ 1 (6.5.62)

ϵ2 = ρe
∑
s=i

∑
s′=n

νss′/αn ≪ 1 (6.5.63)

o =
∑
s=i

∑
s′=n

ρsνss′/αn ≃ 1 (6.5.64)

b = B/B は磁場の向きの単位ベクトルである。ϵ1, ϵ2, oのオーダーは νsn が大まかに 1/
√
ms

に依存することと、ρs がms に依存することを用いて評価した。ηH が係る項が表す効果はホー
ル効果 (Hall effect)、ηA が係る項が表す効果は両極性拡散 (ambipolar diffusion)と呼ばれる。
節 6.4.1 (485ページ)で説明したように、磁場の方向 bを z 軸 (第 3軸)にとって、テンソルを
用いて式 (6.5.54)を書き換えると次のようになる。

E + u×B = ηj · j − ηH
∇ · pe
B

+
ηG ·G
B

(6.5.65)

ηj =

η + ηA ηH 0
−ηH η + ηA 0
0 0 η

 (6.5.66)

ηG =

 ηpt ηptb 0
−ηptb ηpt 0
0 0 ηpt

 (6.5.67)

ηj の磁場に垂直な成分 ηcow = η + ηA はカウリング抵抗率と呼ばれる。部分電離プラズマで
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図 6.7 太陽大気での電子と陽子についての衝突頻度：黒い点線は電子と陽子のジャイロ周波数、
他の線は各粒子種間の衝突頻度を表す。添え字の e, p, H I, He I, He II はそれぞれ電子、陽子、
水素またはヘリウムの中性原子、ヘリウムの一価イオンを表す。高度が大体 0 ∼ 500 kmの領域
は光球、500 ∼ 2500 kmの領域は彩層と呼ばれる。計算方法は Vranjes & Krstic (2013)を参
考にした。温度や各粒子種の数密度のモデルには Fontenla et al. (1993)の MODEL C を用い
た。ジャイロ周波数 Ωs = |es|B/ms の見積もりに用いた磁場強度 B(z) (z は高度) は、大雑把
なモデルとして、重力成層 (節 4.3.1) を仮定したときの値 B(z) = B0 exp[−z/(2HB)] を採用
した。ただし、表面での磁場は B0 = 0.1 T、スケールハイトは HB = 125 kmとした。

は、磁場に感度のない中性粒子との衝突の効果によって磁場凍結の具合が緩くなり、完全電離プ
ラズマの場合よりも磁場が抜けやすく (気体が磁場に対して動きやすく)なる。
η, ηH , ηA の比はジャイロ周波数 Ωs を用いて

ηH
η

=
Ωe∑

s=i νes +
∑
s=n νes

,
ηA
ηH
≃ ξ2nΩi∑

s=i

∑
s′=n νss′

(6.5.68)

と書ける。磁化をしているプラズマでは電気抵抗に比べてホール効果や両極性拡散が大きいこ
とが分かる。図 6.7に、太陽大気で推定される電子と陽子についての衝突頻度をジャイロ周波数
と共に示した。特にジャイロ周波数の見積もりは不確かさが大きいことに注意されたい。特に
彩層では両粒子種とも磁化している可能性があるので、ホール効果と両極性拡散の効果は無視
できない。太陽大気での各種の拡散係数の比較については Khomenko et al. (2014)で詳しく議
論されている。一般化されたオームの法則の適用可能な現象スケールの考察について、Pandey

& Wardle (2008)も参考にして欲しい。
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6.6 非マクスウェル-ボルツマン分布
6.7 プラズマ中の波
付録 6.A 非理想気体の状態方程式
節 3.4.1で理想気体の状態方程式を説明した。これは気体を構成する各粒子が周りの粒子と相

互作用せず、自由に運動している場合を想定した状態方程式である (付録 3.B.3も参照)。節 6.2

で説明している運動論においても、弱結合プラズマ (節 6.1.2参照) を想定し、各粒子は基本的
にポテンシャルに強く束縛されずに運動していることを仮定した議論を行っているため、平衡
状態では分布関数はマクスウェル-ボルツマン分布になるという帰結を得る (節 6.2.3参照)。こ
の場合、節 6.2.3で実際に計算しているように、ps, ns, Ts は理想気体の状態方程式に従う。
各粒子同士に常時働く相互作用を考慮に入れた場合、状態方程式は理想気体のものから変化す

る。例えば太陽や恒星内部の構造を良い精度で計算したい場合、粒子間に働くクーロン力によ
る効果や電子の縮退の効果などを状態方程式に取り入れる必要がある (e.g. Kippenhahn et al.,

2012; Christensen-Dalsgaard, 2021)。本付録はそのような理想気体の状態方程式からのずれに
ついて説明する。
本付録は Kippenhahn et al. (2012), Landau & Lifshitz (1980)を参考にした。

6.A.1 クーロン力による効果
節 6.1.2 で電荷を取り巻く電子とイオンの分極が静電ポテンシャルに及ぼす影響 (デバイ遮

蔽) を簡単なモデルを用いて考察し、デバイ遮蔽が上手く機能しているプラズマを弱結合プラズ
マと呼ぶことを説明した。そのような弱結合プラズマにおいては、各粒子は衝突の瞬間を除け
ば、静電ポテンシャルによる強い束縛を受けないため、理想気体の状態方程式が比較的良い精度
で成り立つ。しかし、例えば恒星内部の構造を細かく計算する場合などには、各粒子が周りの粒
子から受けるクーロン力に起因する理想気体からのずれを考慮する必要がある。本節では、そ
のずれの効果を節 6.1.2の考察に基づいて見積もる。

デバイ遮蔽の考察の拡張
節 6.1.2では水素イオンと電子から成るプラズマを考えたが、より一般に、複数の種類の陽イ

オンと電子から成るプラズマの場合を考えることにする。陽イオンの種類を表すラベルを i と
し、第 i 種のイオンが持つ電荷を Zie と書く。e は素電荷である。電子の持つ電荷は −e であ
る。各粒子種の平均的な数密度を ni, ne と書くことにする。プラズマが全体的に中性である (準
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中性) と仮定すると、次の関係が成り立っている。∑
i

Zieni − ene = 0 (6.A.1)

各粒子が作り出す静電ポテンシャルの重ね合わせを ϕ(x)と書くことにする。座標の原点に Q

の電荷を置くと、周りの粒子は分極し、電荷 q を持つ粒子種の数密度は次のようになる。

n(x) = n exp

(
−qϕ(x)
kBT

)
(6.A.2)

節 6.1.2と同様に、弱結合プラズマの場合には |qϕ/(kBT )| ≪ 1が成り立つため、expを展開し
て 1 次の項までで近似することによって、各粒子種の数密度は次のように書ける。

ni(x) = ni

(
1− Zieϕ(x)

kBT

)
, ne(x) = ne

(
1 +

eϕ(x)

kBT

)
(6.A.3)

電荷密度 ζ(x)は各粒子種の電荷を合計することで、次のように書ける。

ζ =
∑
i

Zieni − ene (6.A.4)

= −
∑
i

(Zie)
2ϕ

kBT
ni −

e2ϕ

kBT
ne (6.A.5)

= −χ e
2ϕ

kBT
n (6.A.6)

ただし、2段目では式 (6.A.3)を代入し、式 (6.A.1)の関係を用いた。3段目で導入した nと χ

はそれぞれ全数密度と電荷の 2乗平均であり、次のように書ける。
n =

∑
i

ni + ne (6.A.7)

χ =
1

n

(∑
i

Z2
i ni + ne

)
(6.A.8)

平均分子量 (無次元) µと各イオンの原子量 Ai、質量存在率Xi = Aini/(nµ)を用いると、χは
次のようにも書ける。

χ = µ
∑
i

Zi(Zi + 1)

Ai
Xi (6.A.9)

静電ポテンシャル ϕは次のポアソン方程式に従う。

∇2ϕ = − ζ

ϵ0
=

χne2

ϵ0kBT
ϕ (6.A.10)

これを節 6.1.2と同様に、極座標で書き下して解くと、次の解を得る。

ϕ(r) =
Q

4πϵ0r
exp

(
− r

λD

)
(6.A.11)

ただし, λD =

√
ϵ0kBT

χne2
(6.A.12)
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デバイ長に χの修正が加わったが、節 6.1.2と同じように、デバイ-ヒュッケルポテンシャルが
導出された。

状態方程式の修正
付録 3.B.3で説明しているが、理想気体の状態方程式は、系のエネルギーが各粒子の持つ運動

エネルギーの合計だけである場合を想定して導出されたものである。つまり、各粒子は他の粒
子が作り出すポテンシャルに束縛されておらず、自由に運動している場合である。クーロン力
の効果を考慮すると、単位質量あたりの内部エネルギー ε�31は、理想気体の場合の値 εid から次
のように修正されるはずである。

ε = εid + εcorr (6.A.13)

それに伴って、ヘルムホルツの自由エネルギー (付録 3.A.3参照) も理想気体の場合から

f = fid + fcorr (6.A.14)

と修正される。熱力学的関係式 (3.A.19)より、修正項の間には次の関係があることが分かる。

εcorr
T 2

= −
[
∂

∂T

(
fcorr
T

)]
ρ

(6.A.15)

内部エネルギーに対する修正項 εcorr を求める。第 i種のイオンと電子が周りの粒子集団から
受けるポテンシャルをそれぞれ ϕi, ϕe と書くことにすると、単位質量あたりの静電エネルギー
の合計は次のように書ける。

εcorr =
v

2

(∑
i

Zieniϕi − eneϕe

)
(6.A.16)

v は単位質量当たりの体積 (比体積) である。系内の粒子が互いに及ぼし合う自己エネルギーを
考えているので、二重に数え上げた分を補正するために 1/2を乗じた。
原点の近傍 (r/λD ≪ 1) を想定して、式 (6.A.11)を r/λD について展開すると、次のように

書ける。
ϕ =

Q

4πϵ0r
− Q

4πϵ0λD
+ · · · (6.A.17)

第 1項は原点に置かれた電荷 Q自身が作りだすポテンシャルであり、第 2項は周りの電荷の集
団が作り出すポテンシャルである。第 2項を取り出すことで、各粒子種が周りから受けるポテ
ンシャル ϕi, ϕe は、それぞれ次のように表せる。

ϕi = −
Zie

4πϵ0λD
, ϕe =

e

4πϵ0λD
(6.A.18)

�31 他の節では eを用いている量だが、この節では素電荷との混同を避けるために εと書く。
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これと上で定義した n, χを用い、λD を具体的に表すことで、εcorr は次のように書ける。

εcorr = −
ve3n3/2χ3/2

8πϵ
3/2
0 (kBT )1/2

(6.A.19)

= − e3χ3/2ρ1/2

8πϵ
3/2
0 m

3/2
p µ3/2(kBT )1/2

(6.A.20)

ただし、2段目では、
ρ =

1

v
, ρ = µmpn (6.A.21)

という関係�32を用いて v と nを質量密度 ρに書き直した。
式 (6.A.15)に従って εcorr を積分することで、

fcorr = −
e3χ3/2ρ1/2

12πϵ
3/2
0 m

3/2
p µ3/2(kBT )1/2

(6.A.22)

を得る。温度が高くなると、個々の粒子はポテンシャルを振り切って自由粒子と同様に運動す
るようになるため、T →∞の極限では f は fid に一致する必要がある。よって、上式では積分
定数をゼロとした。
熱力学的関係式 (3.A.17)より、圧力は次のように計算できる。

p = pid + ρ2
(
∂fcorr
∂ρ

)
T

(6.A.23)

= nkBT

[
1− e3χ3/2ρ1/2

24πϵ
3/2
0 m

1/2
p µ1/2(kBT )3/2

]
(6.A.24)

= nkBT

[
1− 9.9× 105 · χ

3/2

µ1/2
·
(

ρ

kg m−3

)1/2

·
(
T

K

)−3/2
]

(6.A.25)

例えば 0.95 太陽半径の深さ (µ ≃ 0.6, χ ≃ 1.1, T ≃ 2.7 × 105 K, ρ ≃ 2.9 × 10−2 kg m−3) で
は、圧力の理想気体の場合からのずれは 3% 程度になる。その精度での計算を行う場合には、こ
の補正が必要になる。

6.A.2 電子の縮退
節 6.1.7で説明したように、温度が低くて密度の高いプラズマでは縮退の効果を考える必要が

ある。電子の縮退の効果の方が、イオンより先に現れる。本節では、電子が縮退したプラズマの
状態方程式について説明する。

�32 本書では、平均分子量 µは陽子質量mp を用いて無次元化したものと定義している。文献によっては原子質量単
位mu が用いられていることもある。

503 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 6 章 MHDの限界と運動論 6.A 非理想気体の状態方程式

図 6.8 数密度 ne = 1032 m−3 の場合に実現する分布関数 (実線) とマクスウェル-ボルツ
マン分布 (点線)：分布関数の上限値が赤色の破線で示されている。縮退パラメータの値は、
T = 106 K, 107 K, 5× 107 Kの場合について、それぞれ ψ = 9.0,−0.19,−2.8。

今は比較的密度の濃いプラズマを対象としているので、電子集団は基本的に節 6.1.1で説明し
たマクスウェル-ボルツマン分布

4πp2f0e (p) =
4πp2ne

(2πmekBT )3/2
exp

(
− p2

2mekBT

)
(6.A.26)

に従うと考えられる。ただし、p は集団の静止系で見た各粒子の運動量の大きさである。
f0e (p) · 4πp2dpd3xは運動量の大きさが p ∼ p+ dpの間にある粒子数を表す。つまり、節 6.1.1

で導入した分布関数 f0e (v)とは次の関係にある。

f0e (p) · 4πp2dpd3x = f0e (v) · 4πv2dvd3x, p = mev (6.A.27)

電子はフェルミ粒子 (付録 5.B.9参照)なので、複数の電子が同じ運動状態になれない。これ
はパウリの排他律と呼ばれる。この帰結として、相空間 d3pd3xにおいて特定の体積を占めるこ
とのできる電子の数には限度がある。電子はスピンと呼ばれる運動もしており、スピンは 2つ
の状態をとり得る。このことも考慮すると、相空間の体積 h3 内に存在できる電子数の上限は 2

個である。hはプランク定数である。つまり、電子の分布関数 fe(p)には次の上限がある。

fe(p) · 4πp2dpd3x ≤
8πp2dpd3x

h3
(6.A.28)

図 6.8に電子の数密度が 1032 m−3 (≃ 太陽中心での値) の場合のマクスウェル-ボルツマン分布
(点線) と、上式で表される上限値 (赤色の破線) を示した。温度が 106 Kの場合のマクスウェ
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図 6.9 数密度 ne = 1032 m−3、温度 T = 0の場合の電子の分布関数 (青色で塗りつぶした範囲)

ル-ボルツマン分布は、上限値を大きく上回っていることが分かる。このプラズマが仮に 106 K

にあった場合、実際の分布関数は上限値を上回らないように大きく歪み、マクスウェル-ボルツ
マンとは違う形になる。その様子を図に実線で示した。この状態を縮退と言う。実際の太陽中
心部の温度は 107 K程度の温度である。図を見ると、そのような場合のマクスウェル-ボルツマ
ン分布は上限値を大きく上回っているわけではないが、それでも上限の影響を受けて、真のマ
クスウェル-ボルツマン分布から少し歪んだ形の分布関数が実現する。これを部分縮退と言う。
この微小な歪みによる効果を状態方程式にどう取り入れるかを説明することがこの節の目標で
ある。
なお、この節では非相対論的な場合、つまり系内の全粒子が光速に比べて十分に遅い速さで

運動している場合を考える。これは T ≪ 109 Kかつ ne ≪ 1035 m−3 の場合に相当する。例え
ば太陽中心部はこの条件を満たす。相対論的な場合を含む議論については例えば Kippenhahn

et al. (2012)の Chapter 15 や Rezzolla & Zanotti (2013)の Chapter 2 を読んで欲しい。

完全縮退の場合
まずは電子集団の温度がゼロである場合を考える。この場合、電子は運動量の小さい状態から

順に、上限の許す限り敷き詰められた分布をする (図 6.9 参照)。系内の電子が持ついちばん大
きな運動量 pF はフェルミ運動量と呼ばれる。或いは、EF = p2F /(2me)はフェルミエネルギー
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と呼ばれる。pF は次の関係より決定される。∫ pF

0

8πp2

h3
dp =

8π

3h3
p3F = ne (6.A.29)

−→ pF =

(
3h3ne
8π

)1/3

(6.A.30)

温度がゼロである場合も、電子は pF 以下の有限の運動量を持ち得る。
節 6.2.3で説明しているが、運動論において圧力 pe とは、実現している分布関数 fe(p)を用

いて次のように計算される量である。

pe =
1

3

∫
p2

me
fe(p)d

3p (6.A.31)

=
1

3

∫ pF

0

p2

me

8πp2

h3
dp (6.A.32)

=
8πp5F

15h3me
(6.A.33)

=
35/3h2

60π2/3me
n5/3e = 2.3× 10−38 Pa ·

( ne
m−3

)5/3
(6.A.34)

一方で、単位体積あたりの内部エネルギー E は各粒子が持つ運動エネルギーの合計値であり、節
6.2.4と同様にして次のように計算される。

E =

∫
p2

2me
fe(p)d

3p (6.A.35)

=
3

2
pe (6.A.36)

このように、温度がゼロであっても、電子集団は有限の圧力と内部エネルギーを持つ。

部分縮退の場合
プラズマが有限の温度を持つ場合、全ての電子が運動量の小さい順に敷き詰められているわ

けではない。しかし、分布関数が上限を上回ってはいけないため、マクスウェル-ボルツマン分
布からは歪んだ形をする。これは部分縮退 (partial degeneracy) と呼ばれる。一定の数密度の
プラズマを考える場合、温度が高くなる程縮退は解け、分布関数はマクスウェル-ボルツマン分
布の形に近づく。
1 つの運動状態を占める粒子数の期待値は平均占有率と呼ばれる。電子のようなフェルミ粒

子の場合、付録 3.B.7で説明しているように、平均占有率は 0 と 1 の間の値を持ち、フェルミ-

ディラック分布に従う。電子の分布関数は上限値に平均占有率を乗じることで、次のように書
ける。

4πp2fe(p) =
8πp2

h3
1

1 + exp[p2/(2mekBT )− ψ]
(6.A.37)
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ψ は付録 3.B.7 での化学ポテンシャルに相当する量であり、今の文脈では縮退パラメータ
(degeneracy parameter) と呼ばれる。後に説明するが、ψ の値は電子の数密度と温度が与えら
れれば決定される。ψ は縮退がどれだけ強いかの指標である。ψ →∞の極限が前節で説明した
完全に縮退している場合に相当する。逆に、ψ → −∞の極限が縮退していない場合に相当し、
そのときの上式はマクスウェル-ボルツマン分布に一致する。
ψ の値の決定方法について説明する。分布関数 (6.A.37)を運動量空間全体に渡って積分する

と、ne に一致するのだった。

ne =

∫ ∞

0

4πp2fe(p)dp (6.A.38)

=
4π(2me)

3/2

h3

∫ ∞

0

E1/2

1 + exp[E/(kBT )− ψ]
dE (6.A.39)

2段目では、E = p2/(2me),medE = pdpを用いて積分変数をエネルギー E に変換した。次の
積分はフェルミ-ディラック積分と呼ばれる。

Fν(ψ) =

∫ ∞

0

uν

1 + exp(u− ψ)
du (6.A.40)

この表式を用いると、式 (6.A.39)は次のように書き換えられる。

ne =
4π(2mekBT )

3/2

h3
F1/2(ψ) (6.A.41)

ne と T が与えられれば、上式を ψ についての方程式と見て解くことで、ψ を決定できる。図
6.8に実線で示した分布関数は、この方法で求まった ψ を用いて式 (6.A.37)をプロットしたも
のである。各温度における ψ の値は図の見出しに記した。参考として、表 6.4にフェルミ-ディ
ラック積分の値を載せる。
ψ ≫ 1の場合は F1/2(ψ) ≃ 2ψ3/2/3と近似できる。これを式 (6.A.41)に代入して、フェルミ

エネルギー EF を用いて書き換えると、

ψ ≃ EF
kBT

(6.A.42)

を得る。温度ゼロの極限では、ψ →∞となる。このとき、平均占有率は次のようになる。ただ
し、E = p2/(2me)である。

1

1 + exp[E/(kBT )− ψ]
=

1

1 + exp[ψ(E/EF − 1)]
−−−−→
ψ→∞

{
1 (E < EFのとき)

0 (E > EFのとき)
(6.A.43)

つまり、平均占有率はステップ関数に漸近し、閾値 EF 以下のエネルギーの状態にはびっしりと
電子が敷き詰められた分布を表す。これは前節の議論に他ならない。
逆に、ψ → −∞の場合は、フェルミ-ディラック積分は次のように近似できる。

Fν(ψ) =

∫ ∞

0

uν

1 + exp(u− ψ)
du ≃ exp(ψ)

∫ ∞

0

uν exp(−u)du (6.A.44)
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表 6.4 フェルミ-ディラック積分の値
ψ F1/2(ψ) F3/2(ψ) ψ F1/2(ψ) F3/2(ψ) ψ F1/2(ψ) F3/2(ψ)

-5.0 0.00596 0.00895 3.5 4.83707 13.65420 12.0 27.95178 208.06196

-4.5 0.00981 0.01474 4.0 5.77073 17.62770 12.5 29.69679 229.67792

-4.0 0.01613 0.02427 4.5 6.77257 22.32733 13.0 31.47746 252.61606

-3.5 0.02648 0.03993 5.0 7.83798 27.80245 13.5 33.29308 276.90285

-3.0 0.04337 0.06561 5.5 8.96300 34.09920 14.0 35.14297 302.56425

-2.5 0.07072 0.10758 6.0 10.14428 41.26100 14.5 37.02649 329.62572

-2.0 0.11459 0.17580 6.5 11.37899 49.32897 15.0 38.94305 358.11225

-1.5 0.18380 0.28577 7.0 12.66464 58.34222 15.5 40.89206 388.04840

-1.0 0.29050 0.46085 7.5 13.99910 68.33813 16.0 42.87300 419.45832

-0.5 0.44979 0.73466 8.0 15.38049 79.35259 16.5 44.88535 452.36576

0.0 0.67809 1.15280 8.5 16.80714 91.42017 17.0 46.92862 486.79409

0.5 0.99021 1.77279 9.0 18.27756 104.57424 17.5 49.00235 522.76631

1.0 1.39638 2.66168 9.5 19.79041 118.84712 18.0 51.10608 560.30511

1.5 1.90083 3.89198 10.0 21.34447 134.27016 18.5 53.23939 599.43282

2.0 2.50246 5.53725 10.5 22.93862 150.87385 19.0 55.40187 640.17149

2.5 3.19660 7.66880 11.0 24.57185 168.68786 19.5 57.59313 682.54283

3.0 3.97699 10.35371 11.5 26.24319 187.74115 20.0 59.81280 726.56828

つまり、F1/2(ψ) ≃
√
π exp(ψ)/2と近似できる。これと式 (6.A.41)より、

exp(ψ) ≃ h3ne
2(2πmekBT )3/2

(6.A.45)

を得る。よって、分布関数は式 (6.A.37)より、

fe(p) =
2

h3
1

1 + exp[p2/(2mekBT )− ψ]
(6.A.46)

≃ 2

h3
exp(ψ) exp

(
− p2

2mekBT

)
(6.A.47)

≃ ne
(2πmekBT )3/2

exp

(
− p2

2mekBT

)
(6.A.48)

と近似でき、マクスウェル-ボルツマン分布に一致することが分かる。ψ は ne/T
3/2 についての

単調増加関数であるため、この極限は数密度が低く、温度が高い場合に相当する。この場合は縮
退の影響を無視でき、電子集団は理想気体と捉えられる。
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図 6.10 数密度 ne = 1030 m−3, 1032 m−3, 1034 m−3 の場合についての実現する状態方程式 (実
線) と理想気体の状態方程式 (点線)

求まった ψ を用いれば、電子の圧力は次のように計算できる。

pe =
1

3

∫ ∞

0

p2

me
· 4πp2fe(p)dp (6.A.49)

=
8π(2me)

3/2

3h3

∫ ∞

0

E3/2

1 + exp[E/(kBT )− ψ]
dE (6.A.50)

=
8π(2me)

3/2(kBT )
5/2

3h3
F3/2(ψ) (6.A.51)

ψ → −∞ の極限では、式 (6.A.44) より F3/2(ψ) ≃ 3
√
π exp(ψ)/4 と近似できる。これと式

(6.A.45)を上式に代入すれば、
pe ≃ nekBT (6.A.52)

となることが確認できる。図 6.10に各数密度 ne に対する p − T 図をプロットした。参考とし
て、理想気体の状態方程式も点線でプロットしてある。数密度が一定の状況では、温度が高くな
ると理想気体の状態方程式に漸近することが分かる。逆に、温度が低くなると理想気体の場合
より圧力が高くなり、温度に依存せず一定値をとるようになる。この状況における圧力は縮退
圧と呼ばれる。
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付録 6.B 中性粒子の衝突
長距離のクーロン相互作用が働かない中性粒子との衝突過程について説明する。

6.B.1 ボルツマンの衝突項
節 6.2.2では、クーロン散乱について、小角散乱の効果のみを考慮した形式の衝突項を考えた。

ここでは、より一般の 2体弾性衝突を想定した衝突項の形を考える。この節は Huang (1987)を
参考にしている。衝突項は次のように書けるはずである。

Cs(x,v, t) =
∑
s′

[
Rss′(x,v, t)−Rss′(x,v, t)

]
(6.B.1)

ただし、Rss′ , Rss′ はそれぞれ次のような量である。

� Rss′δtd3xd3v : 注目する点 (x,v)を含む体積要素 d3xd3v 内に衝突前の粒子種 sが属す
るような衝突が、時刻 tから t+ δtの間に起こる数。

� Rss′δtd3xd3v : 注目する点 (x,v)を含む体積要素 d3xd3v 内に衝突後の粒子種 sが属す
るような衝突が、時刻 tから t+ δtの間に起こる数。

衝突相手の粒子種 s′ について和をとっている。よって以下では、特定の粒子種 s′ との衝突に注
目して Rss′ の具体的な形を求めることに専念する。
衝突前の粒子 s, s′ の速度をそれぞれ v1,v2、衝突後の速度を v′

1,v
′
2 とする。すると、運動量

とエネルギーの保存則より

msv1 +ms′v2 = msv
′
1 +ms′v

′
2 (6.B.2)

1

2
msv

2
1 +

1

2
ms′v

2
2 =

1

2
msv

′2
1 +

1

2
ms′v

′2
2 (6.B.3)

が成り立つ。1つの衝突について、v1,v2 と衝突後の v′
1 の向き Ω = (θ, ϕ)が分かれば、残りの

4変数 |v′
1|,v′

2 は上記の運動量・エネルギー保存則の 4式より決まる。Rss′ の考え方の流れは次
の通りである。

1. 実空間の体積要素 d3x内で時刻 tから t+ δtの間に、初めに d3v1 内にいた粒子 sと d3v2

内にいた粒子 s′ が相互作用し、粒子 sの軌道が立体角 Ωを含む dΩ内の方向に曲げられ
るような衝突の数 dR12→Ωδtを求める。

2. dR12→Ωδtを d3v2 と dΩについて積分したものが Rss′δtd
3xd3v1 である。

dR12→Ωδtは更に次のように書ける。

dR12→Ωδt = dN12dP12→Ωδt (6.B.4)
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dN12 は速度 v1 の粒子 s と v2 の粒子 s′ の単位時間あたりの衝突数であり、2 粒子相関関数
Fss′(x,v1,v2, t)を導入することで、

dN12 = Fss′(x,v1,v2, t)d
3xd3v1d

3xd3v2 (6.B.5)

と書ける。dP12→Ω は初めに速度 v1,v2 を持っていた 2粒子が衝突をした結果、粒子 sの軌道
が Ωを含む dΩの方向へ曲げられる確率であり、粒子種 sと s′ の衝突微分断面積 dσss′/dΩを
用いて次のように書ける。

dP12→Ω =
|v1 − v2|
d3x

dσss′

dΩ
dΩ (6.B.6)

以上の議論をまとめると、次のことが言える。

Rss′(x,v1, t) =

∫
d3v2

∫
4π

dΩ|v1 − v2|
dσss′

dΩ
(v1,v2,Ω)Fss′(x,v1,v2, t) (6.B.7)

次に Rss′ を考える。2体衝突では一般に次のような対称性がある。

� それぞれ速度 v1,v2 を持った 2 粒子が衝突して速度が v′
1,v

′
2 に変わる確率は、速度

v′
1,v

′
2 を持った 2粒子が衝突して速度 v1,v2 に変わる確率と等しい。

この対称性は、2体衝突過程が時間の反転 (t → −t)、空間回転、空間反転について対称である
ことを組み合わせると得られる。このことと衝突前後で 2粒子の相対速度が変わらないこと

|v1 − v2| = |v′
1 − v′

2| (6.B.8)

より、式 (6.B.7)の微分断面積と同じ関数を用いて、

Rss′(x,v
′
1, t) =

∫
d3v′2

∫
4π

dΩ|v′
1 − v′

2|
dσss′

dΩ
(v′

1,v
′
2,Ω)Fss′(x,v1,v2, t) (6.B.9)

と書くことができる。この場合は、衝突後の粒子 s′ の速度 d3v′2 と衝突前の粒子 s の軌道方向
dΩで積分していることになる。式 (6.B.7)と、式 (6.B.9)で変数 v1,v2 と v′

1,v
′
2 の表記を入れ

替えたものを式 (6.B.1)に代入することで、衝突項は次のように表される。

Cs(x,v1, t) =
∑
s′

∫
d3v2

∫
4π

dΩ|v1 − v2|
dσss′

dΩ
(v1,v2,Ω)

· [Fss′(x,v′
1,v

′
2, t)− Fss′(x,v1,v2, t)] (6.B.10)

ただし、v′
1,v

′
2 は v1,v2 と式 (6.B.2),(6.B.3)の関係で結ばれる変数であり、Ωは v′

1 の方向を
表す 2変数である。
微分断面積は付録 5.B.13にまとめたような方法で考えることができる�33。更に、未知の関数

Fss′ と分布関数の間に次の関係を仮定することで、方程式系を閉じることができる。
Fss′(x,v1,v2, t) = fs(x,v1, t)fs′(x,v2, t) (6.B.11)

�33 ただし、付録 5.B.13では 2粒子の相対運動量の曲がり角を Ωとした微分断面積を考えていることに注意が必要
である。
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これは 2粒子の速度や位置に相関がないため、衝突回数は単に衝突に関わる 2粒子の数の積に
比例することを言っている�34。これは分子的混沌 (molecular chaos) の仮定と呼ばれる。この
仮定を取り入れると、衝突項は次のようになる。

Cs(x,v1, t) =
∑
s′

∫
d3v2

∫
4π

dΩ|v1 − v2|
dσss′

dΩ
(v1,v2,Ω) (fs,1′fs′,2′ − fs,1fs′,2) (6.B.12)

ただし, fs,1 = fs(x,v1, t) (6.B.13)

fs′,2 = fs′(x,v2, t) (6.B.14)

fs,1′ = fs(x,v
′
1, t) (6.B.15)

fs′,2′ = fs′(x,v
′
2, t) (6.B.16)

6.B.2 マクスウェル-ボルツマン分布との衝突

6.B.3 中性粒子との間の摩擦力
中性粒子と別の粒子種の集団間に平均速度差があった場合に働く摩擦力Rss′ を見積もる。こ

の節の議論は Braginskii (1965) によるものである。Rss′ は衝突項を用いて次のように定義さ
れるのだった。

Rss′ =

∫
msvCss′ [f

0
s , f

0
s′ ]d

3v (6.B.17)

両粒子種は温度の等しいマクスウェル-ボルツマン分布にあるとする。また、上式における v1 は
粒子種 sの集団の静止系で見た速度を表すものとする。つまり、粒子種 sの平均速度はゼロで
あり、粒子種 s′ の平均速度が 2粒子種間の平均速度差 −u = us −us′ に相当する。この平均速
度差は小さいとして、粒子種 s′ のマクスウェル-ボルツマン分布 f0s′ を uで展開して 1次の項ま
で残すと、平均速度がゼロのマクスウェル-ボルツマン分布を f00s′ として次のように書ける。

f0s′ = f00s′ −
ms′uv2

kBT
f00s′ (6.B.18)

�34 因みに、熱平衡からそれほど離れていない系で量子統計性も考慮する場合、Fss′ は次のように表される。
Fss′ (x,v1,v2,v

′
1,v

′
2, t) = fs(x,v1, t)fs′ (x,v2, t)[1± h3fs(x,v

′
1, t)/gs][1± h3fs′ (x,v

′
2, t)/gs′ ]

h はプランク定数、gs は各粒子種の内部自由度である。複号について、関係する粒子がボース粒子の場合は
[1 + h3fs/gs] とし、“Bose enhancement factor” と呼ばれる。フェルミ粒子の場合は [1 − h3fs/gs] とし、
“Pauli blocking factor” と呼ばれる。それぞれ、反応後の粒子に関する分布関数を用いた因子であり、次の効
果を表す。節 5.3.1 で、光子の放射過程には自発放射に加えて、放射強度に比例する誘導放射もあることを述べ
た。一般的に、反応後にボース粒子が生成される場合は、他に粒子が存在しない状況での反応率に加えて、反応後
の粒子種の分布関数に比例した反応率も考慮せねばならない。逆に、反応後にフェルミ粒子が生成される場合は、
部分縮退 (パウリの排他律)に起因して、反応率が抑えられる。実際に、完全縮退している場合は fs = gs/h3 で
ある (付録 6.A.2)が、この場合、この因子はゼロになり、反応が全く起きない。これらの因子は、希薄な系を考
える際には無視できるが、初期宇宙の高密度系を考える際に用いられることがある (e.g. Dodelson & Schmidt,

2020; Laine & Vuorinen, 2016)。

512 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 6 章 MHDの限界と運動論 6.B 中性粒子の衝突

これを式 (6.B.17)に代入すると、上式の第 2項の寄与だけが残るため、

Rss′,i = −
msms′

kBT
uj

∫
viCss′ [f

0
s , f

00
s′ v2,j ]d

3v (6.B.19)

となる。ここで、Css′ [f0s , f00s′ v2,j ]は全体として v に依存するベクトルであり、他にベクトルの
パラメータを含まないので、適当なスカラー関数 A(v)を用いて

Css′ [f
0
s , f

00
s′ v2,j ] = vjA(v) (6.B.20)

と書ける。つまり、式 (6.B.19)の積分は

Iij =

∫
vivjA(v)d

3v (6.B.21)

という 2階等方テンソルになる。このテンソルのトレースは

I =

∫
v2A(v)d3v (6.B.22)

であり、トレースを用いると Iij = Iδij/3と書けることを用いると、摩擦力は次のようになる。

Rss′,i = −
msms′

3kBT
ui

∫
vjCss′ [f

0
s , f

00
s′ v2,j ]d

3v (6.B.23)

Css′ の表式に式 (6.B.12)を用い、マクスウェル-ボルツマン分布の性質

f0s,1′f
00
s′2′ = f0s,1f

00
s′2 (6.B.24)

も用いて変形すると、Rss′ は更に次のように書き換えられる。

Rss′ = −
msms′

3kBT
u

∫
d3v1

∫
d3v2

∫
dΩ

dσss′

dΩ
f0s,1f

00
s′,2[v1 · (v′

2 − v2)]|v1 − v2| (6.B.25)

重心の速度 vc と速度差 vr を

v1 = vc +
ms′

ms +ms′
vr, v2 = vc −

ms

ms +ms′
vr (6.B.26)

と導入すると、f0s,1f00s′,2 は新たな関数 fc, fr を用いて次のように表せる。

f0s,1f
00
s′,2 = nsns′fcfr (6.B.27)

ただし, fc =

(
ms +ms′

2πkBT

)3/2

exp

[
− (ms +ms′)v

2
c

2kBT

]
(6.B.28)

fr =

(
µss′

2πkBT

)3/2

exp

[
−µss

′v2r
2kBT

]
(6.B.29)

513 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://solarphys.com/mhd/


第 6 章 MHDの限界と運動論 6.B 中性粒子の衝突

µ = msms′/(ms +ms′)は換算質量である。更に、d3v1d3v2 = d3vcd
3vr という関係も分かる

ので、Rss′ は次のように計算できる。

Rss′ = −
nsns′m

2
sms′

3(ms +ms′)kBT
u

∫
d3vr

∫
d3vc

∫
dΩ

dσss′

dΩ
fcfr

·
[(

vc +
ms′

ms +ms′
vr

)
· (vr − v′

r)

]
vr (6.B.30)

散乱角は vr · v′
r = v2r cos θ を満たすような θ であることを思い出して d3vc についての積分を

実行すると、Rss′ は次のようになる。

Rss′ = −
4πnsns′µ

2
ss′

3kBT
u

∫
v5rσ

m
ss′(vr)frdvr (6.B.31)

ただし, σm
ss′(vr) =

∫
4π

(1− cos θ)
dσss′

dΩ
dΩ (6.B.32)

特に σm
ss′ が vr に依らないとみなせる場合は、

Rss′ = −
4

3
nsns′µss′σ

m
ss′

√
8kBT

πµss′
(6.B.33)

と書ける。
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7
相対論

前章までは非相対論的な磁気流体を対象としてきた。非相対論的な磁気流体とは、次の全て
の条件を満たすような磁気流体のことである。

� 流速 v が光速 cに比べて十分に遅い。

|v|
c
≪ 1 (7.0.1)

� 内部エネルギー ρe、圧力 p、磁気エネルギー B2/(2µ0)がどれも静止エネルギー ρc2 に比
べて十分に小さい。

ρe, p,
B2

2µ0
≪ ρc2 (7.0.2)

� 重力場 (重力ポテンシャル ϕg)が十分に弱くてほとんど時間変化しない。

ϕg
c2
≪ 1,

∂ϕg
∂t
≃ 0 (7.0.3)

これらの条件を 1つでも満たさない場合は、相対論的MHDが必要となる。本章では、相対論
とは何か、相対論を使わなければならない状況とは何かを把握することを目標に、相対論の基本
事項の説明から相対論的MHDや放射輸送の基礎方程式までを説明し、それらの方程式を前章
までで説明した形式と比較する。
ある観測系における物理法則と、別の観測系における物理法則は形が変わらないはずである

という原理をつきつめた結果構築された理論が相対論である。ニュートンの運動法則はガリレ
イ変換 (節 2.3参照)と呼ばれる変換の下で共変�1である。一方で電磁気学の法則 (マクスウェル
方程式)はローレンツ変換の下で共変である。慣性系�2から慣性系への座標変換を正しく記述す

�1 ある座標変換の前と後で方程式の形が変わらないとき、その方程式はこの座標変換の下で共変であると表現する。
�2 慣性系とは、外力が働いていない物体が静止し続けるか等速直線運動をするような座標系である。重力を忘れて
特殊相対論の範疇で議論する場合には「加速度を持たない座標系」すなわち慣性力が働かない座標系のことであ
る。一般相対論的には重力は外力ではなく時空の幾何学的な歪みなので、この意味では慣性系は重力以外の力が
働いていない物体が等速直線運動をする座標系のことであり、つまり「重力に対して自由落下するような加速度
を持った座標系」が慣性系にあたる。重力は一般に時空間的に変化するので、このような慣性系は時空間中の局
所的にしか考えられない。このような、ニュートン力学における慣性系と一般相対論における慣性系の定義の違
い (重力を外力と捉えるかもはや力と捉えないかの違い)は混乱を招きかねないので注意を要する。
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るのはガリレイ変換か、ローレンツ変換か、或いは物理法則は特殊な座標系においてのみ正しく
表現されうるものであり共変性を考えることがそもそもの間違いであるのか、という問題がそ
の昔議論された。その中で特殊相対論が構築され、ローレンツ変換に対して共変な運動法則が
得られた。この枠組みの下では、光速より十分に遅い場合の近似としてニュートン力学の諸法
則が得られる。特殊相対論では重力を表現できないという問題が残ったが、その後、一般相対論
の確立によって重力は幾何学的な「時空の歪み」として表現された。現在ではこれらの相対論が
正しいことを裏付ける実験・観測結果は多数存在し、天体物理学における基本道具のひとつに
なっている。
粒子 1つ 1つの運動を微視的に考える際は重力の影響は無視できる。また、一般相対論によ

ると、重力がある場合でもその重力によって「自由落下する観測系」(局所慣性系)で考えること
によって、ある時刻ある点の周りにおいてはまるで重力がないかのように考えることができる。
この意味で特殊相対論は一般相対論を考える場合においても基礎となる理論である。
本章では一般相対論の基本的な考え方を説明 (節 7.1から節 7.6)した後、特殊相対論、つまり

慣性系 (ローレンツ系)において特に成立する概念を説明する (節 7.7)。その後、相対論的MHD

の定式化 (節 7.8)や放射輸送 (節 7.9)について説明する。ニュートン力学から特殊相対論へ、読
者が日常感覚的に受け入れやすい形で導入されるような説明や、一般相対論の数学的にきちん
とした説明�3については他書を読んでいただくことにして、本書では相対論そのものの考え方を
簡単にまとめることに努めた。
本章は全体として須藤靖 (2005), Rezzolla & Zanotti (2013)を参考にした。また電磁場に関

する部分は Antón et al. (2006), dos Santos (2016) も参考にした。相対論的な MHD や放射
輸送については、他に Kato & Fukue (2020) が詳しい。日本語の教科書には 小嶌康史 et al.

(2019) がある。

7.1 相対論の基本的な考え方
運動を考える舞台である時空間と、時空間において考えることになる物理量について、その記

述方法と基本的な性質を説明する。

7.1.1 4次元時空の座標表示
例えばある質点がある時刻に 3次元空間中のある点に位置しているという事象は、4次元時空

間における点として表される。これを世界点と言う。この質点の運動は世界点を繋げることに

�3 一般相対論は時空間を可微分多様体とみなす理論である。その数学的基礎は微分幾何という分野にまとめられる。
理論物理学のための微分幾何の教科書としては、平易なものに 佐古彰史 (2021)、整然としたものに 中原幹夫
(2003) がある。
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よってできる 4次元時空間中の曲線として表される。これを世界線と言う。物理量はこの時空
間のスカラー、4元ベクトル、4× 4テンソル、またはもっと高階のテンソルとして記述される。
「実験室に固定されたデカルト座標で考える」「ブラックホールと共に動く球対称の座標で考え
る」などといった座標系を設定することは、時空間に 4つの変数からなる座標 (xµ;µ = 0, 1, 2, 3)

を設定することに対応する。一般には歪な形をした座標系 xµ を設定し、この座標系を基準にし
て時空間を記述することにすると、世界点 P は適当な座標 xµ で、世界線 C は適当なパラメー
タ λと 4つの関数 Cµ(λ)を用いて

xµ = Cµ(λ) (7.1.1)

と表現できる。各世界点でのこの座標系の基底を {eµ(P);µ = 0, 1, 2, 3}と書くと�4、ベクトル
V やテンソル Tは

V = V µeµ, T = Tµνeµ ⊗ eν (7.1.2)

などと成分表示できる。ただし、ギリシャ文字の添え字は 0, 1, 2, 3の 4つの値を走り、同じ文
字を使った上付き添え字と下付き添え字が現れたら総和記号∑3

µ=0 を省略したものを意味する。
このように同じ添え字の総和をとることを縮約をとると表現する。相対論の場合は、後に説明す
るように上付き添え字と下付き添え字の違いに意味があり、上付き添え字で表現された成分は
特に反変成分と呼ばれる。この記法はアインシュタインの縮約記法と呼ばれる。一方で i, j の
ようなラテン文字を添え字に使用した場合は、1, 2, 3の 3つの値を走るという約束で記述するこ
とにする。
時空間では内積なるものを考えることができる。これは時空間内で無限小離れた 2つの世界

点の間の距離というものを考えられることに対応する。同じ世界点での基底同士の内積を

gµν = eµ · eν (7.1.3)

と書く。この gµν(P) は計量テンソルと呼ばれる。無限小離れた 2 点間の距離 ds は、座標 xµ

の差分 dxµ と計量を用いて

ds2 = (dxµeµ) · (dxνeν) = gµνdx
µdxν (7.1.4)

と書ける。また、任意のベクトル同士の内積は成分表示で

U · V = gµνU
µV ν (7.1.5)

と書ける。

�4 一般の座標系において基底の向きは世界点ごとに異なるので P という引数を付けた。
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7.1.2 座標変換
ベクトルやテンソルは時空間において座標系 xµ を設定すれば成分表示して考えられることを

述べたが、別の座標系 xµ
′�5を用いてもまた、成分表示することができる。考えていた成分をこ

の新しい座標系における成分に変換したい場合を考える。
ベクトルの変換の前に、各世界点で定義されるスカラー ϕ(P)について説明する。古い座標系

で xµ と表される世界点 P が新しい座標系では xµ
′ という座標で表されるとき、スカラーは

ϕ′(xµ
′
) = ϕ(xµ) (7.1.6)

と変換する。つまり、同じ世界点を考える限りどの座標系で考えようが値は不変である。前述
の dsもスカラーのひとつである。
次にベクトルの成分の変換を考える。新旧の座標間の関係式から 42 = 16 個の偏微分

∂xµ/∂xµ
′ が求まれば、この 2つの座標系の基底は、各世界点において

eµ′ =
∂xµ

∂xµ′ eµ (7.1.7)

という関係で結ばれる。これは基底の定義に近い関係である�6。つまり、ベクトルは各世界点に
おいて

V = V µeµ = V µ
∂xµ

′

∂xµ
eµ′ (7.1.8)

と書け、右辺が座標系 xµ
′ での成分表示に他ならない。反変成分は

V µ
′
=
∂xµ

′

∂xµ
V µ (7.1.9)

と変換する。このように変換する反変成分に双対する概念として、共変成分 Vµ を考えることが
できる。共変成分は反変成分の場合の変換の逆変換によって次のように座標変換される。

Vµ′ =
∂xµ

∂xµ′ Vµ (7.1.10)

これは基底と同じ変換則に従うとも言える。反変成分と共変成分は計量との縮約をとることで、

Vµ = gµνV
ν (7.1.11)

�5 別の座標系であることを示すためにプライム (′) を用いるが、普通は x などの量を表す文字本体ではなく添え字
にプライムを付けて記述する。縮約を考える際に、µと µ′ は違う添え字と考えなければならないことに注意して
欲しい。

�6 基底の定義を求めると話がややこしくなり、見通しが悪くなると感じたので本書では省く。上記の変換則や本節
で説明してある数々の関係が満たされるよう巧みに定義されている。詳しくは一般相対論や微分幾何の本を読ん
で欲しい。付録 1.B ではデカルト座標の基底と回転変換で結ばれる基底を極座標や円筒座標の基底として考え
た。本章で考えている相対論における基底は回転変換ではなく、上記のような変換性を持つ量であり、一般に単
位ベクトルから構成されるとは限らないことに注意されたい。
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と結ばれる。また、計量テンソル gµν の逆行列�7を gµν と書くと、

V µ = gµνVν (7.1.12)

とも書ける。
テンソルについても計量や計量の逆行列との縮約をとることで、例えば

gµβT
αβγ = Tαµ

γ , gµγTαβγ = Tαβ
µ (7.1.13)

というように添え字の上げ下げを行える。一般には添え字の左右にも意味があるので、順番を
勝手に変えてはならない。例えばテンソル Tµ1µ2

ν1ν2 についての座標変換法則は、各世界点に
おいて

Tµ
′
1µ

′
2
ν′
1ν

′
2
=
∂xµ

′
1

∂xµ1

∂xµ
′
2

∂xµ2

∂xν1

∂xν
′
1

∂xν2

∂xν
′
2
Tµ1µ2

ν1ν2 (7.1.14)

と書ける。また、例えば 2つのテンソルの縮約 TµαSαν は、上記の変換法則を用いると、

Tµ
′α′
Sα′ν′ =

(
∂xµ

′

∂xµ
∂xα

′

∂xα
Tµα

)(
∂xα

∂xα′

∂xν

∂xν′ Sαν

)
(7.1.15)

=
∂xµ

′

∂xµ
∂xν

∂xν′ T
µαSαν (7.1.16)

と変換することが分かる。つまり、TµαSαν は全体として Rµν と同じように変換する。一般に
テンソルやベクトルの縮約もまた、テンソル (ベクトル、スカラー)として振る舞う。
例えばある座標系でベクトル V µ(テンソル Tµν) の成分が全てゼロだったとする。上述した

変換法則を見ると、このベクトル (テンソル)は他の座標系で考えても必ず全成分がゼロである
ことが言える。逆にある座標系でゼロでない成分を持つベクトル (テンソル)は、別の座標系に
変換しても必ずゼロでない成分を持つ�8。このことは、座標系に依らないベクトル V やテンソ
ル Tという概念が存在して、V µ, Tµν などの表記は設定した座標系の基底で展開した成分を表
しているという立場に立てば自然に感じられるかもしれない。つまり、ある物理法則が

(ベクトル或いはテンソル) = 0 (7.1.17)

という形式 (共変形式)で表されている場合、この法則は座標系に依らず同じ形で書ける。

7.1.3 共変微分
時空間におけるベクトル場の微分について考える。図 7.1のように、一般に歪な形をした座標

系 xµ でベクトルを考えているとする。世界点 P の x2 座標の値が λだったとして、座標軸 x2

�7 つまり gµαgαν = δµν を満たすテンソルのこと。一般のテンソルにおいて Tµν が Tµν の逆行列を表すわけで
はないことに注意が必要である。計量テンソルはその定義 (内積の可換性)から対称テンソル gµν = gνµ なので、
添え字の左右には区別がない。

�8 でないと逆変換を施して元の座標系での成分に戻したときに復元されない。
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図 7.1 歪な座標系における平行移動と共変微分のイメージ

に沿って微小距離 εだけ離れた世界点 P ′ を考える。このとき、例えばベクトル場 V の成分 V 1

の dx2 方向への偏微分とは

∂V 1

∂x2
= ∂2V

1 = V 1
,2 = lim

ε→0

V 1(λ+ ε)− V 1(λ)

ε
(7.1.18)

のことである。文献によっては偏微分はコンマに続く添え字で書かれるが、本書では ∂α と書
く。偏微分は数学的な計算の手順を表すが、一方で、「物理的に自然な」微分として共変微分と
いうものを考えることができる。何らかのルールに従って世界点 P から P ′ へのベクトルの「平
行移動」が定義できたとする。V (P) = V (λ)を点 P ′ へ平行移動させたベクトルを V ∥(λ; ε)と
書く。このとき、点 P ′ でのベクトル場 V (λ+ ε)と V ∥(λ; ε)の差による微分

∇2V
µ = V µ;2 = lim

ε→0

V µ(λ+ ε)− V∥µ(λ; ε)
ε

(7.1.19)

を共変微分と言う。偏微分をコンマで表すのに対して、共変微分はセミコロンで表されること
がある。本書では ∇α を使うことにする。一般に点 P と P ′ における基底の向きは異なるため、
共変微分には偏微分に加えて基底の向きが変わることによる補正分が加わり、

∇αV µ = ∂αV
µ + ΓµαβV

β (7.1.20)

と書ける。Γµαβ は平行移動の定義の仕方によって決まる補正分であり、接続係数と呼ばれる。
接続係数、すなわちベクトルの「平行移動」にはいろいろな定義の仕方があるが、一般相対論

において使われるのはレヴィ-チヴィタ接続と呼ばれる定義方法である。レヴィ-チヴィタ接続に
おける接続係数は計量を用いて次のように書ける。

Γαβγ = gαµΓµβγ = gαµ
1

2
(∂γgµβ + ∂βgµγ − ∂µgβγ) (7.1.21)
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この接続係数を特にクリストッフェル記号と言う。クリストッフェル記号は後ろの添え字 2つ
に対して対称 (Γαβγ = Γαγβ)である。クリストッフェル記号には他に次の性質がある。

Γααµ =
∂µ
√
−g√
−g

(7.1.22)

ただし, g = det(gµν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02 g03
g10 g11 g12 g13
g20 g21 g22 g23
g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣ (7.1.23)

det(gµν)とは計量の行列式のことである�9�10。物理的に意味のある計量の行列式は必ず負の値
になる。また、接続係数は座標変換に対して次のように変換する。

Γα
′

β′γ′ =
∂xα

′

∂xµ
∂xν

∂xβ′

∂xλ

∂xγ′ Γ
µ
νλ +

∂xα
′

∂xρ
∂2xρ

∂xβ′∂xγ′ (7.1.24)

第 2項が付くことから、Γαβγ はテンソルではないことが分かる。
レヴィ-チヴィタ接続における共変微分については、例えば次のことが言える。

� 計量 gµν に対する共変微分が常にゼロである。

∇γgµν = 0 (7.1.25)

� ベクトルの積に対する共変微分がライプニッツ則を満たす。

∇α(UµV ν) = V ν∇αUµ + Uµ∇αV ν (7.1.26)

� 式 (7.1.22)の関係より、ベクトルの 4元発散 ∇µV µ は恒等的に次の関係を満たす。

∇µV µ =
∂µ(
√
−gV µ)√
−g

(7.1.27)

例えばベクトルの共変成分 Vµ やテンソル Tµ1µ2
ν1ν2ν3 の dxα 方向への共変微分は、

∇αVµ = ∂αVµ − ΓβµαVβ (7.1.28)

∇αTµ1µ2
ν1ν2ν3 = ∂αT

µ1µ2
ν1ν2ν3 + Γµ1

λαT
λµ2

ν1ν2ν3 + Γµ2
λαT

µ1λ
ν1ν2ν3

− Γλν1αT
µ1µ2

λν2ν3 − Γλν2αT
µ1µ2

ν1λν3 − Γλν3αT
µ1µ2

ν1ν2λ (7.1.29)

�9 一般のテンソル Tµν に対して T が行列式を表すわけではないことに注意して欲しい。トレース T = Tµ
µ =

gµνTµν の意味で用いられることが普通である。
�10 上述の関係は次のように導ける。計量 gµν の余因子行列 (付録 1.A.3参照)を g̃µν と書くことにする。余因子行
列の性質を用いると、

∂g

∂xα
=

∂g

∂gµν

∂gµν

∂xα
= g̃µν ∂gµν

∂xα
= ggµν ∂gµν

∂xα

と書ける。ここで、クリストッフェル記号の定義より、
∂gµν

∂xα
= gµλΓ

λ
να + gνλΓ

λ
µα

と書けることを用いれば、上述の関係を計算できる。
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と計算できる。ベクトルやテンソルの共変微分は依然、座標変換に対して (共変成分の階数が 1

つ多い)テンソルとして振舞う。また、スカラーの偏微分は共変ベクトルになり、スカラーの共
変微分は偏微分と同じである。その式の共変性を強調したい場合には、スカラーに対して ∂µ と
同じ意味で ∇µ を用いることがある。

7.1.4 曲率テンソル
平行移動の結果は経路に依存する。すなわち、ベクトル V (P)を 2つの異なる経路に沿って

点 P から P ′ へ平行移動させると、一般には異なった V ∥(P → P ′)が得られる。このことに関
連して 2 階共変微分は一般に可換ではない�11。ベクトル V µ を dxα 方向に共変微分してから
dxβ 方向に共変微分した 2階導関数を∇β∇αV µ と書くことにする。このとき、

∇α∇βV µ −∇β∇αV µ = RµλαβV
λ (7.1.30)

と書ける。Rµλαβ は非可換性の具合を表す量であり、曲率テンソル或いはリーマンテンソルと
呼ばれる。リーマンテンソルの成分が全てゼロならば共変微分は可換である。このことを、注
目する世界点の周りで時空が平坦であると言う�12。リーマンテンソルはクリストッフェル記号
を用いて

Rµαβγ = ∂βΓ
µ
αγ − ∂γΓµαβ + ΓµλβΓ

λ
αγ − ΓµλγΓ

λ
αβ (7.1.31)

と書ける。また、一般のテンソル Tµ1µ2
ν1ν2 の共変微分の交換関係はリーマンテンソルを用いて

(∇α∇β −∇β∇α)Tµ1µ2
ν1ν2 = Rµ1

ραβT
ρµ2

ν1ν2 +Rµ2
ραβT

µ1ρ
ν1ν2

−Rρν1αβTµ1µ2
ρν2 −Rρν2αβTµ1µ2

ν1ρ (7.1.32)

と書ける。
リーマンテンソルには次のような対称性がある。

� 後の 2つの添え字に対して反対称

Rµαβγ = −Rµαγβ

� 3つの添え字の循環和がゼロ

Rµαβγ +Rµβγα +Rµγαβ = 0

�11 偏微分は可換である。
�12 例えば、2次元球面におけるベクトル場を考える。これは、球面の接ベクトルの集団を考えるということである。
このとき、接ベクトルを大円に沿って、大円との間の角度を保ちながら移動させる操作は、レヴィ-チヴィタ接続
の意味での平行移動の一種である。北極においてある方向を向いているベクトルを赤道上の特定の点まで平行移
動させるとき、その経路に結果が依存することは比較的容易に想像できる。これは 2 次元球面が (至る所で) 平
坦ではないことに相当する。
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� Rµαβγ = gµνR
ν
αβγ は前の 2つの添え字に対して反対称

Rµαβγ = −Rαµβγ

以上の対称性から、Rµαβγ = Rβγµα という対称性も言える。また、Rµαβγ の独立な成分は 20

個であることも言える。リーマンテンソルは更に、ビアンキの恒等式

∇γRµναβ +∇αRµνβγ +∇βRµνγα = 0 (7.1.33)

も満たす。
リーマンテンソルの縮約をとることにより、リッチテンソル

Rαβ = Rµαµβ (7.1.34)

とスカラー曲率
R = Rµµ = gαβRµαµβ (7.1.35)

が定義される。更に、リッチテンソルとスカラー曲率を用いて、アインシュタインテンソル

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR (7.1.36)

も定義される。節 7.3で説明するアインシュタイン方程式によって、物質 (エネルギーや運動量)

の分布が与えられると Gµν が決まる。Gµν は計量 gµν について最大 2階の偏微分を含む。この
偏微分方程式を解くことによって、設定した座標の幾何学的な性質がいくつかの自由度を残し
て決定される。このことが一般には「重力が時空の歪みである」と表現される。
本書の説明における「座標系の曲がり」と「時空間の歪み」の違いについて特筆しておく。上

で述べたように、ある世界点で時空間が歪んているとは、リーマンテンソル Rµλαβ がゼロでな
いということである。リーマンテンソルはテンソルなので、この性質は座標系に依らない。時空
間に座標を設定することは、対象の領域のあらゆる世界点において計量 gµν を与えることであ
る。ただし、計量、すなわち座標系はアインシュタイン方程式を満たす必要がある。ある計量が
アインシュタイン方程式の解ならば、それと任意の座標変換で結ばれる別の計量もまたアイン
シュタイン方程式の解になる。次節で述べるように、4 次元時空間においてもデカルト座標のよ
うな真っすぐな座標系 (ローレンツ系) を考えることができるが、これは平坦な時空を表す。す
なわち、あらゆる世界点でリーマンテンソルがゼロである。反対に、平坦な時空間においても、
ローレンツ系と座標変換で結ばれる曲がった座標系をとることができる。ここでいう曲がった
座標系とは、接続係数 Γαβγ がゼロではない座標系という意味である。接続係数はテンソルでは
ないので、座標変換によってゼロでない値に変換され得る。アインシュタイン方程式の自由度
については節 7.3.1で再び説明する。
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7.1.5 ローレンツ系
任意の世界点 P0 について、与えられた P0 において計量が

gµν(P0) = ηµν , ∂λgµν(P0) = 0 (7.1.37)

ただし, (ηµν) =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (7.1.38)

となるような座標系をとることができる。具体的に計量と世界点が与えられたとき、その世界
点で計量が上式を満たすように座標変換する方法については次節で説明する。上式を満たす座
標系を P0 での局所ローレンツ系と言う。ηµν はミンコフスキー計量と呼ばれる。2段目はミン
コフスキー計量を第 0成分から第 3成分の順に行列を用いて表したものである。一般には重力
は時空間において変化するので、ある世界点 P0 でローレンツ系となるような座標系を設定して
も、P0 から離れた点ではミンコフスキー計量からずれた計量になる。この意味で局所という言
葉が使われる。ただし、重力の影響が弱い場合には、このミンコフスキー計量からのずれは小さ
く、考えている時空間の範囲におけるあらゆる点で計量がミンコフスキー計量であると近似で
きる。つまり、あらゆる点でリーマンテンソルがゼロということである。このような場合の時
空は (あらゆる点で) 平坦な時空と呼ばれる。
クリストッフェル記号は計量の偏微分で表されるので、上記のような局所ローレンツ系の接

続係数は次のような性質を持つ。
Γαβγ(P0) = 0 (7.1.39)

これはこの座標系においては、P0 での共変微分が偏微分に等しくなることを表している。これ
は、次節で説明する測地線方程式と併せて考えると、P0 ではまるで重力が無いかのように物理
量を扱える座標系であるという解釈ができる。このような座標系を局所慣性系と言う�13。以上
のことをまとめると、局所ローレンツ系は局所慣性系であることが言える。
式 (7.1.37) の 2 つの条件が満たされる座標系を局所ローレンツ系と呼ぶのに対し、最初の条

件のみが満たされる座標系を、その世界点での局所直交系と呼ぶことにする。つまり、注目する
世界点で gµν = ηµν だけれども、計量の偏微分がゼロとは限らないような座標系のことである。
局所直交系は局所ローレンツ系でない限り、局所慣性系ではない。
ローレンツ系についてもう少し説明する。ローレンツ系は 4次元時空間中の「直交座標」と言

え、代表的な座標のとり方のひとつである�14。任意の世界点で局所ローレンツ系を考えられる
ので、ローレンツ系で適切な形式で記述された物理法則において偏微分を共変微分に置き換え

�13 局所慣性系においても一般には接続係数の偏微分はゼロではない。よって、リーマンテンソルも一般にはゼロで
はない。

�14 前述したように、平坦な時空に近似できる場合でないと、ローレンツ系を大域的にとることはできない。
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て、ηµν を gµν に置き換えれば一般の座標系の場合に拡張したことになる。この意味でローレン
ツ系における考察は相対論的力学の基礎と言える。ローレンツ系での線素 dsは次のように書け
る。

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (7.1.40)

慣習として x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z と書く�15。cは光速である。ローレンツ系の原点に
いる質量を持った粒子が運動して世界線を描き、無限小離れた世界点 (cdt, dx, dy, dz)に移動し
たとする。このとき、必ず

(cdt)2 > dx2 + dy2 + dz2 (7.1.41)

が成り立つ。これは物体が光速を超えて運動できないことを表す。上式の関係がどの微小区間
でも成り立つような世界線は時間的な世界線と表現される�16。このことを考慮して (7.1.40)の
右辺の符号を逆にした

c2dτ2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (7.1.42)

というスカラーを考える。式 (7.1.41) より、運動する物体が描く世界線を考える際には dτ は
実数になることが分かる。dτ を世界線に沿って積分した τ はこの世界線のある種の長さを表す
量であり、世界線の同じ区間を考える限りどのような座標系で考えても不変な量である�17。τ
は固有時と呼ばれ、物体の運動が描く世界線を考えるときのパラメータとして以後多用される。
先ほど「質量を持った粒子」という注釈をつけて説明したが、一方で光は必ず

gµνdx
µdxν = 0 (7.1.43)

が全ての微小区間で成り立つような世界線を移動する。このような世界線は光的、或いはヌル
世界線と呼ばれる。

7.1.6 局所ローレンツ系への移り方
節 7.3 で説明するアインシュタイン方程式の解として計量 gµν が与えられたとする。この計

量が表す時空において、世界点 P0 での局所ローレンツ系への座標変換を考える。次の 3ステッ
プの変換を施すことで局所ローレンツ系へ移れる。

�15 文献によっては x0 = w と書かれていることもある。また、ミンコフスキー計量が符号を逆にして定義されてい
ることや、第 1成分から第 4成分の 4成分を考えていることなどもある。更に、c = 1とする単位系が用いられ
ていることもある。

�16 一般的な座標に対しては世界線が時間的である条件は gµνdxµdxν < 0 と書ける。一方で逆の不等号の関係
gµνdxµdxν > 0 は空間的と表現される。gµνdxµdxν はスカラーだったので、時間的な世界線を他の座標系で
考えると空間的になる、というようなことはない。

�17 一般の座標系においては、時間的な世界線に対して
cdτ =

√
−gµνdxµdxν

と定義される。
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1. もし P0 が座標の原点でなく、xµ = aµ という座標値で表される点だったなら、

xµ
′
= xµ − aµ (7.1.44)

という変換を行うことで、P0 が原点となる座標系をとり直す。
2. 原点 P0 での接続係数が Γαβγ(P0) = Cαβγ という値を持っていたなら、次の変換を行う
ことで Γα

′
β′γ′(P0) = 0とできる。

xµ
′
= xµ +

1

2
Cµαβx

αxβ (7.1.45)

この変換によって原点は移動しない (xµ = 0 ならば xµ
′
= 0)。新しい座標系の原点で

Γα
′
β′γ′(P0) = 0となることを確認する。式 (7.1.45)より、再帰的に代入して逆変換を求

めると、

xµ = xµ
′
− 1

2
Cµ

′

αβx
αxβ (7.1.46)

= xµ
′
− 1

2
Cµ

′

α′β′

(
xα

′
− 1

2
Cα

′

αβx
αxβ

)(
xβ

′
− 1

2
Cβ

′

γδx
γxδ
)

(7.1.47)

= xµ
′
− 1

2
Cµ

′

α′β′xα
′
xβ

′
+ (xµ

′の 3次以上の項) (7.1.48)

と書ける。各微分を原点 P0(x
µ = xµ

′
= 0)で評価すると、

∂xµ
′

∂xµ

∣∣∣∣∣
x=0

= δµ
′

µ,
∂xµ

∂xµ′

∣∣∣∣
x′=0

= δµµ′ ,
∂2xµ

∂xµ′∂xν′

∣∣∣∣
x′=0

= −Cµµ′ν′ (7.1.49)

となる。よって、接続係数の変換公式 (7.1.24)より、

Γα
′

β′γ′(P0) = δαµδ
ν
βδ
λ
γΓ

µ
νλ(P0) + δαρ(−Cρβγ) (7.1.50)

= Γαβγ(P0)− Cαβγ (7.1.51)

= 0 (7.1.52)

となることが分かる。
3. 原点 P0 での計量の表示行列 G = (gµν(P0))は対称行列なので、直交行列 U をうまく選
べば対角化できる (付録 1.A参照)。具体的にはまず、Gの 4つの固有値と固有ベクトル
を探す。普通の世界点において物理的に意味のある計量を考えている場合は Gは正則行
列であり、その固有値のうちの 1つは負の値、残り 3つは正の値をとる。負の固有値を
λ0、正の固有値を λ1, λ2, λ3 と書き、それぞれに対応する規格化された固有ベクトル (縦
数ベクトル)を u⃗0, u⃗1, u⃗2, u⃗3 (|u⃗µ| = 1)と書くと、固有ベクトルを横に並べた行列

U = (u⃗0, u⃗1, u⃗2, u⃗3) (7.1.53)
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は直交行列 (UTU = I)となり、D は U によって

D = UTGU =


λ0 0 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ3

 (7.1.54)

と対角化される。対角行列を D = diag(λ0, λ1, λ2, λ3)のように書くことにする。このと
き、

A = diag

(
1√
−λ0

,
1√
λ1
,

1√
λ2
,

1√
λ3

)
(7.1.55)

という行列を用いて B = UAと書くと、

BTGB = AUTGUA = ADA = diag(−1, 1, 1, 1) = (ηµν) (7.1.56)

となる。また、

B = UA =

(
u⃗0√
−λ0

,
u⃗1√
λ1
,
u⃗2√
λ2
,
u⃗3√
λ3

)
(7.1.57)

B−1 = A−1UT =


√
−λ0u⃗T0√
λ1u⃗

T
1√

λ2u⃗
T
2√

λ3u⃗
T
3

 (7.1.58)

と書ける。以上の議論から、B,B−1 の µ行 ν 列成分をそれぞれ bµν , b̃
µ
ν と書いて、原点

を移動させない変換
xµ

′
= b̃µ

′

νx
ν ←→ xµ = bµν′xν

′
(7.1.59)

を行えば、
gµ′ν′(P0) = bµµ′bνν′gµν(P0) = ηµ′ν′ (7.1.60)

となることが分かる。上記の座標変換では ∂2xµ/∂xα
′
∂xβ

′
= 0 なので、接続係数はテ

ンソルと同じように変換する。よって、旧座標で Γαβγ(P0) = 0 ならば新しい座標で
も Γα

′
β′γ′(P0) = 0 となる。一般にクリストッフェル記号が Γα

′
β′γ′(P0) = 0 ならば

∂α′gµ′ν′(P0) = 0 であることが言える。つまり、この新しい座標系が原点 P0 での局所
ローレンツ系である。

7.2 運動方程式
物体の運動が従うべき方程式を説明する。
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7.2.1 測地線方程式
前節までで、物体が運動すると時空間中の時間的な世界線を描くことを説明した。実際にど

のような世界線を描くかを規定するのが測地線方程式である。重力以外の力が働いていない質
点は次の式で規定される測地線を描いて運動する�18。

d2xµ

dτ2
+ Γµαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0 (7.2.1)

τ は前節で説明した固有時である。つまり、この微分方程式を解いて得られる関数 xµ(τ) でパ
ラメータ表示として描かれる世界線が測地線である。特に慣性系 (Γµαβ = 0)では、上式は

d2xµ

dτ2
= 0 (7.2.2)

となる。これは直線を表す。つまり、ローレンツ系では測地線は直線である。上式を解くと、初
期条件で与えられる適当な 8個の定数 aµ, bµ を用いて

xµ = aµ + bµτ (7.2.3)

と書けるが、この 4式から τ を消去して (xi; i = 1, 2, 3)を x0 = ctを用いて表すと、

xi =

(
ai − a0 b

i

b0

)
+
bi

b0
ct (7.2.4)

と書ける。これは質点がこの座標系において速度 bic/b0 の等速直線運動をしていることを表す。
節 7.4で説明する完全流体の圧力勾配力や、節 7.6で説明する電磁気力のような力が物体に働

く場合は、測地線方程式の右辺に相互作用を表す項が加わる。

7.2.2 変分法
付録 5.A.1で最小作用の原理を説明したが、それと似た考え方で測地線を求める方法がある。

つまり、与えられた計量に対して何らかの作用が停留値をとるような経路が測地線であるとい
う定式化ができる。作用は

I =

∫ P1

P0

dτ (7.2.5)

�18 このことは光 (光子) の場合も例外ではない。ただし、光的測地線の場合はパラメータとして固有時 τ が使えな
いので、代わりに

gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0

を満たすようなパラメータ λを使って
d2xµ

dλ2
+ Γµ

αβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0

と記述される。
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と書ける。時間的な世界線に対しては

cdτ =
√
−gµνdxµdxν =

√
−gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ (7.2.6)

と書けるので、変分を計算すると

δI = δ

∫ P1

P0

1

c

√
−gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ (7.2.7)

=
1

c

∫ P1

P0

−δ
(
gµν

dxµ

dτ
dxν

dτ

)
2
√
−gµν dx

µ

dτ
dxν

dτ

dτ (7.2.8)

となる。つまり、停留条件は
δ

∫ P1

P0

gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ = 0 (7.2.9)

を考えた場合と変わらない。この変分を実際に計算するか、ẋµ = dxµ/dτ と書いて、

L = gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
(7.2.10)

をラグランジュの運動方程式
d

dτ

(
∂L

∂ẋµ

)
− ∂L

∂xµ
= 0 (7.2.11)

に代入することにより、
d

dτ
(gµβ ẋ

β + gαµẋ
α)− ∂µgαβ ẋαẋβ = 0 (7.2.12)

gµαẍ
α +

1

2
(∂αgµβ + ∂βgµα − ∂µgαβ)ẋαẋβ = 0 (7.2.13)

d2xα

dτ2
+ gαµΓµβγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
= 0 (7.2.14)

というようにして測地線方程式が得られる。以上のことから、固有時を停留値にするような世
界線が測地線であると言える�19。

7.2.3 ニュートンの運動方程式との対応
測地線方程式は次の 3つの仮定の下で、ニュートン力学において重力のみを受ける質点の運

動方程式に帰着する。

�19 例えば地球表面において、東京からサンフランシスコへの最短ルート (距離を停留値にするルート)は、その 2点
を通る大円 (その 2 点と地球の中心を含む平面と地球面の交線) である。これが 2 次元球面における測地線であ
る。メルカトル図法ではこの大円ルートは直線では表されず、太平洋を北に大きく迂回するような曲線で表され
る。このことは 4次元時空間にとった座標系で一般には測地線が直線とならないことに対応する。
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1. 質点の速度が非相対論的
|vi|
c
≪ 1

2. 計量のミンコフスキー計量からのずれが小さい (重力場が弱い)

gµν(P) = ηµν + hµν(P), |hµν | ≪ 1

3. 計量 (重力場)の時間変化が無視できる

|∂0hµν | ≃ 0

まず、測地線方程式の第 1 ∼ 3成分をもう少し詳しく書き下す。

d2xi

dτ2
+ Γi00c

2

(
dt

dτ

)2

+ 2Γi0jc

(
dt

dτ

)(
dxj

dτ

)
+ Γijk

(
dxj

dτ

)(
dxk

dτ

)
= 0 (7.2.15)

2番目の仮定より、

Γiµν ≃
1

2
ηiα(∂νhαµ + ∂µhαν − ∂αhµν) (7.2.16)

=
1

2
ηii(∂νhiµ + ∂µhiν − ∂ihµν) (7.2.17)

と近似できる一方で、1番目の仮定 (dxi/dt≪ c)より式 (7.2.15)の第 3,4項は第 2項に比べて
無視できる。また、

c2dτ2 = −(ηµν + hµν)dx
µdxν (7.2.18)

= c2dt2
(
1− δij

vi

c

vj

c
− h00 − 2h0i

vi

c
− hij

vi

c

vj

c

)
(7.2.19)

≃ c2dt2 (7.2.20)

と近似できる。よって、式 (7.2.15)は

d2xi

dt2
≃ −c2Γi00 ≃ −

c2

2
ηii(2∂0hi0 − ∂ih00) (7.2.21)

と書ける。更に 3番目の仮定より、2∂0hi0 を ∂ih00 に対して無視して

d2xi

dt2
≃ − ∂

∂xi

(
−c

2h00
2

)
(7.2.22)

となる。この −c2h00/2がニュートン力学での重力ポテンシャル ϕg であると考えれば、この式
は重力だけを受ける質点の運動方程式である。

7.3 重力場の方程式
計量が従うべき方程式を説明する。
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7.3.1 アインシュタイン方程式
物質の分布とその時間発展、すなわち 4次元時空間的分布が与えられれば重力、すなわち時空

の幾何学的な性質が決まり、逆に時空の幾何学的な性質が与えられればそれに従って物質は運
動するため、物質の時空間的分布が決まる。このように、物質分布と時空の幾何学的性質が互い
に相手を規定した結果、双方が落ち着くべきところに落ち着いているというのが基本的な考え
方である。物質分布と時空の幾何学的性質の間の関係を定める式がアインシュタイン方程式で
ある。すなわち、ニュートン力学におけるポアソン方程式とエネルギー・運動量保存則の役割を
兼ね備えた連立方程式と言える。アインシュタイン方程式は次のように書ける。

Gµν =
8πG

c4
Tµν (7.3.1)

Gµν は節 7.1.4 で述べたアインシュタインテンソルである。すなわちこの式の左辺は時空の幾
何学的性質を表す量である。Gは重力定数、cは光速である。Tµν はエネルギー運動量テンソル
と呼ばれ、物質の時空間的分布を特徴づける場の量である。真空の場合は Tµν = 0となる。エ
ネルギー運動量テンソルの具体的な形については次節で説明する。
アインシュタイン方程式の両辺 (Gµν , Tµν)は対称テンソルである。よって、これは計量 gµν

に関する 10個の 2階微分方程式である。しかし、Gµν はビアンキの恒等式 (7.1.33)より、
∇νGµν = 0 (7.3.2)

を恒等的に満たすので、この 4つの拘束条件の下で解くことになる。gµν の成分は 10個なので、
与えられた Tµν と境界条件に対してこの微分方程式を解くことによって、gµν は 4つの自由度
を残して決定される。この自由度は一般座標変換の自由度に対応する。すなわち、gµν がアイン
シュタイン方程式の解ならば、

gµ′ν′ =
∂xµ

∂xµ′

∂xν

∂xν′ gµν (7.3.3)

もまた解になる。逆に言うと、アインシュタイン方程式の解と上式の形の座標変換で結ばれな
い座標系は、その時空間に敷くことができない。アインシュタイン方程式によって時空の幾何
学的性質は決まれど、どの座標系で考えるかの任意性は残される�20。
アインシュタイン方程式と恒等式 (7.3.2)より、

∇νTµν = 0 (7.3.4)

が分かる。これはエネルギー運動量保存則を表す。節 7.4で完全流体の場合において、上式の具
体的な成分やニュートン力学における保存則との対応を説明する。

�20 アインシュタイン方程式によって決まるのはリッチテンソルである。リッチテンソルが決まれば、リーマンテン
ソルの独立な成分 20 個のうちの 10 個が決まる。真空 Tµν = 0の場合はこれらの 10 成分はゼロであるが、必
ずしもリーマンテンソルの全ての成分がゼロであるような解が求まるわけではない。境界条件によって時空の歪
んだ解が得られる。実際に、節 7.5 で説明するシュバルツシルト計量は原点以外が真空の場合の解であるが、そ
こでの時空は歪んでいる。また、重力波は真空を伝搬することができる。
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7.3.2 エネルギー運動量テンソル
エネルギー運動量テンソル (次元 [kg m−1 s−2])の各成分の意味は次の通りである。

� T 00: エネルギー密度 [J m−3]

� T 0i: (エネルギーフラックスの第 i成分 [J m−2 s−1])/c

� T i0: (運動量密度の第 i成分 [kg m s−1 m−3])·c
� T ij : 運動量流束テンソル (応力テンソル)[kg m s−1 m−2 s−1]

Tµν は対称テンソルなので、

(エネルギーフラックス) = (運動量密度) · c2 (7.3.5)

であることが言える。このことは、相対論において質量mとエネルギー E が同一視 (E = mc2)

されることに対応する。つまり、

(エネルギーフラックス)i = (エネルギー密度) · (エネルギー流束の平均速度)i (7.3.6)

= (質量密度) · c2 · (質量流束の平均速度)i (7.3.7)

= (運動量密度)i · c2 (7.3.8)

が成り立つように、エネルギーの定義がニュートン力学の場合から若干変更されている。考え
る時空間中に物質が分布している場合は物質場によるエネルギー運動量テンソルによって時空
が曲げられる。また、電磁場もエネルギーや運動量を持つので、電磁場が存在している場合は
物質場に加えて電磁場のエネルギー運動量テンソルによっても時空が曲げられる。この場合は、
∇νTµν = 0より物質場と電磁場を合わせたエネルギー運動量保存則が得られる。電磁場のエネ
ルギー運動量テンソルについては節 7.6、理想磁気流体のエネルギー運動量保存則については節
7.8で説明する。
完全流体の場合のエネルギー運動量テンソルを説明する。添え字にハット (µ̂)を付けた場合、

流体の共動系、すなわち注目する世界点で流体が静止しているような局所直交系で表した成分
であることを意味する。完全流体は熱伝導のない流体なので、共動系ではエネルギーフラック
ス (運動量密度)はゼロ

T 0̂î = T î0̂ = 0 (7.3.9)

である。次に T 0̂0̂ について、物質は静止していても正の値のエネルギー (質量)を持つ。これを
静止エネルギー (静止質量)と言う。これが前述した「エネルギーの定義の変更」の内容である。
流体の静止質量密度を ρ、単位質量あたりの内部エネルギーを eと書くと、静止エネルギーと内
部エネルギーを合わせたエネルギー密度は

T 0̂0̂ = ρ(c2 + e) (7.3.10)
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と書ける。完全流体とは静止圧力が等方的な流体のことだったので、静止圧力を pとすると、結
局共動系でのエネルギー運動量テンソルは

(T µ̂ν̂) =


ρ(c2 + e) 0 0 0

0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p

 (7.3.11)

と行列表示できる。
各流体粒子が描く時間的な世界線の接ベクトル

uµ =
dxµ

dτ
(7.3.12)

を流体の 4元速度と言う。4元速度の大きさはあらゆる世界点で一定の値

uµuµ =
gµνdx

µdxν

dτ2
= −c2 (7.3.13)

をとる。この関係は規格化条件と呼ばれる。3次元空間における速度を vi = dxi/dtと書くと、
4元速度との関係は

(uµ) = u0
(
1,

1

c

dτ

dt

dxi

dτ

)
= u0

(
1,
vi

c

)
(7.3.14)

と書ける。すなわち、静止した流体粒子に対しては

(uµ̂) = (c, 0, 0, 0) (7.3.15)

という成分を持つ。この 4元速度とミンコフスキー計量を使うと、共動系でのエネルギー運動
量テンソル (7.3.11)は

T µ̂ν̂ = ρ(c2 + e)
uµ̂uν̂

c2
+ p

(
ηµ̂ν̂ +

uµ̂uν̂

c2

)
(7.3.16)

= (ρc2 + ρe+ p)
uµ̂uν̂

c2
+ pηµ̂ν̂ (7.3.17)

と書ける。これを拡張することで、一般の座標系におけるエネルギー運動量テンソルは

Tµν = (ρc2 + ρe+ p)
uµuν

c2
+ pgµν (7.3.18)

となる。
上記のエネルギー運動量テンソルが非相対論的流体に対してどう表されるかを考える。具体

的にはまず、重力は弱いとして
gµν ≃ ηµν (7.3.19)
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とする。この計量の下での 4元速度の規格化条件 (7.3.13)は、

uµuµ = u0u0
(
−1 + v2

c2

)
= −c2 (7.3.20)

−→ u0 =
c√

1− v2/c2
(7.3.21)

ただし, v2 =
3∑
i=1

vivi (7.3.22)

と書けるので、3次元速度は光速に比べて十分に小さいとして、

(uµ) =
1√

1− v2/c2
(c, vi) ≃ (c, vi) (7.3.23)

と近似する。また、エネルギー密度においては静止エネルギーが卓越している (内部エネルギー
が非相対論的な大きさ)

ρc2 ≫ ρe+ p (7.3.24)

と仮定する。すると、エネルギー運動量テンソルは

(Tµν) ≃


ρc2 ρcvx ρcvy ρcvz
ρcvx ρvxvx + p ρvxvy ρvxvz
ρcvy ρvxvy ρvyvy + p ρvyvz
ρcvz ρvxvz ρvyvz ρvzvz + p

 (7.3.25)

と書ける。T ij 成分は非相対論的完全流体の運動量保存則に出てくる ∇·の中身

ρvivj + pδij (7.3.26)

に一致することが分かる。T i0 成分を cで割ることで、流体の運動量密度は ρvi と表されている
ことが分かる。エネルギーに関する成分 T 0µ については、静止エネルギーというニュートン力
学では無かった概念が加わっているため、非相対論的流体力学との対応は陽には分からない。

7.3.3 ポアソン方程式との対応
リーマンテンソルの定義から、リッチテンソルの 00成分は

R00 = ∂αΓ
α
00 − ∂0Γα0α + Γα00Γ

β
βα − Γα0βΓ

β
0α (7.3.27)

と書ける。測地線方程式のときの考察と同じように、弱い重力場

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1 (7.3.28)

を考えると、Γ ∼ O(h)なので、hについての最低次の近似では

R00 ≃ ∂αΓα00 − ∂0Γα0α ≃ ∂iΓi00 (7.3.29)
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と書ける。ただし、2番目の近似では接続係数の時間微分を空間微分に対して無視した。従って
式 (7.2.21)の関係より、重力ポテンシャル ϕg との間に

R00 ≃
1

c2
∇2ϕg (7.3.30)

という関係があることが分かる。上記の ∇2 は 3次元的ラプラシアンのことである。
次に R00 をエネルギー運動量テンソルを用いて表すために、gµν ≃ ηµν の下でのアインシュ

タイン方程式のトレースをとる。

R− 2R =
8πG

c4
T (7.3.31)

ただし, T = Tµµ = gµνT
µν (7.3.32)

この関係より、
Rµν =

8πG

c4
Tµν +

1

2
gµνR =

8πG

c4

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(7.3.33)

が分かるので、R00 は

R00 ≃
8πG

c4

{
T00 +

1

2
(T 0

0 + T ii)

}
≃ 4πG

c4

(
T00 +

3∑
i=1

Tii

)
(7.3.34)

と書ける。式 (7.3.25)と、v ≪ cかつ ρc2 ≫ pを用いて計算すると、

R00 ≃
4πG

c4
(ρc2 + ρv2 + 3p) ≃ 4πG

c2
ρ (7.3.35)

となる。式 (7.3.30)と併せると、ポアソン方程式

∇2ϕg = 4πGρ (7.3.36)

が導かれる。

7.4 完全流体の保存則
相対論的完全流体の保存則について説明し、非相対論的流体力学との対応を見る。相対論的

流体とは、次の 3つの条件の 1つ以上に当てはまる流体のことを指す。

� (3次元的)流速が光速に比べて無視できない流体
� 高温であり、内部エネルギーが静止質量に対して無視できない流体 (すなわち微視的な視
点での熱運動が相対論的速度を持つ流体)

� 重力が強い、或いは時間変化する時空内での流体

完全流体とは、粘性も熱伝導もなく、静止圧力が等方的な流体のことで、そのエネルギー運動量
テンソルは式 (7.3.18)で与えられる。
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7.4.1 質量保存則
静止質量の保存則、すなわち微視的な視点での粒子数の保存則に相当するものを考えるため

に、静止質量流束 Jµ を考える。流体の共動系では静止質量密度 ρを用いて

(J µ̂) = c(ρ, 0, 0, 0) (7.4.1)

と書ける。c を乗じて [m−2 kg s−1] の次元で定義する。これは共動系での 4 元速度 (uµ̂) =

(c, 0, 0, 0)を用いて
J µ̂ = ρuµ̂ (7.4.2)

と書ける。これを拡張することで、一般の座標系における静止質量流束は

Jµ = ρuµ (7.4.3)

となる。静止質量保存則は次のように表される�21。

∇µJµ = ∇µ(ρuµ) = uµ∇µρ+ ρ∇µuµ = 0 (7.4.4)

流体を構成する粒子が生成消滅すると考える場合は右辺に生成消滅を表す項が加えられる。計
量が与えられれば、この式とエネルギー運動量保存則∇νTµν = 0、状態方程式 p = p(ρ, e)の成
分にして計 6つの方程式によって 6つの未知数 vi, p, ρ, eの時空間分布が決定される�22。
静止質量保存則の非相対論的極限を考える。重力の影響は無いとして、ローレンツ系で考え

る。3次元的速度場を vi = dxi/dtと書く。v ≪ cである。4元速度の規格化条件より、

u0 =
c√

1− v2/c2
≃ c (7.4.5)

と書けるので、
(uµ) ≃

(
c, vi

)
, (uµ) ≃ (−c, vi) (7.4.6)

となる。微分演算子 uµ∇µ は、この近似の下でラグランジュ微分に一致する。

uµ∇µ ≃
u0

c

∂

∂t
+ ui

∂

∂xi
(7.4.7)

≃ ∂

∂t
+ vi

∂

∂xi
=

D

Dt
(7.4.8)

また、uµ の 4元発散は 3次元速度場 v の発散に近似できる。

∇µuµ ≃
1

c

∂u0

∂t
+
∂ui

∂xi
(7.4.9)

≃ ∂vi

∂xi
= ∇ · v (7.4.10)

�21 Jµ の表式は後に述べる 4 元電流でも使われるため、混同しないように、以後 Jµ を静止質量流束の意味で用い
ることはない。

�22 4元速度は規格化条件 (7.3.13)を満たす必要があるので、独立な成分は 3つである。
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以上のことから、式 (7.4.4)は非相対論的極限で
Dρ

Dt
+ ρ(∇ · v) = 0 (7.4.11)

と書けることが分かる。

7.4.2 運動量保存則
運動量保存則を考えるために、次の対称テンソルを導入する。

hµν = gµν +
uµuν
c2

(7.4.12)

uµ = gµνu
ν は 4元速度である。4元速度の規格化条件 uµuµ = −c2 を用いると、hµν は次の性

質を持つことが分かる。
hµνu

µ = 0, hµ
αhαν = hµν , hµµ = 3 (7.4.13)

このテンソル hµν を用いると、任意のベクトル V µ を uµ に平行な成分と垂直な成分に

V µ = A
uµ

c
+Bµ (7.4.14)

ただし, A = −uα
c
V α (7.4.15)

Bµ = hµαV
α (7.4.16)

uµB
µ = 0 (7.4.17)

というように分解することができる。hµν は uµ に垂直な方向への射影テンソル (projection

tensor)と呼ばれる。
エネルギー運動量保存則

∇νTµν = 0 (7.4.18)

は (ベクトル)= 0という式だが、この式の uµ に平行な成分がエネルギー保存則、垂直な成分が
運動量保存則を表す。hµν を使って実際に垂直成分を計算すると、

hµα∇βTαβ

= hµα

[
∇β(ρc2 + ρe+ p)

uαuβ

c2
+ (ρc2 + ρe+ p)

(
uβ∇βuα

c2
+
uα∇βuβ

c2

)
+ gαβ∇βp

]
(7.4.19)

と書ける。式 (7.4.13)の 1番目の性質 (hµαu
α = 0)と

hµαu
β∇βuα =

(
gµα +

uµuα
c2

)
uβ∇βuα (7.4.20)

= uβ∇βuµ +
uµuαu

β∇βuα

c2
(7.4.21)

= uβ∇βuµ (7.4.22)
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という関係�23を用いると、

hµα∇βTαβ = (ρc2 + ρe+ p)
uβ∇βuµ

c2
+ hµαg

αβ∇βp (7.4.23)

と計算できる。よって、hµα∇βTαβ = 0より

uα∇αuµ

c2
+

hµα∇αp
ρc2 + ρe+ p

= 0 (7.4.24)

という式が出てくる。これが相対論的流体の運動量保存則である。この式の左辺は uµ に垂直で
あるという拘束条件に従うため、この式の独立な成分は 3 つである。測地線方程式 (7.2.1) は
uµ を用いると

uα∇αuµ = uα
(
∂αu

µ + Γµαβu
β
)

(7.4.25)

=
duµ

dτ
+ Γµαβu

αuβ (7.4.26)

= 0 (7.4.27)

と書けるが、完全流体の運動量保存則 (7.4.24)は測地線方程式の右辺に圧力勾配 ∇αpによる力
を表す項が加わったものと解釈できる。aµ = uα∇αuµ は 4元加速度と呼ばれ、運動量保存則を
計算する際に脚注で説明した関係

uµa
µ = uµu

α∇αuµ = 0 (7.4.28)

は 4元速度と 4元加速度が常に直交することを表す。
非相対論的極限の場合は

ρc2 + ρe+ p ≃ ρc2 (7.4.29)

uα∇α ≃
D

Dt
(7.4.30)

と近似し、第 i成分について

hiα∇αp ≃
(
ηiα +

uiuα

c2

)
∂αp (7.4.31)

≃ ∂p

∂xi
+
vi

c2
∂p

∂t
+
vivj

c2
∂p

∂xj
(7.4.32)

≃ ∂p

∂xi
(7.4.33)

�23 だたし、
uαu

β∇βu
α = uβ∇β(uαu

α)− uαuβ∇βuα

= −gαγuγu
β∇βuα = −uγuβ∇βu

γ

より、uαuβ∇βu
α = 0という関係を用いた。
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と近似すれば、運動量保存則の第 i成分は
Dv

Dt
+

1

ρ
∇p = 0 (7.4.34)

と書け、オイラー方程式に一致することが分かる。一方で運動量保存則の第 0成分については、

h0α∇αp ≃ −
1

c

∂p

∂t
+

1

c

∂p

∂t
+
vi

c

∂p

∂xi
=

1

c
v · ∇p (7.4.35)

と近似し、第 1項を

uα∇αu0 ≃
Du0

Dt
(7.4.36)

=
D

Dt

(
c√

1− v2/c2

)
(7.4.37)

=
D

Dt

[
c

{
1 +

1

2

v2

c2
+O

(
v4

c4

)}]
(7.4.38)

≃ 1

c

D

Dt

(
1

2
v2
)

(7.4.39)

と近似すれば、
ρ
D

Dt

(
1

2
v2
)
+ v · ∇p = 0 (7.4.40)

という式になる。これは運動エネルギー保存則、すなわちオイラー方程式の両辺に v·を作用さ
せた式である。

7.4.3 エネルギー保存則
4元速度と 4元加速度の直交関係 (uµu

ν∇νuµ = 0)を用いて、エネルギー運動量保存則の uµ

に平行な成分 −uµ∇νTµν = 0を実際に計算すると、次の式が出てくる。

uµ∇µ(ρc2 + ρe) + (ρc2 + ρe+ p)∇µuµ = 0 (7.4.41)

これが相対論的流体のエネルギー保存則である。質量保存則 (7.4.4)より uµ の 4元発散につい
て

∇µuµ = −1

ρ
uµ∇µρ (7.4.42)

が成り立つことを使うと、エネルギー保存則は

uµ∇µ(ρc2 + ρe)−
(
c2 + e+

p

ρ

)
uµ∇µρ = 0 (7.4.43)

とも書ける。熱力学第 1法則 (付録 3.A.2参照)

de = Tds− pd
(
1

ρ

)
(7.4.44)
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を用いると、

d(ρc2 + ρe) = (c2 + e)dρ+ ρde (7.4.45)

=

(
c2 + e+

p

ρ

)
dρ+ ρTds (7.4.46)

となるので、この法則を式 (7.4.43)に適用することで、

uµ∇µs = 0 (7.4.47)

が言える。これは単位質量あたりのエントロピーが 4元流線に沿って一定に保たれることを表
す。これが相対論的完全流体における熱輸送の式である。
非相対論的極限では、式 (7.4.41)の第 1項をラグランジュ微分、第 2項の 4元発散を∇ · vに

近似することで、
D

Dt
(ρc2 + ρe) + (ρc2 + ρe+ p)∇ · v = 0 (7.4.48)

となる。第 1項を計算して質量保存則を使うことで、この式は

ρ
De

Dt
+ p∇ · v = 0 (7.4.49)

と書き換えられる。これは非相対論的完全流体の内部エネルギー保存則と一致する。熱輸送の
式も、ラグランジュ微分に近似することによって非相対論的完全流体のエントロピーについて
の方程式に一致することが直ぐに分かる。

7.5 シュバルツシルト計量 (応用例)

系が球対称 (計量が角度座標に依存しない)であり、原点以外は真空 Tµν = 0で、原点 r = 0

に質量M の質点が置かれている、という理想的な設定の下でアインシュタイン方程式を解く
と、解の 1つとして次の線素を与える静的な (座標時 tに依存しない)計量が見つかる。

ds2 = −
(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2 +

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (7.5.1)

この解はシュバルツシルト解と呼ばれる。gtt がゼロになる

rs =
2GM

c2
(7.5.2)

はシュバルツシルト半径と呼ばれる。r ≫ rs では平坦な時空に近似できる。つまり、適切に座
標変換すれば、r ≫ rs の領域のあらゆる世界点で計量がミンコフスキー計量に近似できるよう
な座標をとれる。実際、

χ =
1

2

(
r − rs

2
+
√
r2 − rsr

)
←→ r = χ

(
1 +

rs
4χ

)2
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と座標変換すれば、

ds2 = −
(
1− rs/(4χ)
1 + rs/(4χ)

)2

cdt2 +

(
1 +

rs
4χ

)4 (
dχ2 + χ2dθ2 + χ2 sin2 θdϕ2

)
という計量が得られる。これは等方座標と呼ばれる。これを更に、3次元球座標からデカルト座
標への変換のように

x = χ sin θ cosϕ, y = χ sin θ sinϕ, z = χ cos θ (7.5.3)

と変換すれば、χ =
√
x2 + y2 + z2 として

ds2 = −
(
1− rs/(4χ)
1 + rs/(4χ)

)2

cdt2 +

(
1 +

rs
4χ

)4 (
dx2 + dy2 + dz2

)
(7.5.4)

という計量になる。この計量は χ =
√
x2 + y2 + z2 ≫ rs の領域で ηµν に近似できる。

また、シュバルツシルト計量の gtt は

gtt = −1 +
2GM

c2r
(7.5.5)

なので、確かに非相対論的極限では ϕg = −GM/r の重力場を表すことも分かる�24。ニュート
ン力学において、球対称の系で注目する物体の r 座標より内側にある物質が作る重力場は、そ
れらの物質が全て原点に位置していると考えた場合の重力場に一致するという定理がある。こ
のことは一般相対論の場合にも言える。つまり、太陽を球対称として考える場合には、太陽の外
側�25の計量は太陽の質量が原点に集まっていると考えたときのシュバルツシルト計量を使うこ
とができる (バーコフの定理)。よって、この計量は中心星による重力を受ける物質の、自己重力
を無視した運動を考える際に使われる。

7.5.1 [トピック] 水星の近日点移動
太陽質量M⊙ = 1.989 × 1030 kgが全て原点にあると考えたときのシュバルツシルト半径は

3 kmであり、実際の太陽は 100万 km のオーダーの空間スケールで存在しているので、太陽の
周りの時空はほとんど平坦である。よって、光速に比べて十分に小さい速度を持つ物体の運動
は、ニュートン力学によってほぼ正確に記述される。ニュートン力学におけるケプラー運動を考
えると、惑星は太陽を焦点とする楕円運動をする�26。惑星の公転軌道は、図 7.2のキャプショ

�24 正確に言うと、非相対論的極限で重力ポテンシャルが −GM/r となるという要請から係数の具体的な値が
2GM/c2 に決定される、という過程を辿って導出された解がシュバルツシルト解である。

�25 太陽質量を M⊙ = 1.99 × 1030 kg、太陽半径を光球までの半径 R⊙ = 6.96 × 108 m とすると、太陽コア
(r < 0.25R⊙ の領域)の質量がM⊙ の約半分、対流層より内側 (r < 0.7R⊙ の領域)の質量が約 0.98M⊙ なの
で、この場合の「太陽の外側」は光球の外側と考えれば十分である。

�26 ケプラー運動や楕円図形についての基本的な知識は適宜力学の教科書を参考にして欲しい。太陽系惑星軌道の進
化や人工衛星制御に興味のある方は、例えば木下宙 (1998)を薦める。
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図 7.2 軌道要素：赤く示した 4 つのパラメータと楕円軌道の離心率 e、t = 0 における惑星の
軌道内での位置を決めるパラメータ (例えば元期近点離角 σ)の計 6パラメータによって、惑星
の軌道と運動は一意に決まる。例えば元期として J2000.0が用いられている場合は、地球時の
2000年 1月 1日正午が t = 0。z 軸は地球の公転の向きと右ねじの関係になるようにとる。軌
道傾斜角 I については、惑星が z 軸正の方向から見て反時計回り (順行)に公転していれば 0度
から 90 度の間にとり、時計回り (逆行) のときには 90 度から 180 度の間にとる。ω の代わり
に、近日点の基準方向からの経度を表す近日点経度 ϖ = ω +Ωが用いられることもある。

ンで説明してある 6個のパラメータによって、元期 (t = 0)における黄道面と春分点�27に対し
て一意に記述することができる。このような 6パラメータのことを軌道要素�28と言う。ニュー
トン力学の範疇で 2体問題、すなわち太陽と惑星の 2天体のみを考えて運動方程式を解いた場
合、楕円運動の軌道要素は積分定数として出てくるため、時間に依らない。しかし、現実には
惑星の軌道要素はごく僅かに時間変化していることが観測される。特に水星軌道の近日点の移
動については、一般相対論の裏付けの文脈で話題に上がる。

�27 地球の自転軸は公転面に対して垂直ではなく約 23.4 度傾いている。これに関連して地球の赤道面と公転面も角
度をなすが、両者の交線上に太陽が位置する時が年に 2回ある。このときの太陽に対する地球の位置を春分点ま
たは秋分点と言う。

�28 関係する英用語は次の通り。軌道= orbit, 黄道= ecliptic, 赤道= equator, 春分点 (秋分点)= equinox, 昇交
点= ascending node, 近日点= perihelion, 近点= periapsis, 経度= longitude, 引数= argument, 元期=

epoch, 歳差=precession, 楕円=ellipse, 離心率= eccentricity, 傾斜角=inclination, 摂動= perturbation, 真
近点角 (楕円軌道の焦点を原点に、近点から軌道上の天体まで測った角度 f)= true anomaly, 離心近点角 (焦点
と近点を結ぶ直線に対して軌道上の天体から下ろした垂線の延長が、楕円軌道に外接する真円に交わる点を Pと
したとき、外接円の中心を原点に近点から点 Pまで測った角度 u)= eccentric anomaly, 平均近点角 (ケプラー
方程式の右辺 l)= mean anomaly
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図 7.3 水星と摂動天体軌道の位置関係

地球の公転面や春分点の時間変化 (歳差)については、太陽や自転軸の天球上での動きを地上
から観測することによって、元期における黄道面や春分点に対する変化として記述することが
できる。すると、地上で観測した各惑星の軌道の変化から歳差の影響を引くことで、各惑星の軌
道要素の時間変化が決定される。このようにして決定された水星の近日点経度 ϖ = ω +Ωの変
化の観測値は (

dϖ

dt

)
観測

= +574 秒角/100年 (7.5.6)

程度であることが知られている (Cox, 2002)�29。この 574という数字のうち、531程度の部分
は他の惑星 (主に金星、地球、木星)の重力による摂動としてニュートン力学の範疇で説明され、
残りの 43程度の部分は一般相対論を用いて 2体問題を考えることによって説明される。以下で
は、まず前者の摂動の効果の簡単な見積もりとして Price & Rush (1979)の方法を紹介した後、
後者の一般相対論的効果の説明をする。

外惑星による摂動のニュートン力学的効果
水星は基本的には太陽の重力に従って公転しているが、質量の大きな外惑星が存在すると、外

惑星からも微小ながら引力を受け、それによって軌道がごく僅かに変化する。水星と外惑星の
位置関係は周期的に変化するので、このような摂動の効果も周期的であることが期待されるが、
外惑星による摂動の中でも、特に水星と外惑星の公転周期 1周分で平均した成分、つまり外惑
星との具体的な位置関係に依らない平均的な成分 (永年摂動)が水星の近日点移動の主な原因で
あることが知られている�30。この永年摂動による近日点の移動量を簡単に見積もる。

�29 1秒角は 1度の 1/3600である。上記の観測値は元期 J2000.0の値である。
�30 詳しくは例えば木下宙 (1998)の付録 Cを読んで欲しい。
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まずは、太陽と水星と摂動天体 1つが存在する状況を考え、後から水星に比較的近くて質量の
大きい天体 (金星、地球、火星、木星、土星)について和をとる。問題を簡単にするために次の
仮定をする。以後外惑星 (摂動天体)についての量にはプライム (′)を付ける。

1. 水星軌道について、傾斜角 I = 0 (実際は 7度程度) とする。楕円軌道の平均的な半径を
aとする。つまり、水星の太陽からの距離 rは、水星が公転するのに伴い aを中心として
振動する。

2. 摂動天体の軌道は傾斜角 I ′ = 0の円軌道 (e′ = 0)とする。つまり、水星と摂動天体の軌
道面は一致する。

摂動天体による永年摂動は、その円軌道上で一様な質量密度を持つ輪による摂動と等価である。
輪の総質量は摂動天体の質量に一致する。つまり、摂動天体の質量をM ′、摂動天体軌道の半径
を R′ とすれば、輪の質量密度は

λ′ =
M ′

2πR′ (7.5.7)

と書ける。図 7.3のように角度 θ をとり、水星と輪の一部の間の距離を l1, l2 とする。輪の微小
区間 dsi の質量 dmi は

dmi = λ′dsi ≃ λ′lidθ (7.5.8)

と書けるので、図の 2つの微小質量が水星の単位質量あたりに及ぼす重力は

dF = G

(
dm1

l21
− dm2

l22

)
l̂ (7.5.9)

と書ける。l̂は水星から dm1 の向きの単位ベクトルである。対称性より、dF を円軌道で積分す
ると、太陽と水星を結ぶ方向に平行な成分しか残らない。よって、初めから平行な成分のみを
積分することにする。すると、円状の輪全体が水星に及ぼす力 (太陽による引力と反対の向きが
正)は

F (a) =

∫
半円

dF · cos θ (7.5.10)

=

∫ π/2

−π/2
Gλ′

l2 − l1
l1l2

cos θdθ (7.5.11)

と書ける。余弦定理より

R′2 = a2 + l21 − 2al1 cos(π − θ) (7.5.12)

R′2 = a2 + l22 − 2al2 cos θ (7.5.13)
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が成り立つことを用いれば

F (a) =
2Gλ′a

R′2 − a2

∫ π/2

−π/2
cos2 θdθ (7.5.14)

=
GM ′a

2R′(R′2 − a2)
(7.5.15)

と計算できる。
dr/dt = ṙ と書くことにすると、水星の運動方程式は

r̈ − rϕ̇2 = Φ(r) (7.5.16)

と書ける。ϕは水星の軌道面内での位置を表す角度変数で、Φ(r)は水星が受ける太陽からの重
力と摂動力の合計である�31。水星の角運動量は一定なので、r2ϕ̇ = h(hは定数)と書くと、

r̈ − h2

r3
= Φ(r) (7.5.17)

と書ける。水星の楕円軌道を円軌道からの微小なずれとして捉え、上記の運動方程式をテイラー
展開して考える。まず軌道が半径 aの円軌道 (r(t) = a)だと仮定すると、上式は

−h
2

a3
= Φ(a) (7.5.18)

となる。次にX(t) = r(t)− aとして、|X|/a≪ 1の下で式 (7.5.17)を展開し、2次以上の項は
無視する。

Ẍ − h2

(a+X)3
= Φ(a+X) (7.5.19)

Ẍ − h2

a3

(
1− 3X

a

)
= Φ(a) + Φ′(a)X (7.5.20)

式 (7.5.18)より hを消去すると

Ẍ +

[
−3

a
Φ(a)− Φ′(a)

]
X = 0 (7.5.21)

となる。これは調和振動子の微分方程式であり、振動周期は

T =
2π√

−(3/a)Φ(a)− Φ′(a)
(7.5.22)

と書ける。近日点とは X(t)が最小値をとるときの水星の位置のことである。よって、近日点か
ら次の近日点までに水星が移動する角度は、水星軌道をほぼ円軌道とみなせば ϕ̇T = hT/a2 で

�31 太陽からの重力が支配的なので Φ(r) < 0である。
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あり、1周期での近日点移動量は

∆ϕ = ϕ̇T − 2π (7.5.23)

= 2π

(
3 + a

Φ′(a)

Φ(a)

)−1/2

− 2π (7.5.24)

と計算できる。摂動力が無い場合は Φ(a) = −GM⊙/a
2 であるが、これを実際に上式に代入し

て計算すると ∆ϕ = 0になる。
太陽からの引力を F0、5惑星による摂動力の合計を F (a)と書くと、今までの議論より

Φ(a) = F0(a) + F (a), Φ′(a) = −2

a
F0(a) + F ′(a) (7.5.25)

ただし, F0(a) = −
GM⊙

a2
, F (a) =

∑
金地火木土

GM ′a

2R′(R′2 − a2)
(7.5.26)

と書ける。これを式 (7.5.24)に代入すると、

∆ϕ+ 2π = 2π

[
1 + (3F + aF ′)/F0

1 + F/F0

]−1/2

(7.5.27)

≃ 2π

(
1− 3F (a) + aF ′(a)

2F0(a)

)(
1 +

F (a)

2F0(a)

)
(7.5.28)

≃ 2π

(
1− 2F (a) + aF ′(a)

2F0(a)

)
(7.5.29)

と計算できる。ただし、2段目の近似では 1段目の分母分子のそれぞれを |F |/|F0| ≪ 1の下で
展開して 2次以上の項を無視し、3段目の近似では 2段目の乗算を実行し、2次以上の微小量を
無視した。以上より、水星の公転周期を P とすると、近日点移動の割合は

∆ϕ

P
=
π

P

2F (a) + aF ′(a)

−F0(a)
(7.5.30)

=
πa3

2PM⊙

∑
金地火木土

M ′(3R′2 − a2)
R′(R′2 − a2)2

(7.5.31)

と書ける。

P = 0.2408×(地球の公転周期), a = 5.791×1010 m, M⊙ = 1.989×1030 kg (7.5.32)

という値 (Cox, 2002)と表 7.1の 1,2列目に示した各摂動天体のデータを用い、式 (7.5.31)の各
摂動天体の項とその合計を計算した結果が表 7.1の 3列目である。表を見ると、水星にいちばん
近い金星と大質量を持つ木星からの寄与が大きいことが分かる。因みに、式 (7.5.31)を使って
天王星による寄与を計算すると 0.14 秒角 / 100年となり、5惑星に比べて無視できる量である。
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表 7.1 各摂動天体のデータ (Cox, 2002)と水星の近日点移動への寄与
摂動天体 質量 (1024 kg) 軌道半径 (1010 m) 式 (7.5.31)への寄与 (秒角 / 100年)

金星 4.869 10.82 269.1

地球 5.974 14.96 92.4

火星 0.6419 22.79 2.4

木星 1899 77.84 160.2

土星 568.5 142.7 7.7

合計 — — 532

一般相対論的効果
次に一般相対論的効果による水星の近日点移動を説明する�32。太陽が作るシュバルツシルト

計量に従って運動するテスト粒子 (自分は時空を曲げる質量を持たない点状物体)の運動を考え
る。まず、変分法を用いて測地線方程式を書き下す。ṙ = dr/dτ などと書いて

L = −
(
1− rs

r

)
c2ṫ2 +

ṙ2

1− rs/r
+ r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2 (7.5.33)

をラグランジュの運動方程式 (7.2.11)に代入すると、t, ϕ, θ についての式は
d

dτ

[(
1− rs

r

)
ṫ
]
= 0,

d

dτ
(r2 sin2 θϕ̇) = 0 (7.5.34)

d

dτ
(r2θ̇)− r2ϕ̇2 sin θ cos θ = 0 (7.5.35)

となる。式 (7.5.35)より、τ = 0で θ = π/2, θ̇ = 0とすれば、以後常に θ = π/2となることが
分かる。つまり、テスト粒子はニュートン力学の場合と同じように 1 + 2次元の「平面」内を運
動するので、以後 θ = π/2として考える。(7.5.34)の 2式より、定数 k, hを用いて(

1− rs
r

)
ṫ =

k

c
, r2ϕ̇ = h (7.5.36)

と書ける。この 2定数はそれぞれニュートン力学の場合の力学的エネルギーと角運動量に対応
するものである。ラグランジュの運動方程式の rについての式を考える代わりに、4元速度の規
格化条件 gµν ẋ

µẋν = −c2 を書き下して、上式より ṫ, ϕ̇を消去すると、

ṙ2 +
h2

r2
− c2rs

r
− rsh

2

r3
= k2 − c2 (7.5.37)

という式が出てくる。これをニュートン力学の場合の角運動量とエネルギーに関する式

r2ϕ̇ = h (7.5.38)

1

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2)− GM⊙

r
= E (7.5.39)

�32 Pollock (2003)を参考にした。
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と見比べて、ニュートン極限では dt ≃ dτ であることを考慮すると、確かに hはケプラー運動
の場合の hと同じ定数であり、

k2 − c2

2
= E (7.5.40)

という対応も分かる。−rsh2/r3 という項がニュートンの重力ポテンシャルに対する一般相対論
的補正であると解釈できる。
u = 1/r とおくと、

ṙ = − 1

u2
u̇ (7.5.41)

= − 1

u2
· hu2 du

dϕ
(7.5.42)

= −hdu
dϕ

(7.5.43)

と計算できるので、u′ = du/dϕと書くと、式 (7.5.37)は

(u′)2 + u2 − c2rsu

h2
− rsu3 =

k2 − c2

h2
(7.5.44)

と書ける。更に、両辺を ϕで微分すると、

u′′ + u− GM⊙

h2
− ϵ
(
h2u2

GM⊙

)
= 0 (7.5.45)

ただし, ϵ =
3G2M2

⊙
c2h2

(7.5.46)

となる。ϵは無次元である。ケプラー運動の公式

h =
√
GM⊙a(1− e2) (7.5.47)

を用いて ϵを見積もると�33、

ϵ =
3GM⊙

c2a(1− e2)
= 7.99× 10−8 (7.5.48)

と計算でき、小さい数である。よって、ϵの項を摂動とみなし、摂動展開することによって uの
近似解を求める。

u = u0 + ϵu1 + ϵ2u2 + ... (7.5.49)

を式 (7.5.45)に代入して、ϵについて 0次の項と 1次の項をそれぞれ取り出すと、

0次： u′′0 + u0 −
GM⊙

h2
= 0 (7.5.50)

1次： u′′1 + u1 −
h2u20
GM⊙

= 0 (7.5.51)

�33 太陽質量M⊙ = 1.989× 1030 kg、水星軌道長半径 a = 5.791× 1010 m、水星軌道離心率 e = 0.2056
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となる。0次の式はケプラー運動の場合の方程式であり、

u0 =
GM⊙

h2
(1 + e cosϕ) (7.5.52)

と解ける。ただし、u0 が最大値を取るときの ϕ をゼロとした。これを代入することで 1 次の
式は

u′′1 + u1 =
GM⊙

h2
(1 + 2e cosϕ+ e2 cos2 ϕ) (7.5.53)

=
GM⊙

h2

(
1 +

e2

2

)
+

2GM⊙e

h2
cosϕ+

GM⊙e
2

2h2
cos 2ϕ (7.5.54)

と書ける。この微分方程式は次のような解を持つ。

u1 =
GM⊙

h2

(
1 +

e2

2

)
+
GM⊙e

h2
ϕ sinϕ− GM⊙e

2

6h2
cos 2ϕ (7.5.55)

ϵについて 1次までを考慮した解は次のようになる。

u ≃ u0 + ϵu1 (7.5.56)

=
GM⊙

h2

[
1 + e cosϕ+ eϵϕ sinϕ+ ϵ

(
1 +

e2

2
− e2

6
cos 2ϕ

)]
(7.5.57)

≃ GM⊙

h2

[
1 + e cos [ϕ(1− ϵ)] + ϵ

(
1 +

e2

2
− e2

6
cos 2ϕ

)]
(7.5.58)

≃ GM⊙

h2
[1 + e cos [ϕ(1− ϵ)]] (7.5.59)

ただし 3段目の近似では、cos[ϕ(1− ϵ)]を ϵについて展開すると

cos[ϕ(1− ϵ)] ≃ cosϕ+ ϵ · ϕ sinϕ (7.5.60)

と書けることを用いた。
近日点とは、u = 1/r が最大値のときのテスト粒子の位置 ϕのことである。式 (7.5.59)より、

uの振動周期は ϕにして
2π

1− ϵ
≃ 2π(1 + ϵ) (7.5.61)

と書けるので、1 周期での近日点移動量は ∆ϕ = 2πϵ と書ける。すなわち、水星の公転周期を
P = 0.2408年として、式 (7.5.48)の見積もりを用いると、近日点移動の割合は

∆ϕ

P
=

6πGM⊙

c2Pa(1− e2)
= 43 秒角 / 100年 (7.5.62)

と求まる�34。

�34 ケプラーの第 3法則 a3/P 2 = GM⊙/(4π2)を用いればこの表式から GM⊙ を消去することもできる。
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7.6 電磁場の方程式
電磁場が従うべき方程式を説明する。

7.6.1 完全反対称テンソル
共変形式の電磁場を考える上で知っておいた方が良い概念である完全反対称テンソルについ

て説明する。まず、レヴィ-チヴィタの記号 [µνλσ]を次のように定義する。

� [0123] = 1

� 0, 1, 2, 3の数字からなる順序組 (µ, ν, λ, σ)に対して、例えば
(2, 3, 1, 0) −→ (2, 1, 3, 0), (3, 2, 1, 0) −→ (1, 2, 3, 0)

などのように、任意の 2つの数字を入れ替える操作について、(µ, ν, λ, σ)が n回の入れ
替えで (0, 1, 2, 3)になるとき、

[µνλσ] = (−1)n

� 例えば (1, 1, 2, 3)など、(µ, ν, λ, σ)に同じ数字が混じっているとき、
[µνλσ] = 0

完全反対称テンソル ϵµνλσ はレヴィ-チヴィタの記号を用いて次のように表される。

ϵµνλσ =
1√
−g

[µνλσ] (7.6.1)

ϵµνλσ = −
√
−g[µνλσ] (7.6.2)

gは計量の行列式である。ϵµνλσ = −ϵνµλσ のように、任意の添え字を入れ替えると負号が付く。
また、完全反対称テンソル同士の縮約には次のような性質がある。

ϵαβγδϵµνλδ = −

∣∣∣∣∣∣
δαµ δαν δαλ
δβµ δβν δβλ
δγµ δγν δγλ

∣∣∣∣∣∣ (7.6.3)

= −δαµ(δβνδγλ − δβλδγν) + δαν(δ
β
µδ
γ
λ − δβλδγµ)

− δαλ(δβµδγν − δβνδγµ) (7.6.4)

ϵαβγδϵµνγδ = −2
∣∣∣∣δαµ δαν
δβµ δβν

∣∣∣∣ (7.6.5)

= −2(δαµδβν − δανδβµ) (7.6.6)

ϵαβγδϵµβγδ = −6δαµ (7.6.7)

ϵαβγδϵαβγδ = −24 (7.6.8)
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δµν はクロネッカーのデルタ記号である。

7.6.2 電磁場テンソル
相対論において電磁場は 2 階反対称テンソル Fµν(Fνµ = −Fµν) で記述される。これは電磁

場テンソルと呼ばれる。反対称性より、対角成分はゼロであり、独立な成分の数は 6個である。
電磁場テンソル Fµν と裏表の概念として、双対電磁場テンソル (dual of the electromagnetic

tensor)というものが次のように定義される。

∗Fµν =
1

2
ϵµναβFαβ (7.6.9)

前述した完全反対称テンソルの性質を用いれば、

ϵρσµν
∗Fµν =

1

2
ϵρσµνϵ

µναβFαβ (7.6.10)

= −(δαρδβσ − δασδβρ)Fαβ (7.6.11)

= −2Fρσ (7.6.12)

と計算できるので、逆に表すと
Fµν = −1

2
ϵµναβ

∗Fαβ (7.6.13)

という関係があることが分かる。考えている世界点で 4元速度 uµ(uµu
µ = −c2)を持つ観測者

から見た電場 Eµ と磁場 Bµ は、Fµν , ∗Fµν と次のような関係にある。{
Fµν = uµEν/c2 − uνEµ/c2 − ϵµναβuαBβ/c

∗Fµν = uµBν/c− uνBµ/c+ ϵµναβuαEβ/c
2

(7.6.14)

←→

{
Eµ = Fµνuν

Bµ = ∗Fµνuν/c
(7.6.15)

一般に 2階対称テンソルと 2階反対称テンソルのスカラー縮約がゼロであることを用いると、

uµE
µ = Fµνuµuν = 0, uµB

µ = ∗Fµνuµuν/c = 0 (7.6.16)

が常に成り立つ。つまり、Eµ, Bµ と uµ は直交するという拘束条件に従うので、Eµ, Bµ の独立
な成分は 3個であることが分かる。
特にローレンツ系 (ct, x, y, z) で静止した観測者 (uµ) = (c, 0, 0, 0) を想定した場合、式

(7.6.14)は

cF 0i = Ei = Ei, F ij = ϵ0ijβBβ (7.6.17)

∗F 0i = Bi = Bi, c∗F ij = −ϵ0ijβEβ (7.6.18)
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と書けるので、電磁場テンソルを行列表示すると

(Fµν) =


0 Ex/c Ey/c Ez/c

−Ex/c 0 Bz −By
−Ey/c −Bz 0 Bx
−Ez/c By −Bx 0

 (7.6.19)

(Fµν) = (ηµαηνβF
αβ) =


0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c

Ex/c 0 Bz −By
Ey/c −Bz 0 Bx
Ez/c By −Bx 0

 (7.6.20)

(∗Fµν) =


0 Bx By Bz
−Bx 0 −Ez/c Ey/c
−By Ez/c 0 −Ex/c
−Bz −Ey/c Ex/c 0

 (7.6.21)

(∗Fµν) = (ηµαηνβ
∗Fαβ) =


0 −Bx −By −Bz
Bx 0 −Ez/c Ey/c
By Ez/c 0 −Ex/c
Bz −Ey/c Ex/c 0

 (7.6.22)

となる。またこの場合、式 (7.6.15)より、
(Eµ) = (Eµ) = (0, Ex, Ey, Ez), (Bµ) = (Bµ) = (0, Bx, By, Bz) (7.6.23)

というように Eµ, Bµ の第 0成分 (t成分)はゼロであることも分かる。

7.6.3 マクスウェル方程式
マクスウェル方程式は次のように表される。

∇ν∗Fµν = 0 (7.6.24)

∇νFµν = µ0J
µ (7.6.25)

Jµ は 4元電流である。Fµν についての 2階共変微分をリーマンテンソルで表し、Fµν の反対称
性を用いることで、

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Fµν = RµαµνF
αν +RναµνF

µα = 0 (7.6.26)

が恒等的に満たされることが分かる。∗Fµν についても同様である。マクスウェル方程式
(7.6.24), (7.6.25)は合わせて 8個の方程式を表しているが、それぞれの式の両辺の 4元発散は
上式の拘束条件に従うため、独立な自由度は 6である。つまり、Jµ と境界条件が与えられれば
電磁場テンソルの 6 成分が決定される。ただし、与える Jµ は次の拘束条件を満たす必要があ
る。式 (7.6.25)の両辺の 4元発散をとると、

µ0∇µJµ = ∇µ∇νFµν = ∇ν∇µFµν = ∇ν(−µ0J
ν) (7.6.27)

−→ ∇µJµ = 0 (7.6.28)
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となる。これは電荷保存則を表す。
式 (7.6.24)の左辺に ϵαβγµ を作用させて完全反対称テンソルの性質を用いることで、

ϵαβγµ∇ν
(
1

2
ϵµνρσFρσ

)
= −1

2
ϵνρσµϵαβγµ∇νFρσ (7.6.29)

=
1

2
(δναδ

ρ
βδ
σ
γ + δνγδ

ρ
αδ
σ
β + δνβδ

ρ
γδ
σ
α

−δναδργδσβ − δνγδρβδσα − δνβδραδσγ)∇νFρσ (7.6.30)

= ∇αFβγ +∇γFαβ +∇βFγα (7.6.31)

= ∂αFβγ + ∂γFαβ + ∂βFγα (7.6.32)

と計算できる。ただし、最後の段への変形では、共変微分に現れるクリストッフェル記号がその
対称性から相殺して消えてしまうことを用いた。つまり、式 (7.6.24)は

∂αFβγ + ∂γFαβ + ∂βFγα = 0 (7.6.33)

と書き換えることもできる。
特に、ローレンツ系において静止した観測者から見た電場 E = (Ex, Ey, Ez) と磁場 B =

(Bx, By, Bz)を用いて書き下すと、式 (7.6.19), (7.6.21)より、式 (7.6.24)は

第 0成分： ∇ ·B = 0 (7.6.34)

第 i成分： ∂B

∂t
+∇×E = 0 (7.6.35)

式 (7.6.25)は

第 0成分： ∇ ·E =
ρe
ϵ0

(7.6.36)

第 i成分： − 1

c2
∂E

∂t
+∇×B = µ0j (7.6.37)

というように、節 2.1.2 で述べた形式で書けることが分かる。ただし、ρe = J0/c, j =

(J1, J2, J3)と書いた。つまり、この場合は電荷密度 ρe と 3元電流密度 j を用いて

(Jµ) = (cρe, j) (7.6.38)

と書ける。またこの場合、電荷保存則 (7.6.28)は

∂ρe
∂t

+∇ · j = 0 (7.6.39)

と書けることも分かる。
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7.6.4 ローレンツ力
電磁場中を運動する静止質量 m、電荷 q の質点の運動方程式は、測地線方程式の右辺に次の

ような項を加えることによって表される。

d2xµ

dτ2
+ Γµαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
=

q

m
Fµγ

dxγ

dτ
(7.6.40)

特に非相対論的極限、すなわち計量がほぼミンコフスキー計量の場合には、上式の右辺の空間成
分は、そのローレンツ系で静止した観測者から見た電磁場 E,B を用いて、

q

m
F iγ

dxγ

dτ
≃ q

m
ηiαFαγ

dxγ

dt
(7.6.41)

=
q

m
Fi0c+

q

m
Fijv

j (7.6.42)

=
q

m
(Ei + [v ×B]i) (7.6.43)

と書ける。

7.6.5 電磁場のエネルギー運動量テンソル
電磁場のエネルギー運動量テンソルは次のように書ける。

Tµν =
1

µ0

(
FµαF να −

1

4
gµνFαβF

αβ

)
(7.6.44)

特にローレンツ系において静止した観測者から見た電磁場E,B を用いて書き下すと、少しの計
算より次の形に書けることが分かる。

(Tµν) =


w Sx/c Sy/c Sz/c

Sx/c σxx σxy σxz
Sy/c σxy σyy σyz
Sz/c σxz σyz σzz

 (7.6.45)

ただし, w =
ϵ0
2
E2 +

1

2µ0
B2 (7.6.46)

S =
1

µ0
(E ×B) (7.6.47)

σij = ϵ0

(
EiEj −

1

2
δijE

2

)
+

1

µ0

(
BiBj −

1

2
δijB

2

)
(7.6.48)

wは電磁場のエネルギー密度、S はポインティングベクトル、σij はマクスウェルの応力テンソ
ルである。
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7.7 ローレンツ系での運動と対称性
今まで説明してきた諸物理量や法則のローレンツ系 (ct, x, y, z)での形、すなわち平坦な時空

における形について見た後、時空間の対称性と大域的保存則の関係について述べる。

7.7.1 質点系のエネルギー運動量保存則
vi = dxi/dt, v2 = viv

i と書くと、4元速度の規格化条件 uµu
µ = −c2 は、ミンコフスキー計

量の下で
u0u0

(
−1 + v2

c2

)
= −c2 −→ u0 =

c√
1− v2/c2

(7.7.1)

と書ける。つまり、ローレンツ系での 4元速度 uµ は 3元速度 (vi) = (vx, vy, vz)を用いて

(uµ) =W (c, vx, vy, vz) (7.7.2)

ただし, W =
1√

1− v2/c2
(7.7.3)

と書ける。W はローレンツ因子と呼ばれる。v/c ≪ 1ではW ≃ 1で、3元速度が光速に近づ
くほどW は大きくなる。
ローレンツ系ではエネルギー運動量保存則は次のように書ける。

∂νT
µν = 0 (7.7.4)

これは微分形式で書かれた保存則であり、ある世界点における局所的な保存則、すなわちその世
界点での無限小の領域においてエネルギーや運動量が消えることはないという法則を表す。大
域的な保存則、すなわちある有限の領域でエネルギーや運動量が保存されるという法則は、時空
間の対称性に対応して表れる。一般の時空の場合において、常にそのような法則を考えられる
わけではない。ローレンツ系 (平坦な時空) は、4 次元時空間に許される最大限の対称性を持っ
ており�35、次のように大域的な保存則を考えることができる (e.g. Gourgoulhon, 2013)。一般
の時空の場合は後に述べる。
上式を 4次元時空間上の区分的に滑らかな境界を持つ領域 V で積分すると、∫

V
∂νT

µνd4x = 0 (7.7.5)

と書ける。これにガウスの発散定理を適用すると、発散の 4次元的体積分は領域 V の 3次元的
境界 ∂V での面積分に置き換わるので、∫

∂V
TµνdSν = 0 (7.7.6)

�35 4 次元時空には最大で 10 個の独立な対称性が許される。後に説明する言葉を用いれば、最大で 10 個の独立な
キリングベクトルが存在し得る。
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と書ける。dSν は領域 V の外側を向いた方向付き面要素である。ここで、V として、2つの等座
標時面 t = t1 と t = t2 (t1 < t2)に挟まれた領域を考える。V の境界のうちの等座標時面以外
の部分からのエネルギーや運動量の流出は無いとする。つまり、孤立した系を考える。上式は

−
∫
(t=t1)

Tµ0d3x+

∫
(t=t2)

Tµ0d3x = 0 (7.7.7)

と書ける。よって、系全体の 4元運動量 Πµ を

Πµ(t1) =
1

c

∫
(t=t1)

Tµ0d3x (7.7.8)

と定義すれば、2つの座標時 t1, t2 について

Πµ(t1) = Πµ(t2) (7.7.9)

が言える。つまり、上式で定義された Πµ(t)は座標時 tに対して保存される。
それぞれが静止質量ma を持つN 個の質点からなる系を考える。aは各質点のラベルである。

この系のエネルギー運動量テンソルは、デルタ関数を用いて次のように書ける。

Tµ0(xα) =

N∑
a=1

∫
cdτmaδ

4(xα − zαa (τ))uµ(xα)u0(xα) (7.7.10)

zαa (τ)は a番目の質点が描く世界線をパラメータ表示したものである�36。よって、この系全体
の 4元運動量は

Πµ(t1) =
1

c

N∑
a=1

ma

∫
(t=t1)

d3x

∫
cdτδ4(xα − zαa (τ))uµ(xα)u0(xα) (7.7.11)

=
N∑
a=1

ma

∫
(t=t1)

d3x

∫
cdtδ4(xα − zαa (t))uµ(xα) (7.7.12)

=
N∑
a=1

mau
µ(zαa (t1)) (7.7.13)

と書ける。つまり、ある座標時 t = t1 における a番目の質点の 4元運動量を、その座標時での
その質点の 4元速度 uµa(t1)を用いて

Pµa (t1) = mau
µ
a(t1) (7.7.14)

と定義すれば、各質点の 4元運動量の総和

Πµ(t) =
N∑
a=1

Pµa (t) =
N∑
a=1

mau
µ
a(t) (7.7.15)

�36 完全流体の場合のエネルギー運動量テンソルの表式 (7.3.18) において e, p は考えずに、静止質量密度 ρ が各質
点の描くデルタ関数的な世界線で表されていると考えれば、上記の表式はそれなりに納得できるかもしれない。
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は座標時 t に対して保存される。これがローレンツ系における質点系の大域的なエネルギー運
動量保存則である�37。
式 (7.7.14)で定義した各質点の 4元運動量を具体的に成分表示すると、

(Pµ) = (muµ) = (mWc,mWvx,mWvy,mWvz) (7.7.16)

= (E/c, px, py, pz) (7.7.17)

と書ける。E = P 0c = mWc2 はこの質点のエネルギーと呼ばれ、pi = P i = mWvi はこの質
点の (3元)運動量と呼ばれる。特に質点の速度が非相対論的 (|vi|/c≪ 1)な場合、E は次のよ
うに展開できる。

E =
mc2√

1− v2/c2
≃ mc2

(
1 +

v2

2c2

)
= mc2 +

1

2
mv2 (7.7.18)

この式の第 1 項は静止エネルギーと呼ばれ、ニュートン力学には無い概念である。第 2 項
はニュートン力学で運動エネルギーと呼ばれているものである。ローレンツ因子を具体的に
v2 で表して計算するか、或いは 4 元速度の規格化条件から分かる 4 元運動量の規格化条件
(PµP

µ = −m2c2)を用いると、E, pi の間に次の関係が分かる。

E2

c2
− p2 = m2c2 (7.7.19)

ただし, p2 = pip
i = p2x + p2y + p2z (7.7.20)

7.7.2 ローレンツ変換
平坦な時空にローレンツ系を設定する方法は 1 通りではない。つまり、あるローレンツ系

(ct, x, y, z)から別のローレンツ系 (ct′, x′, y′, z′)に変換することができる。例えば古いローレン
ツ系に対して固定されていて、x, y, z 軸の向きは同じであり、原点が異なる新しいローレンツ系
への変換は、適当な定数 t0, x0, y0, z0 を用いて

ct′

x′

y′

z′

 =


ct
x
y
z

−

ct0
x0
y0
z0

 (7.7.21)

�37 この大域的なエネルギー運動量保存則は粒子同士の弾性衝突を考える際に使われる。すなわち、衝突に関わる全
粒子についての衝突前の 4元運動量の和が衝突後の 4元運動量の和に等しいという立式をすれば、衝突前後の各
粒子の速度の関係が分かる。非弾性衝突、すなわち衝突に関わる物体のエネルギーの一部が他のエネルギー形態
に変わるような衝突を考える場合は、式 (7.7.10)のエネルギー運動量テンソルにそのエネルギーを表す項を加え
なければならないので、本節で説明している定式化の対象外である。
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と表される。この変換を並進と言う。また、古いローレンツ系に対して固定されていて、原点は
同じであり、x, y 軸の向きを z 軸周りに角度 θ だけ回転したローレンツ系への変換は、

ct′

x′

y′

z′

 =


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1



ct
x
y
z

 (7.7.22)

と表される。この変換を (z 軸周りの) 空間回転と言う。一方で、原点と x, y, z 軸の向きは同
じ�38で、古いローレンツ系の x軸正の向きに一定速度 V で移動するローレンツ系への変換�39は

ct′

x′

y′

z′

 =


W −WV/c 0 0

−WV/c W 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



ct
x
y
z

 (7.7.23)

ただし, W =
1√

1− V 2/c2
(7.7.24)

と表される。この変換を (x 方向への) ローレンツブーストと言う。ローレンツブーストと空
間回転を併せてローレンツ変換と言う。また、ローレンツ変換に並進を加えた全体をポアン
カレ変換と言う。上記の 3 種の変換を組み合わせることで、任意のローレンツ系へ移れる�40。
例えばもっと一般に、原点と x, y, z 軸の向きは同じで、古いローレンツ系に対して一定速度
(Vx, Vy, Vz)で動くローレンツ系へのローレンツ変換は、

ct′

x′

y′

z′

 = Λ


ct
x
y
z

 (7.7.25)

Λ =


W −WVx/c −WVy/c −WVz/c

−WVx/c 1 + (W − 1)V 2
x /V

2 (W − 1)VxVy/V
2 (W − 1)VxVz/V

2

−WVy/c (W − 1)VxVy/V
2 1 + (W − 1)V 2

y /V
2 (W − 1)VyVz/V

2

−WVz/c (W − 1)VxVz/V
2 (W − 1)VyVz/V

2 1 + (W − 1)V 2
z /V

2


(7.7.26)

ただし, V 2 = V 2
x + V 2

y + V 2
z , W =

1√
1− V 2/c2

(7.7.27)

�38 原点が同じとは、(ct, x, y, z) = (0, 0, 0, 0)と (ct′, x′, y′, z′) = (0, 0, 0, 0)が同じ世界点を表すということ。
�39 本質的な言い方をすると、速度 V で動く質点が静止して見えるようなローレンツ系への変換という意味である。
上記の x, y 軸の空間回転と下記のローレンツブーストを見比べると、ローレンツブーストは t軸と x軸のある種
の「回転」変換であることが想像できる。古いローレンツ系では 3 元速度 V の分だけ 4 元速度が t 軸から x 軸
の方に傾いていた質点の、その 4元速度の向きに t′ 軸をとり直す変換である。

�40 ローレンツ変換とは、古い座標系の計量がミンコフスキー計量のときに新しい座標系の計量もミンコフスキー計
量になるような変換のことである。つまり、ローレンツ系からローレンツ系への変換に限らず、一般の時空の注
目する世界点でとった局所直交系から別の向きの局所直交系への変換もローレンツ変換になる。
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と表される。古いローレンツ系から見て新しいローレンツ系が 3元速度 V で動いているとき、
新しいローレンツ系から見ると古いローレンツ系は速度 −V で動いているので、ローレンツ
ブーストの逆変換は 3元速度 V を −V に置き換えたものになる。
電磁場テンソル Fµν をローレンツ系で静止した観測者から見た電磁場 E,B を用いて表すと

式 (7.6.19)のように書けた。例えば、このローレンツ系の x軸の方向に一定速度 V で動く観測
者から見た電磁場 E′,B′ との関係を知りたい場合は、この観測者が静止して見えるローレンツ
系へ式 (7.6.19)の表式を変換する。電磁テンソルの反変成分はそれぞれの世界点において

Fµ
′ν′

=
∂xµ

′

∂xµ
∂xν

′

∂xν
Fµν (7.7.28)

と変換するので、式 (7.7.23)の変換行列

(Λµ
′

µ) =


W −WV/c 0 0

−WV/c W 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = Λ (7.7.29)

を用いて

Fµ
′ν′

= Λµ
′

µΛ
ν′

νF
µν (7.7.30)

←→


0 E′

x/c E′
y/c E′

z/c
−E′

x/c 0 B′
z −B′

y

−E′
y/c −B′

z 0 B′
x

−E′
z/c B′

y −B′
x 0

 = Λ


0 Ex/c Ey/c Ez/c

−Ex/c 0 Bz −By
−Ey/c −Bz 0 Bx
−Ez/c By −Bx 0

ΛT (7.7.31)

と計算することで、

E′
x = Ex, B′

x = Bx (7.7.32)

E′
y =W (Ey − V Bz) , B′

y =W

(
By +

V

c2
Ez

)
(7.7.33)

E′
z =W (Ez + V By) , B′

z =W

(
Bz −

V

c2
Ey

)
(7.7.34)

ただし, W =
1√

1− V 2/c2
(7.7.35)

という関係が分かる�41。
速度の変換則を考える。あるローレンツ系 (ct, x, y, z) において一定速度 v = (vx, vy, vz)

で運動している物体が、このローレンツ系の x 軸方向に速度 V で動く別のローレンツ系

�41 上記の関係で結ばれる E,B と E′,B′ は同じ世界点における値であることに注意を要する。つまり、古い座標
で (x, t) = (a, ta) という値で表される世界点が新しい座標では (x′, t′) = (b, tb) という値で表される場合、
E(a, ta),B(a, ta)と上記の関係で結ばれるのはE′(a, ta),B′(a, ta)ではなくE′(b, tb),B

′(b, tb)である。
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(ct′, x′, y′, z′)で見ると速度 v′ = (v′x, v
′
y, v

′
z)で動くように見える場合の、v と v′ の関係を求め

る。4元速度は
uµ

′
=
∂xµ

′

∂xµ
uµ (7.7.36)

と変換するので、
W ′c
W ′v′x
W ′v′y
W ′v′z

 =


W̃ −W̃V/c 0 0

−W̃V/c W̃ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Wc
Wvx
Wvy
Wvz

 (7.7.37)

ただし, W ′ =
1√

1− v′2/c2
, W̃ =

1√
1− V 2/c2

, W =
1√

1− v2/c2
(7.7.38)

という関係が分かる。上式の第 0成分より

W ′ = W̃W

(
1− V vx

c2

)
(7.7.39)

が分かるので、第 i成分より、

v′x =
W̃W

W ′ (vx − V ) =
vx − V

1− V vx/c2
(7.7.40)

v′y =
W̃W

W ′ vy =
vy

1− V vx/c2
(7.7.41)

v′z =
W̃W

W ′ vz =
vz

1− V vx/c2
(7.7.42)

という関係が分かる。

7.7.3 時空間の対称性と保存量
一般の時空においては、局所的保存則は偏微分ではなく共変微分によって表されるので、式

(7.7.6) のようにガウスの発散定理を適用することができない。しかし、与えられた時空間が次
に述べる意味で対称性を持つ場合は、それに対応する保存量が存在し、大域的な保存則を構成で
きる。
まず、時空間の対称性の定式化を説明する。あるベクトル場 ξµ(x) が与えられた時、このベ

クトル場が生成する次の無限小座標変換を考える。

xµ −→ xµ = xµ − ϵξµ(x) (7.7.43)

ϵ は微小量とする。例えば、旧座標系でそれぞれ xµ = aµ, xµ = aµ + ϵξµ(a) と表されていた 2

点 P, Qを考えたとき、上の変換は、同じ座標値 aµ で表される世界点を P から Q へ変更する
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変換と解釈できる。この変換によって、計量は

gµν(Q) −→ gµν(Q) =
∂xα

∂xµ
∂xβ

∂xν
gαβ(Q) (7.7.44)

と変換される。この式は、同じ世界点における変換前後の成分を比較している。対して、同じ座
標値で表される 2 点での変換前後の成分に対して定義される次の量を、計量の ξµ 方向へのリー
微分と言う�42。

Lξgµν(P) = lim
ϵ→0

gµν(Q)− gµν(P)
ϵ

(7.7.45)

変換前の計量の関数形 gµν(x) と変換後の関数形 gµν(x) が同じとき、リー微分はゼロになる。
これは、考えている時空間が ξµ の生成する変換について対称であることを意味する。

gαβ(Q) = gαβ(P) + ϵξγ∂γgαβ(P) +O(ϵ2) (7.7.46)

なので、上式の分子は次のように変形できる。ただし、引数 (P) を省略する。

gµν(Q)− gµν(P) =
∂xα

∂xµ
∂xβ

∂xν
(gαβ + ϵξγ∂γgαβ)− gµν +O(ϵ2) (7.7.47)

= (δαµ + ϵ∂µξ
α)(δβν + ϵ∂νξ

β)(gαβ + ϵξγ∂γgαβ)− gµν +O(ϵ2) (7.7.48)

= ϵ
(
gαν∂µξ

α + gµβ∂νξ
β + ξγ∂γgµν

)
+O(ϵ2) (7.7.49)

= ϵ (∇µξν +∇νξµ) +O(ϵ2) (7.7.50)

よって、リー微分がゼロであることは、次の条件と等価である。

∇µξν +∇νξµ = 0 (7.7.51)

これをキリング方程式と言い、この式を満たすベクトル場 ξµ(x) をキリングベクトルと言う。
これまでの議論をまとめると、キリングベクトルが式 (7.7.43) によって生成する無限小変換は、
計量の座標に対する関数形を不変に保ち、時空間の対称性を表す。
Tµν をエネルギー運動量テンソル、ξµ をキリングベクトルとする。局所的保存則 ∇νTµν = 0

と式 (7.7.51) から、次式が言える。

∇µ(Tµνξν) = 0 (7.7.52)

これと 4 元ベクトルの発散に関する公式 (7.1.27) を用いると、ガウスの発散定理が使えて、次
の関係が成り立つ。

0 =

∫
V
∂µ(
√
−gTµνξν)d4x =

∫
∂V

√
−gTµνξνdSµ (7.7.53)

�42 この節では計量のリー微分しか扱わないが、リー微分は一般のテンソルに対して定義される。特に、スカラー場
ϕ に対しては Lξϕ = ξν∂νϕ、ベクトル場 Uµ に対しては LξU

µ = ξν∂νUµ −Uν∂νξµ、2 階テンソル場 Tα
β

に対しては LξT
α
β = ξν∂νTα

β − Tβ
ν∂νξα + Tα

ν∂βξ
ν である。
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ここで、∂V は 4 次元時空間に取った領域 V の 3 次元的境界を指す。空間的に孤立した (無限
遠で Tµν → 0 の) 系を考え、2 つの等時面 t = t1 と t = t2 に挟まれた領域を V とすること
で、

Q(t) =

∫ √
−gT 0νξνd

3x (7.7.54)

は座標時 t に対して保存されることが分かる。
特に、計量 gµν(x) がある座標に依存しないとき、その座標の方向ベクトルはキリングベクト

ルになる。対称性と保存量の対応について、いくつかの例を示す。

シュバルツシルト計量の場合
シュバルツシルト計量 (7.5.1) は t, ϕ に依らないので�43、(ξ(t)

µ) = (−1, 0, 0, 0) と
(ξ(ϕ)

µ) = (0, 0, 0, 1) はキリングベクトルである。1 質点系

T 0ν(x) =
mc√
−g

∫
dτu0uνδ4(x− z(τ)) (7.7.55)

を考えると、 ∫
d3x
√
−gT 0

νξ(t)
ν = mc

(
1− rs

r

) dt
dτ

= mk (7.7.56)∫
d3x
√
−gT 0

νξ(ϕ)
ν = mr2 sin2 θ

dϕ

dτ
= mh (7.7.57)

が保存量になる。k, h はそれぞれ、エネルギーと角運動量に関する積分定数である (節
7.5.1参照)。

ローレンツ系の場合
ローレンツ系 gµν = ηµν のキリングベクトルとしては、例えば次の 10 個の独立なベク
トル場を取ることができる。共変成分を示す。

(ξ(t)µ) = (1, 0, 0, 0) (7.7.58)

(ξ(x)µ) = (0, 1, 0, 0), (ξ(y)µ) = (0, 0, 1, 0), (ξ(z)µ) = (0, 0, 0, 1) (7.7.59)

(ρ(x)µ) = (0, 0,−z, y), (ρ(y)µ) = (0, z, 0,−x), (ρ(z)µ) = (0,−y, x, 0) (7.7.60)

(κ(x)µ) = (x,−ct, 0, 0), (κ(y)µ) = (y, 0,−ct, 0), (κ(z)µ) = (z, 0, 0,−ct) (7.7.61)

それぞれに対応する対称性と保存量を表 7.2 にまとめた。

7.8 理想磁気流体
一般相対論的磁気流体の基礎方程式 (GRMHD)の定式化について、数値計算において有用な

3+1形式における方法を説明する。具体的には Antón et al. (2006)の方法である。Rezzolla &

�43 x0 = ct, x1 = r, x2 = θ, x3 = ϕと書く。
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表 7.2 ローレンツ系における対称性と保存量の対応関係
キリングベクトル 対称性の名称 保存量 1 質点系の場合の表式

ξ(t)µ 時間並進 全エネルギー E = mWc2

ξ(i)µ 空間並進 全運動量 pi = mWvi

ρ(i)µ 空間回転 全角運動量 [x× p]i

κ(i)
µ ローレンツブースト — Exi/c− pict

図 7.4 3+1 形式の諸概念：Σt,Σt+dt はぞれぞれ座標時 t, t + dt における等座標時面。n は
Σt に垂直な 4 元速度。t = (cdt, 0, 0, 0) は空間座標 xi が一定値をとる曲線の接ベクトル。
β = (0, βi)は Σt+dt 内の 4元ベクトル。

Zanotti (2013) も参考にしている。理想磁気流体、すなわち電気伝導率が無限大の流体を考え
る。その後、特に弱い重力下における特殊相対論的理想磁気流体の方程式 (RMHD)について、
非相対論的MHD方程式との対比が分かるような形で説明する。GRMHD の定式化や応用例に
ついてのレビューには Font (2008) がある。

7.8.1 3+1形式
アインシュタイン方程式の解として計量が与えられたとき、その計量は次の形式で書くこと

ができる。

ds2 = −(α2 − βiβi)c2dt2 + 2βidx
icdt+ γijdx

idxj (7.8.1)

βi = γijβ
j である。この形式で書かれたときの αはラプス関数 (lapse function)、βi はシフ

トベクトル (shift vector)、γij は空間計量 (spatial metric)と呼ばれ、一般にはそれぞれ (t, xi)
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の関数である。このように計量を表すことを 3+1 形式と言う。各要素の図形的なイメージを
説明する。図 7.4 のように、座標時 t と t + dt における 3 次元的等座標時面 Σt,Σt+dt を考え
る。座標系は一般に歪な形をしているので、ある世界点 (t, xi)を通る t軸 (xi 座標が一定の曲
線)は Σt に垂直ではない。この点 (t, xi)において Σt に垂直な方向を向く 4元速度を nとし、
t = (cdt, 0, 0, 0)(図の緑のベクトル)とする。nの方向と Σt+dt が交わる点 P と (t, xi)の距離
は dtに比例するため、図の青いベクトルを αdtn = (αdtnµ)とする。P と (t + dt, xi)の距離
も dtに比例するため、図の赤いベクトルを cdtβ = (0, cdtβi)とする。すると

αdtn+ cdtβ = t (7.8.2)

という関係があるので、
n =

c

α
(1,−βi) (7.8.3)

と書ける。点 (t, xi)から無限小離れた点 (t + dt, xi + dxi)までの距離 dsは、図の青いベクト
ルと Σt+dt 内の変位ベクトルに分解して考えることで、

ds2 = (αdtn) · (αdtn) + (cdtβ + (0, dxi)) · (cdtβ + (0, dxi)) (7.8.4)

と書ける。4元速度 nの規格化条件と Σt+dt での 3次元的計量 γij を使うと、

ds2 = −α2c2dt2 + γij(β
icdt+ dxi)(βjcdt+ dxj) (7.8.5)

と計算でき、式 (7.8.1)のように書ける。計量を行列表示すると次のようになる。

(gµν) =

(
−α2 + βiβ

i βi
βi γij

)
, (gµν) =

(
−1/α2 βi/α2

βi/α2 γij − βiβj/α2

)
(7.8.6)

γij は γij の逆行列 (γijγjk = δik)である。また、計量の行列式 g = det(gµν)は次のように計
算できる。 √

−g = α
√
γ (7.8.7)

γ = det(γij)である。
式 (7.8.1)の計量が表す座標系における流体の 4元速度の成分を uµ と書く。流体を考えると

きには、その電磁場 Eµ, Bµ や 3元流速 vi がどの観測者から見たものなのかを明確にする必要
がある。よく考えられる観測者としてはまず、共動観測者 (comoving observer)、すなわち、各
世界点において流体と共に 4元速度 uµ で動く観測者がある。一方で、各世界点において、等座
標時面 Σt に垂直な 4元速度 nµ を持つ観測者をオイラー的観測者 (Eulerian observer)と言う。
つまり、

(nµ) =
c

α
(1,−βi), (nµ) = (−αc, 0, 0, 0) (7.8.8)

という 4元速度を持つ観測者のことである。特にローレンツ系の場合は α = 1, βi = 0なので、
座標系に対して静止した観測者に一致する。4元流速 uµ の nµ に平行な成分はオイラー的観測
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者から見た時間成分、すなわちW を適当な規格化定数 (オイラー的観測者に対するローレンツ
因子) として Wc を表す。一方で uµ の nµ に垂直な成分はオイラー的観測者から見た空間成
分、すなわちオイラー的観測者から見た 3元流速を vi としてWvi を表す�44。つまり、座標系
(7.8.1)における 4元流速の成分 uµ とオイラー的観測者から見た 3元流速 vi の間には次のよう
な関係がある。

vi =
hiµu

µ

W
=
c

α

(
ui

u0
+ βi

)
(7.8.9)

vi =
ui
W

=
cγij
α

(
uj

u0
+ βj

)
(7.8.10)

(uµ) =

(
cW

α
, W

(
vi − cβi

α

))
(7.8.11)

ただし, hµν = gµν +
nµnν
c2

(7.8.12)

W = −nµu
µ

c2
=
αu0

c
=

1√
1− v2/c2

(7.8.13)

hiµ は nµ に垂直な方向への射影テンソル (節 7.4.2参照)であり、その定義より hij = γij が分
かる。v2 = γijv

ivj である。
文献によっては、ある観測者から見た物理量の空間成分の定義方法に違う流儀が採用されて

いることがある。上述した方法では、射影テンソルを用いて空間成分を定義した。その成分は
座標系の基底で展開された反変成分である。一方で、注目する点で観測者が静止するような局
所直交系における空間成分を考えることもある。これは、与えられた座標系において次のよう
に考えることと等価である。例えば、オイラー的観測者から見た流速を考える場合、次の 4 つ
の 4 元ベクトルを導入する。

(e(0)
µ) = (nµ)/c = (1/α,−βi/α) (7.8.14)

(e(a)
µ) =

(
0, x(a)

i/
√
λ(a)

)
, a = 1, 2, 3 (7.8.15)

ただし、x(a)i は行列 (γij) の a 番目の固有ベクトルであり、ユークリッド的に正規化されてい
る (

∑
i(x(a)

i)2 = 1)。λ(a) はそれに対応する固有値である。対称行列の固有ベクトルが互いに
直交することを考慮すれば、これらの 4 元ベクトルには次の関係があることが分かる。

e(σ)
µe(ρ)µ = ησρ (7.8.16)

ησρ はミンコフスキー計量である。各点でこのような関係にあるベクトル場の組をテトラッド
(tetrad, 四脚場) と言う�45。テトラッドを基底として 4 元速度を展開したときの時間成分と空

�44 この例のように、4元ベクトルで表される物理量 Qµ について、ある 4元速度 Uµ(UµUµ = −c2)に平行な成分
は Uµ で運動する観測者から見たときの Qµ の時間成分であり、Qµ の Uµ に垂直な成分は Uµ で運動する観測
者から見たときの空間成分であると解釈できる。

�45 各点でベクトル場の基底になるようなベクトル場の組を局所標構 (local frame) と言う。
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間成分に対して、ローレンツ因子 W̃ と 3 元速度 ṽi を導入する。

uµ = W̃ c e(0)
µ +

3∑
i=1

W̃ ṽi e(i)
µ, W̃ =

1√
1−

∑3
i=1(ṽi)

2/c2
(7.8.17)

つまり、4 元速度の反変成分を次のように表す。

(uµ) =

W̃ c

α
, W̃

 3∑
j=1

ṽjx(j)
i√

λ(j)
− cβi

α

 (7.8.18)

特に、考えている座標系で空間計量が対角化されている場合 (γij = λ(i)δij , x(j)
i = δij) は、内

積と射影テンソルによって導入した W, vi との間には次の関係がある。

W̃ =W,
ṽi√
γii

= vi (7.8.19)

以降の説明では専ら射影テンソルの流儀を用いる。

7.8.2 理想MHD条件と誘導方程式
完全流体の静止質量保存則とエネルギー運動量保存則、状態方程式により、流体のダイナミク

スを特徴づける量は決定され、磁気流体の場合にそれらの量と相互作用する電磁場は、マクス
ウェル方程式により決定される。方程式系を閉じるためにはマクスウェル方程式に現れる 4元
電流 Jµ が流体の物理量によって決定されなければならない。その関係を与えるのがオームの法
則であり、いちばん単純な形式のものを採用するならば次のように表される。

Jµ = ρeu
µ + σFµνuν (7.8.20)

右辺第 1項は uµ に平行なので、共動観測者にとっての時間成分のみに寄与する項である。つま
り、ρe は固有電荷密度を表す。第 2項は節 7.6で説明したように、共動観測者にとっての電場
Ẽµ = Fµνuν を表す。Ẽµ が uµ と垂直なことを考慮すると、第 2項は共動観測者には電場が 3

元電流密度 (4元電流の空間成分)に比例するように見えることを表している。σ は電気伝導率
である。上式は電気伝導率が等方的だという仮定の下での式である。以下では電気伝導度が無
限大の場合を考える。この場合の定式化を理想磁気流体力学 (ideal MHD)と言う。σ が無限大
の場合に Jµ の発散を抑えるためには、上式より

Fµνuν = 0 (7.8.21)

でなければならない。つまり、共動観測者から見た電場はゼロである。この条件は理想 MHD

条件と呼ばれる。このとき、オイラー的観測者から見た電場 Eµ と磁場 Bµ の間には次のような
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関係がある�46。
Eµ =

ϵµαβγuαnβBγ
cW

(7.8.22)

具体的に計算すると
E0 = 0, Ei = −αϵ0ijkvjBk (7.8.23)

である。式 (7.6.14)で uµ を nµ に置き換えたものに式 (7.8.22)を代入し、完全反対称テンソル
の性質を用いて計算すると、

∗Fµν =
uµBν − uνBµ

Wc
(7.8.24)

と書けることが分かる。これを用いてマクスウェル方程式 ∇ν∗Fµν = 0を計算すると、第 0成
分と第 i成分について次のように書ける�47。

∂

∂xi
(√
γBi

)
= 0 (7.8.25)

∂

∂t

(√
γBi

)
=

∂

∂xj
[√
γ(αvi − cβi)Bj −√γ(αvj − cβj)Bi

]
(7.8.26)

特にローレンツ系では α = 1, βi = 0, γ = 1なので、上段の式はローレンツ系では ∇ ·B = 0

を表し、下段の式は誘導方程式 (2.5.15) を一般の時空に対して拡張したものであることが分
かる。

7.8.3 保存則
磁気完全流体のエネルギー運動量テンソルは次のように書ける。

Tµν = Tµνfluid + TµνEM (7.8.27)

ただし, Tµνfluid = ρh
uµuν

c2
+ pgµν (7.8.28)

TµνEM =
1

µ0

(
FµαF να −

1

4
gµνFαβF

αβ

)
(7.8.29)

h = c2 + e+
p

ρ
(7.8.30)

�46 式 (7.6.14)で uµ を nµ に置き換えたものを用いて右辺を計算すると左辺が出てくる。Bµnµ = 0 より、B0 = 0

が分かる。
�47 4元発散が計量の行列式と偏微分で書けるという公式 (7.1.27)と、3+1形式における計量の行列式の関係 (7.8.7)

を用いる。
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hは単位質量あたりのエンタルピーと呼ばれる。静止質量保存則とエネルギー運動量保存則 (節
7.4参照)を、数値計算において有用である保存形

∂

∂t
(物理量の密度) +

∂

∂xi
(物理量のフラックス)i = (物理量の源泉を表す項) (7.8.31)

に書き換える�48。
共動観測者から見た磁場を B̃µ と書く。オイラー的観測者から見た磁場 Bµ との関係は次の

ように書ける。

B̃0 =
WvjB

j

αc
(7.8.32)

B̃i =
Bi + αB̃0ui/c

W
=
Bi

W
+
WvjB

j(αvi − cβi)
αc2

(7.8.33)

B̃µB̃
µ =

BiB
i + α2(B̃0)2

W 2
=
BiB

i

W 2
+

(vjB
j)2

c2
(7.8.34)

この B̃µ を用いると、式 (7.6.14)と理想MHD条件より

Fµν = −ϵ
µναβuαB̃β

c
(7.8.35)

と書けるので、TµνEM は次のように書き換えられる。

TµνEM =
1

µ0

[(
uµuν

c2
+

1

2
gµν
)
B̃αB̃

α − B̃µB̃ν
]

(7.8.36)

よって、エネルギー運動量テンソルは次のように書ける。

Tµν = ρh∗
uµuν

c2
+ p∗gµν − 1

µ0
B̃µB̃ν (7.8.37)

ただし, h∗ = h+
B̃αB̃

α

µ0ρ
= c2 + e∗ +

p∗

ρ
(7.8.38)

e∗ = e+
B̃αB̃

α

2µ0ρ
(7.8.39)

p∗ = p+
B̃αB̃

α

2µ0
(7.8.40)

�48 完全流体にして理想磁気流体のMHD方程式系は双曲型と呼ばれる保存形に書き換えられる (e.g. Antón et al.,

2006)。双曲型の保存形で書かれた方程式系は、解の一部に不連続があったとしても正しく数値的に解けること
が知られている (e.g. Rezzolla & Zanotti, 2013)。このように、今まで培われてきた数値計算の手法を適用で
きるという点において、方程式系の保存形を見つけることは重要である。
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e∗ は内部エネルギー e と磁場のエネルギー (非相対論的極限で B2/(2µ0) と表されていたも
の、節 3.3 参照) を合わせた単位質量あたりのエネルギーと解釈できる。一方で p∗ はガス圧 p

と磁気圧 (非相対論的極限で B2/(2µ0) と表されていたもの、節 4.2.3 参照) を合わせた圧力で
ある。また最後の項 B̃µB̃ν/µ0 は磁気張力 (節 4.2.3参照)を表す。
静止質量保存則は 4元発散の公式 (7.1.27)を用いると

∂µ(α
√
γρuµ) = 0 (7.8.41)

と書ける。オイラー的観測者から見た質量密度を

D = −nµρu
µ

c2
= ρW (7.8.42)

と書くことにする。uµ と vi の関係 (7.8.11)を用いて上式を計算すると、

∂

∂t
(
√
γD) +

∂

∂xj
[√
γD(αvj − cβj)

]
= 0 (7.8.43)

と書ける。
エネルギー運動量保存則を分解するために、まず Tµν を nµ に平行な成分と垂直な成分に次

のように分解する。

Tµν = E
nµnν

c2
+ Sµnν + Sνnµ + Sµν (7.8.44)

ただし, E =
nαnβ
c2

Tαβ (7.8.45)

Sµ = −h
µ
αnβ
c2

Tαβ (7.8.46)

Sµν = hµαh
ν
βT

αβ (7.8.47)

hµν = gµν + nµnν/c
2 である。E,Sµ, Sµν はそれぞれ、オイラー的観測者から見た全エネル

ギー密度、全運動量密度、全応力と解釈できる。具体的に計算すると次のようになる。
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E = α2T 00 = ρh∗W 2 − p∗ − α2

µ0
B̃0B̃0 (7.8.48)

S0 = 0 (7.8.49)

Si =
α

c
(βiT 00 + T 0i) =

ρh∗W 2vi

c2
− α

µ0c
(βiB̃0B̃0 + B̃0B̃i) (7.8.50)

S0µ = Sµ0 = 0 (7.8.51)

Sij = βiβjT 00 + βiT 0j + βjT 0i + T ij (7.8.52)

=
ρh∗W 2vivj

c2
+ p∗γij − 1

µ0
(βiβjB̃0B̃0 + βiB̃0B̃j + βjB̃0B̃i + B̃iB̃j) (7.8.53)

2階対称テンソルの 4元発散についての公式�49

∇µTµν = gνλ
[

1√
−g

∂µ(
√
−gTµλ)−

1

2
Tαβ∂λgαβ

]
(7.8.54)

を用いると、エネルギー運動量保存則は次のように書ける。

∂µ(
√
−gTµν) =

√
−g
2

Tαβ∂νgαβ (7.8.55)

この式の空間成分を考えて式 (7.8.44)を代入することで、運動量保存則は次のように書ける。

∂

∂t
(
√
γSi) +

∂

∂xj
[√
γ(αSji − βjcSi)

]
=
α
√
γ

2
Tµν∂igµν (7.8.56)

エネルギー保存則を書き下すためにエネルギー運動量保存則 ∇µTµν = 0 と nν の縮約をと
る。

∇µ(Tµνnν)− Tµν∇µnν = 0 (7.8.57)

これに式 (7.8.44)を代入して計算すると、エネルギー保存則は次のように書ける。

∂

∂t
(
√
γE) +

∂

∂xj
[√
γ(αc2Sj − βjcE)

]
= α2√γc

(
Tµ0∂µ lnα− TµνΓ0

νµ

)
(7.8.58)

�49 この公式は次の形でも書ける。

∇µT
µν =

1
√
−g

∂µ(
√
−gTµν) + Γν

µλT
µλ

この形式を用いて運動量保存則を計算すると、右辺にクリストッフェル記号が陽に現れる形式になるが、数学的
には後述する形式と等価である。
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7.8.4 弱い重力下での保存則
前述した質量保存則、運動量保存則、エネルギー保存則の弱い重力下での形式を導く。弱くて

時間変化しない重力場においては、次の形の計量を考えることができる�50。

ds2 = −
(
1 +

2ϕg
c2

)
c2dt2 +

(
1− 2ϕg

c2

)
ηijdx

idxj (7.8.59)

ただし, |ϕg|
c2
≪ 1 (7.8.60)

ϕg(x
i)は重力ポテンシャルである。前述した 3つの保存則の左辺には計量単体の微分は出てこ

ないので、α = 1, β = 0, γij = ηij として計算する。一方で右辺に出てくる計量の微分項では
2ϕg/c

2 も考慮して計算する。すると、各保存則は次のように書ける。

∂

∂t
(ρW ) +

∂

∂xj
(ρWvj) = 0 (7.8.61)

∂

∂t

(
ρh∗W 2vi

c2
− 1

µ0c
B̃0B̃i

)
+

∂

∂xj

(
ρh∗W 2vivj

c2
+ p∗ηij − 1

µ0
B̃iB̃j

)
= −

[
ρh∗W 2

(
1 +

v2

c2

)
+ 2p∗ − 1

µ0

(
B̃0B̃0 + B̃kB̃k

)] ∂

∂xi

(
ϕg
c2

)
(7.8.62)

∂

∂t

(
ρh∗W 2 − p∗ − 1

µ0
B̃0B̃0

)
+

∂

∂xj

(
ρh∗W 2vj − c

µ0
B̃0B̃j

)
= −

(
ρh∗W 2vj − c

µ0
B̃0B̃j

)
∂

∂xj

(
ϕg
c2

)
(7.8.63)

ただし v2 = viv
i である。共動系での磁場 B̃µ は次のように表される。

B̃0 =
WvjB

j

c
(7.8.64)

B̃i =
Bi

W
+
WvjB

jvi

c2
(7.8.65)

B̃µB̃
µ =

B2

W 2
+

(vjB
j)2

c2
(7.8.66)

B2 = BiB
i である。更に、内部エネルギー e、圧力 p、磁気エネルギー B2/(2µ0)がそれぞれ静

止エネルギー ρc2 に比べて十分に小さい場合

ρc2 ≫ ρe, p,
B2

2µ0
(7.8.67)

を考える。質量保存則の形は式 (7.8.61)と変わらない。運動量保存則は式 (7.8.62)で

ρh∗ ≃ ρc2 (7.8.68)

�50 例えばシュバルツシルト時空では、等方座標 (7.5.4) において χ ≫ rs の領域を考えて計量の各成分を展開すれ
ば、ϕg = −GM/χ = −GM/

√
x2 + y2 + z2 としてこの形になる。
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と近似し、他にもオーダーの小さい項を無視することで、
∂

∂t

(
ρW 2vi

)
+

∂

∂xj

(
ρW 2vivj + p∗ηij − 1

µ0
B̃iB̃j

)
= −ρW 2

(
1 +

v2

c2

)
∂ϕg
∂xi

(7.8.69)

となる。エネルギー保存則については、式 (7.8.63)の両辺から質量保存則 (7.8.61)の両辺に c2

を乗じたものを引くことで ρc2 のオーダーの項は無くなるため、次のように書ける。

∂

∂t

(
ρc2W (W − 1) + ρe∗W 2 + p∗(W 2 − 1)− W 2(vkB

k)2

µ0c2

)
+

∂

∂xj

(
ρc2W (W − 1)vj + ρe∗W 2vj + p∗W 2vj − 1

µ0
WvkB

kB̃j
)

= −ρW 2vj
∂ϕg
∂xj

(7.8.70)

流体の速度が光速に比べて十分に遅い場合 (v/c≪ 1)は、

B̃i ≃ Bi, ρc2W (W − 1) ≃ 1

2
ρv2 (7.8.71)

などと近似することで、上式は非相対論な理想磁気流体の質量保存則、運動量保存則、全エネル
ギー保存則に一致することが分かる。
以上の議論を眺めると次のことが言える。

� 流速が光速に対して無視できなくなると保存則の各所にローレンツ因子が現れる。
� 理想磁気流体の場合は共動系での電場がゼロなので、共動系での磁場を用いることで電
場を用いずに方程式系を閉じることができる。流速が光速に比べて十分に遅い場合は実
験室系での磁場と共動系での磁場は同じと考えられる。

� 内部エネルギー、圧力、磁気エネルギーが静止エネルギーに対して無視できない大きさを
持つ場合は運動量保存則にもこれらのエネルギーの寄与が現れる。

� 内部エネルギー、圧力、磁気エネルギーが静止エネルギーに対して無視できない大きさを
持つ場合はこれらのエネルギーに対しても重力がはたらく (重力加速度の係数にこれらの
エネルギーが現れる)。

7.9 放射輸送
相対論的な放射輸送方程式と放射モーメント方程式について、第 5 章で述べた各方程式の

形式との対応がわかるように説明する。本節は Cardall et al. (2013), Shibata et al. (2011),

Bronzwaer et al. (2018)を参考にした�51。

�51 例えば Cardall et al. (2013) は核の崩壊による超新星爆発の際にニュートリノがどのように放射されるかを調
べる文脈で、3+1 形式での相対論的放射モーメント方程式を定式化している。また、Bronzwaer et al. (2018)

はブラックホールに降着する物質が発する光子が地球からどのように観測されるかを推定する文脈で、相対論的
放射輸送方程式の数値計算コードを開発している。
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なお、本節では添え字 ν は、光子の振動数で積分されていない単色の量であることを表すた
めに用いる。ベクトルやテンソルの成分を表すために ν を添え字として用いることはしない。

7.9.1 光子の 4元運動量
光子は光的測地線を描いて運動することを節 7.2.1 (528ページ)の脚注で述べた。すなわち、

光子の描く世界線をパラメータ λを用いて記述することにして、光子の 4元運動量を

pα =
dxα

dλ
(7.9.1)

と定めると、pα は次の条件に従う。λはアフィンパラメータと呼ばれる。

pαp
α = 0 (7.9.2)

dpα

dλ
= −Γαβγpβpγ (7.9.3)

つまり、pα の大きさはゼロである。これは光速で運動する光子が質量を持たないことに対応す
る。4元速度 uα を持つ流体の共動系で見たときの光子の振動数 ν は

hν = −uαpα(= −uαpα) (7.9.4)

と表される。hはプランク定数である。共動系、すなわち注目する世界点 P0 で流体が静止して
見えるような局所直交系 (gα̂β̂(P0) = ηα̂β̂)での成分は添え字にハット (α̂など)を付けて表すこ
とにする。共動系では (uα̂) = (c, 0, 0, 0)と表されるので、式 (7.9.2)と (7.9.4)より、共動系で
の 4元運動量の成分 pα̂ は次のように書ける。

(pα̂) =
hν

c
(1, ℓî) (7.9.5)

ただし,
3∑
î=1

ℓîℓî = 1 (7.9.6)

ℓî は共動系で見た光子の空間的放射方向を表す単位ベクトルである。この放射方向を極座標
(θ, ϕ)を用いて表すことにすると、

(ℓî) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) (7.9.7)

という関係を持つ。一般の座標系においては、uα と直交する単位 4元ベクトル ℓα

uαℓ
α = 0, ℓαℓ

α = 1 (7.9.8)

を用いて、
pα =

hν

c
(
uα

c
+ ℓα) (7.9.9)

と書ける。(ℓα̂) = (0, ℓî)である。
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7.9.2 [トピック] 太陽スペクトルの重力赤方偏移
太陽研究において比較的出番の多い一般相対論的効果は重力赤方偏移であろう。太陽表面で

発せられた光は、太陽の重力ポテンシャルの穴を抜ける過程で波長が長くなる。太陽表面の重
力ポテンシャルと地表面の重力ポテンシャルでは前者の方が低いため、地上で太陽光を観測す
ると、あらゆる吸収線�52は一定の割合で長波長側へずれて観測される。節 5.1.5 で説明してい
るが、光はドップラー効果によっても波長が変化する。観測者から遠ざかる向きに運動する物
質から発せられた光は、その観測者には発せられた波長よりも長い波長の光として観測される。
遠ざかる速さを v とすると、v/c≪ 1 (c は光速) の場合には、発せられた振動数 ν′ と観測され
る振動数 ν の間には次の関係がある。

1− ν

ν′
=
v

c
(7.9.10)

後に計算するように、地上で太陽光を観測すると、太陽が v = 633 m s−1 で遠ざかっているの
に相当する幅だけ重力赤方偏移する。この重力赤方偏移の観測に付きまとう問題について紹介
する。

理論
アインシュタイン方程式の解として静的な (座標時 x0 に依らない) 計量 gµν が与えられてい

る。この計量が表す座標と時空間において、ある世界点 Pem で静止している物質から発せられ
た光子が光的測地線に沿って運動し、世界点 Prec で静止している観測者によって観測されたと
する。この世界線を記述するアフィンパラメータを λ とする。まずは、光子の 4 元運動量につ
いて次の量を計算してみる。

dp0
dλ

=
d

dλ
(g0µp

µ) (7.9.11)

=
dg0µ
dλ

pµ + g0µ
dpµ

dλ
(7.9.12)

=
dg0µ
dλ

pµ − g0µΓµαβpαpβ (7.9.13)

= pµpν∂νg0µ − g0µ
1

2
gµν(∂βgνα + ∂αgνβ − ∂νgαβ)pαpβ (7.9.14)

= pµpν∂νg0µ −
1

2
(pαpβ∂βg0α + pβpα∂αg0β) (7.9.15)

= 0 (7.9.16)

ただし、2段目から 3段目への第 2項の変形では測地線方程式 (7.9.3) を用い、4段目への変形
では第 1項に連鎖律、第 2項にクリストッフェル記号の定義 (7.1.21) を用いた。上式は p0 の

�52 吸収線については節 5.3.3も参照のこと。
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値が光子の描く世界線に沿って保存されることを表す�53。
考えている座標系において静止している物体の 4 元速度は次のように表される。

(uµ) =

(
c√
−g00

, 0, 0, 0

)
(7.9.17)

ただし、u0 の表式は規格化条件 gµνu
µuν = −c2 を具体的に計算すれば分かる。発せられた振

動数 νem と観測された振動数 νrec の比は式 (7.9.4) を用いて次のように表される。

νrec
νem

=
u0(Prec)p0(Prec)

u0(Pem)p0(Pem)
(7.9.18)

=

√
−g00(Pem)

−g00(Prec)
(7.9.19)

ただし、上の議論より p0(Pem) = p0(Prec) であることを用いた。
弱くて (|ϕg|/c2 ≪ 1) 時間変化しない重力下では、計量の 00 成分は重力ポテンシャル ϕg を

用いて次のように表されるのであった。

g00 = −
(
1 +

2ϕg
c2

)
(7.9.20)

つまり、式 (7.9.19)は光が発せられた空間座標 xem と観測された空間座標 xrec における重力ポ
テンシャルを用いて次のように書ける。

νrec
νem

=

√
1 + 2ϕg(xem)/c2

1 + 2ϕg(xrec)/c2
(7.9.21)

≃ 1 +
ϕg(xem)

c2
− ϕg(xrec)

c2
(7.9.22)

つまり、重力赤方偏移の大きさは光が発せられた座標と観測された座標の重力ポテンシャル差
に依存する。
太陽に関する量には添え字 ⊙、地球に関する量には添え字 ⊕ を用いる。国際天文学連合

(IAU) の 2015 年時点での推奨値 (Prša et al., 2016)

GM⊙ = 1.327× 1020 m3s−2 (7.9.23)

R⊙ = 6.957× 108 m (7.9.24)

GM⊕ = 3.986× 1014 m3s−2 (7.9.25)

R⊕ = 6.378× 106 m (7.9.26)

1 au = 1.496× 1011 m (7.9.27)

�53 節 7.7.3 の概念を用いると、計量が座標時 x0 に依らない場合、x0 の方向ベクトル (ξµ) = (1, 0, 0, 0) がキリン
グベクトルになるため、内積 pµξµ = p0 は測地線に沿って保存される。これは光子のエネルギー保存則に相当
する。
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を用いて計算する。太陽表面と地球 (距離 1 au) 間の太陽による重力ポテンシャル差は

δϕ⊙
c

=
GM⊙

c

(
1

R⊙
− 1

1 au

)
= 633.3 m s−1 (7.9.28)

と計算できるのに対し、地球が作る重力ポテンシャルの地表における値は
δϕ⊕
c

=
GM⊕

cR⊕
= 0.2 m s−1 (7.9.29)

と計算できる。よって、地表で太陽光を観測した場合は、ドップラー速度に換算して
δϕ⊙
c
− δϕ⊕

c
= 633.1 m s−1 (7.9.30)

に相当する幅の重力赤方偏移が起きる。

観測
太陽光の重力赤方偏移の観測例として González Hernández et al. (2020)を紹介する。この

研究では、高精度で波長の絶対値を測定できる特殊な分光器を用いて月で反射された太陽光
の観測が行われた。ヨーロッパ南天天文台 (ESO) の 3.6 メートル望遠鏡に設置された分光器
HARPS は、発する波長が分かっているレーザー光と観測されたスペクトルを比較することに
より、ドップラー速度に換算して 1 m s−1 以下の精度で波長の絶対値を測定することができる。
この装置を用いて、鉄により形成される吸収線 257 個の中心波長を測定することにより、重力
赤方偏移が見積もられた。
この際に問題になるのは太陽表面の対流である。太陽表面には粒状斑 (granulation) と呼ば

れる熱対流が存在する。これは、1 km s−1 のオーダーの上昇流や下降流が 1000 km 程度の空
間スケールで乱雑に起きる現象である。つまり、粒状斑を解像出来る分解能で太陽表面を観測
した場合、各領域は粒状斑対流によって乱雑に赤方/青方偏移している。González Hernández

et al. (2020)では月に反射した太陽光を観測しているため、各領域から発せられたスペクトルを
広範囲で平均した量を観測することになる。このため、光球で形成される吸収線を観測した場
合、ドップラー幅 (節 5.3.4参照) よりも太い線輪郭が観測される。更に、粒状斑対流の下降流
域よりも上昇流域の方が明るいため、青方偏移が卓越し、吸収線の中心波長は青色側にずれるこ
とになる。高高度ほど対流の速さは小さくなるため、このずれ幅は高高度で形成される吸収線
ほど小さくなるはずである。つまり、吸収線によって異なる。この粒状斑対流による青方偏移
の大きさは不運にも重力赤方偏移と同じオーダーであるため、この効果を正しく取り除かない
ことには重力赤方偏移の測定結果が得られない。
粒状斑対流は 3 次元シミュレーションによって比較的良い精度で再現することができる

(e.g. Nordlund et al., 2009)。シミュレーションから計算された、粗い分解能で観測した
ときの青方偏移した吸収線の線輪郭は観測と良い精度で一致する (Asplund et al., 2000)。
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González Hernández et al. (2020)は、3次元シミュレーション結果から推定された吸収線の中
心波長と観測された中心波長を比較し、たくさんの吸収線について統計を取ることによって、最
終的には重力赤方偏移の値として 638± 6 m s−1 を得た。これは不確かさの範囲内で理論値と
一致している。
太陽の重力赤方偏移の観測の歴史について詳しくは竹田洋一 (2013)を参考にして欲しい。

7.9.3 放射輸送方程式 (ボルツマン方程式)

光子の分布関数 f(xα, pi) を考える。分布関数とは、注目する世界点で局所直交座標
(ct, x, y, z)をとったとき、

f(t, xi, pi)dxdydzdp1dp2dp3 (7.9.31)

が 6 次元相空間中の体積要素 dxdydzdp1dp2dp3 内の光子数となるような量である。測地線に
沿った光子数の保存則をあらわすボルツマン方程式、すなわち放射輸送方程式は、アフィンパラ
メータ λを用いて次のように書ける。

df

dλ
= C[f ] (7.9.32)

C[f ]は物質との相互作用により注目する測地線での光子数が増減する効果を表す。上式に連鎖
律と式 (7.9.3)を用いることで、放射輸送方程式は次のようにも書ける。

pα
∂f

∂xα
− Γiβγp

βpγ
∂f

∂pi
= C[f ] (7.9.33)

特にローレンツ系では Γiβγ = 0であり、このローレンツ系で見た振動数を ν̃、放射方向を ℓ̃i

とすると
(pα) =

hν̃

c
(1, ℓ̃i) (7.9.34)

と表せることを用いれば、放射輸送方程式は
1

c

∂f

∂t
+ ℓ̃i

∂f

∂xi
=

c

hν̃
C[f ] (7.9.35)

となる。分布関数と放射強度の間に f = c2Iν/(h
4ν̃3)という関係があること (節 5.1.1、277ペー

ジの脚注を参照)を用いれば、これは節 5.1.2で説明した放射輸送方程式 (5.1.30)と同じ式であ
ることが分かる。光子の放射と吸収のみを考慮した衝突項 C[f ] は、第 5 章で用いた放射率 j̃ν

と吸収係数 α̃ν (ただしローレンツ系、つまり実験室系で評価した値) によって

C[f ] =
cj̃ν
h3ν̃2

− hν̃α̃ν
c

f (7.9.36)

と表される。
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分布関数の引数として、与えられた計量 gαβ が表す座標 xα、共動系で見た振動数 ν と放射
方向 (θ, ϕ)の 7変数を選ぶことにする。各世界点における共動系から xα への変換を Lαα̂ とす
る�54。また、

(pĩ) = (ν, θ, ϕ) (7.9.37)

と書くことにする。すると、放射輸送方程式は次のように書ける。

Lαα̂p
α̂ ∂f

∂xα
− Γĵ β̂γ̂p

β̂pγ̂
∂pĩ

∂pĵ
∂f

∂pĩ
= C[f ] (7.9.38)

Γĵ β̂γ̂ は共動系での接続係数である。∂pĩ/∂pĵ を行列表示 (̃i行 ĵ 列)すると
(
∂pĩ

∂pĵ

)
=

c

hν

 ν sin θ cosϕ ν sin θ sinϕ ν cos θ
cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ
− sinϕ/ sin θ cosϕ/ sin θ 0

 (7.9.39)

である。

7.9.4 放射モーメント方程式
式 (7.9.38)は次のような形式に書き換えることができる�55。

Sµ +Mµ = Lµµ̂p
µ̂C[f ] (7.9.40)

ただし, Sµ =
1√
−g

∂

∂xα
(√
−gLµµ̂Lαα̂pµ̂pα̂f

)
+ ΓµβγL

β
β̂L

γ
γ̂p
β̂pγ̂f (7.9.41)

Mµ =
1

ν sin θ

∂

∂pĩ

(
−ν sin θΓĵ β̂γ̂

∂pĩ

∂pĵ
Lµµ̂p

µ̂pβ̂pγ̂f

)
(7.9.42)

任意の世界点において、局所直交系をとったとき、その座標系での 4元運動量の成分 pα を用い
て

dP =
dp1dp2dp3

p0
(7.9.43)

�54 具体的には次のように分解できる。
Lα

α̂ = bααΛ
α
α̂

Λα
α̂ は共動系から別の局所直交系へのローレンツブーストであり、bαα はその直交系から xα への変換

bααb
β
βgαβ = ηαβ

(節 7.1.6の 3ステップ目の変換)である。
�55 式 (7.1.22)の関係も用いる。
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と表される量を運動量空間の不変体積要素と言う。同じ世界点を考える限りどのような局所直
交系をとっても不変な量である。特に共動系で見た振動数 ν と放射方向 (θ, ϕ)で表すと

dP =
h2

c2
νdν sin θdθdϕ =

h2

c2
νdνdΩ (7.9.44)

と書ける。この不変体積要素での積分を用いて、放射場のエネルギー運動量テンソルを

Tαβ(xµ) = c

∫
pαpβf(xµ, ν, θ, ϕ)dP (7.9.45)

と定義する。式 (7.9.40)の両辺を不変体積要素で積分すると、運動量微分の項が消えて次のよ
うになる�56。

∇βTαβ = −gα (7.9.46)

ただし, gα = −c
∫
pαC[f ]dP (7.9.47)

これは放射場のエネルギー運動量保存則を表す�57。gα は流体が放射場から得る 4 元運動量を
表す。
オイラー的観測者の速度を nα としたとき、オイラー的観測者から見た放射エネルギー密度

u、放射フラックス Fα、放射圧テンソル Pαβ は次のように表される (節 7.8.3参照)。

u =
nαnβ
c2

Tαβ (7.9.48)

Fα = −hαβnγT βγ (7.9.49)

Pαβ = hαγh
β
δT

γδ (7.9.50)

hαβ は nαに垂直な方向への射影テンソルである。特にローレンツ系の場合、式 (7.9.4), (7.9.34)

の関係と、ローレンツ因子W を用いて (uα) = W (c, vi)と表せることより、ローレンツ系 (実
験室系)で見た振動数 ν̃ と共動系で見た振動数 ν の間には

hν = hν̃W
(
1− vi

c
ℓ̃i
)

(7.9.51)

という関係があるが、流体の 3元速度 vi が光速に比べて十分に小さい場合は両者は等しいと考

�56 570ページの脚注で説明した、2階対称テンソルの 4元発散の公式を用いる。
�57 一方で、不変体積要素の代わりに立体角 dΩで式 (7.9.40)の両辺を積分した式を考えると、単色の放射モーメン
トに関する保存則が得られる。単色の放射モーメントについては Cardall et al. (2013), Shibata et al. (2011)

を読んで欲しい。本節では以後、振動数で積分した放射モーメントに関する保存則について説明する。
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えられる。この場合、上記の放射モーメントはそれぞれ次のように書ける。

u = T 00 =
h4

c3

∫
dν

∫
dΩfν3 (7.9.52)

F i = cT i0 =
h4

c2

∫
dν

∫
dΩℓ̃ifν3 (7.9.53)

P ij = T ij =
h4

c3

∫
dν

∫
dΩℓ̃iℓ̃jfν3 (7.9.54)

f = c2Iν/(h
4ν̃3)という関係を用いれば、上式は節 5.1.1で述べた放射モーメントの定義と一致

することが分かる。放射場のエネルギー運動量テンソルは上記の量を用いて次のように分解で
きる。

Tαβ = u
nαnβ

c2
+ Fα

nβ

c2
+ F β

nα

c2
+ Pαβ (7.9.55)

よって、保存則 (7.9.46) を節 7.8.3 と同様にして書き換えることで、3+1 形式での放射エネル
ギー保存則と運動量保存則は次のように書ける。

∂

∂t
(
√
γu) +

∂

∂xj
[
√
γ(αF j − βjcu)] = α2√γc

(
Tα0∂α lnα− TαβΓ0

αβ

)
− αcg0 (7.9.56)

1

c2
∂

∂t
(
√
γFi) +

∂

∂xj

[
√
γ

(
αP ji −

βj

c
Fi

)]
=
α
√
γ

2
Tαβ∂igαβ − gi (7.9.57)

特にローレンツ系で節 5.1.3 の形式と一致することは直ぐに確かめられる。また、g0, gi は節
5.1.3で導入した g0, g と同じ量であることも分かる。
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Bellot Rubio, L., & Orozco Suárez, D. (2019), Quiet Sun magnetic fields: an observational

view, Living Reviews in Solar Physics, 16, 1. doi: 10.1007/s41116-018-0017-1

Berger, M. A. (1984), Rigorous new limits on magnetic helicity dissipation in the

solar corona, Geophysical & Astrophysical Fluid Dynamics, 30, 79–104. doi:

10.1080/03091928408210078

Berger, M. A., & Field, G. B. (1984), The topological properties of magnetic helicity,

Journal of Fluid Mechanics, 147, 133–148. doi: 10.1017/S0022112084002019

Black, D. C., & Bodenheimer, P. (1975), Evolution of rotating interstellar clouds. I - Nu-

merical techniques, The Astrophysical Journal, 199, 619–632. doi: 10.1086/153729

Blum, K. (2012), Density Matrix Theory and Applications, 3rd edn. (Berlin: Springer). doi:

10.1007/978-3-642-20561-3

Bodhaine, B. A., Wood, N. B., Dutton, E. G., & Slusser, J. R. (1999), On Rayleigh optical

depth calculations, Journal of Atmospheric and Oceanic Technology, 16, 1854–1861. doi:

10.1175/1520-0426(1999)016¡1854:ORODC¿2.0.CO;2

Boley, A. C., Hartquist, T. W., Durisen, R. H., & Michael, S. (2007), The internal energy for

molecular hydrogen in gravitationally unstable protoplanetary disks, The Astrophysical

Journal, 656, L89–L92. doi: 10.1086/512235

Borovsky, J. E., & Valdivia, J. A. (2018), The Earth’s magnetosphere: A systems science

overview and assessment, Surveys in Geophysics, 39, 817–859. doi: 10.1007/s10712-018-

9487-x

Borrero, J. M., & Ichimoto, K. (2011), Magnetic structure of sunspots, Living Reviews in

Solar Physics, 8, 4. doi: 10.12942/lrsp-2011-4

Braginskii, S. I. (1958), Transport phenomena in a completely ionized two-temperature

plasma, Journal of Experimental and Theoretical Physics, 6, 358–369, https://ui.

adsabs.harvard.edu/abs/1958JETP....6..358B/abstract

—. (1965), Transport processes in a plasma, Reviews of Plasma Physics, 1, 205–311

Braginsky, S. I., & Roberts, P. H. (1995), Equations governing convection in earth’s

core and the geodynamo, Geophysical & Astrophysical Fluid Dynamics, 79, 1–97. doi:

10.1080/03091929508228992

—. (2007), Anelastic and Boussinesq approximations, in Encyclopedia of Geomagnetism and

Paleomagnetism, ed. D. Gubbins & E. Herrero-Bervera (Dordrecht: Springer), 11–19. doi:

10.1007/978-1-4020-4423-6 6

582 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://doi.org/10.1098/rsta.2015.0444
https://doi.org/10.1007/s41116-018-0017-1
https://doi.org/10.1080/03091928408210078
https://doi.org/10.1080/03091928408210078
https://doi.org/10.1017/S0022112084002019
https://doi.org/10.1086/153729
https://doi.org/10.1007/978-3-642-20561-3
https://doi.org/10.1007/978-3-642-20561-3
https://doi.org/10.1175/1520-0426(1999)016<1854:ORODC>2.0.CO;2
https://doi.org/10.1175/1520-0426(1999)016<1854:ORODC>2.0.CO;2
https://doi.org/10.1086/512235
https://doi.org/10.1007/s10712-018-9487-x
https://doi.org/10.1007/s10712-018-9487-x
https://doi.org/10.12942/lrsp-2011-4
https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/1958JETP....6..358B/abstract
https://ui.adsabs.harvard.edu/abs/1958JETP....6..358B/abstract
https://doi.org/10.1080/03091929508228992
https://doi.org/10.1080/03091929508228992
https://doi.org/10.1007/978-1-4020-4423-6_6
https://doi.org/10.1007/978-1-4020-4423-6_6


参考文献 参考文献

Bronzwaer, T., Davelaar, J., Younsi, Z., et al. (2018), RAPTOR - I. Time-dependent

radiative transfer in arbitrary spacetimes, Astronomy & Astrophysics, 613, A2. doi:

10.1051/0004-6361/201732149

Brun, A. S., Miesch, M. S., & Toomre, J. (2011), Modeling the dynamical coupling of

solar convection with the radiative interior, The Astrophysical Journal, 742, 79. doi:

10.1088/0004-637x/742/2/79

Brun, A. S., & Rempel, M. (2009), Large scale flows in the solar convection zone, Space

Science Reviews, 144, 151–173. doi: 10.1007/s11214-008-9454-9

Burke, P. G. (2011), R-Matrix Theory of Atomic Collisions: Application to Atomic, Molec-

ular and Optical Processes (Berlin: Springer). doi: 10.1007/978-3-642-15931-2

Calvo, G. F., Picón, A., & Bagan, E. (2006), Quantum field theory of photons with orbital

angular momentum, Physical Review A, 73, 013805. doi: 10.1103/PhysRevA.73.013805

Cameron, R. P. (2014), On the angular momentum of light, PhD thesis, University of

Glasgow, Glasgow, http://theses.gla.ac.uk/5849/

Cantwell, B. J. (2019/08/26 閲覧), Fundamentals of compressible flow (Lecture notes at

Stanford University), https://web.stanford.edu/~cantwell/

Cardall, C. Y., Endeve, E., & Mezzacappa, A. (2013), Conservative 3+1 general relativistic

variable Eddington tensor radiation transport equations, Physical Review D, 87, 103004.

doi: 10.1103/PhysRevD.87.103004

Carlsson, M., De Pontieu, B., & Hansteen, V. H. (2019), New view of the solar

chromosphere, Annual Review of Astronomy and Astrophysics, 57, 189–226. doi:

10.1146/annurev-astro-081817-052044

Carlsson, M., & Leenaarts, J. (2012), Approximations for radiative cooling and heating

in the solar chromosphere, Astronomy & Astrophysics, 539, A39. doi: 10.1051/0004-

6361/201118366

Casini, R., White, S. M., & Judge, P. G. (2017), Magnetic diagnostics of the solar corona:

synthesizing optical and radio techniques, Space Science Reviews, 210, 145–181. doi:

10.1007/s11214-017-0400-6

Castor, J. I. (2004), Radiation Hydrodynamics (Cambridge: Cambridge University Press).

doi: 10.1017/CBO9780511536182

Charbonneau, P. (2014), Solar dynamo theory, Annual Review of Astronomy and Astro-

physics, 52, 251–290. doi: 10.1146/annurev-astro-081913-040012

Choudhuri, A. R. (2021), The meridional circulation of the Sun: Observations, theory and

connections with the solar dynamo, Science China Physics, Mechanics & Astronomy, 64,

239601. doi: 10.1007/s11433-020-1628-1

583 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://doi.org/10.1051/0004-6361/201732149
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201732149
https://doi.org/10.1088/0004-637x/742/2/79
https://doi.org/10.1088/0004-637x/742/2/79
https://doi.org/10.1007/s11214-008-9454-9
https://doi.org/10.1007/978-3-642-15931-2
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.73.013805
http://theses.gla.ac.uk/5849/
https://web.stanford.edu/~cantwell/
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.87.103004
https://doi.org/10.1146/annurev-astro-081817-052044
https://doi.org/10.1146/annurev-astro-081817-052044
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201118366
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201118366
https://doi.org/10.1007/s11214-017-0400-6
https://doi.org/10.1007/s11214-017-0400-6
https://doi.org/10.1017/CBO9780511536182
https://doi.org/10.1146/annurev-astro-081913-040012
https://doi.org/10.1007/s11433-020-1628-1


参考文献 参考文献

Christensen, U. R., & Wicht, J. (2015), 8.10 - Numerical dynamo simulations, in Treatise on

Geophysics, 2nd edn., ed. G. Schubert (Oxford: Elsevier), 245–277. doi: 10.1016/B978-

0-444-53802-4.00145-7

Christensen-Dalsgaard, J. (2021), Solar structure and evolution, Living Reviews in Solar

Physics, 18, 2. doi: 10.1007/s41116-020-00028-3

Christensen-Dalsgaard, J., Däppen, W., Ajukov, S. V., et al. (1996), The current state of

solar modeling, Science, 272, 1286–1292. doi: 10.1126/science.272.5266.1286

Cox, A. N., ed. (2002), Allen’s Astrophysical Quantities (New York: Springer). doi:

10.1007/978-1-4612-1186-0

Davidson, P. A. (2001), An Introduction to Magnetohydrodynamics (Cambridge: Cambridge

University Press). doi: 10.1017/CBO9780511626333

—. (2013), Scaling laws for planetary dynamos, Geophysical Journal International, 195,

67–74. doi: 10.1093/gji/ggt167

Davies, C. J., & Gubbins, D. (2011), A buoyancy profile for the Earth’s core, Geophysical

Journal International, 187, 549–563. doi: 10.1111/j.1365-246X.2011.05144.x
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González Hernández, J. I., Rebolo, R., Pasquini, L., et al. (2020), The solar gravitational

redshift from HARPS-LFC Moon spectra. A test of the general theory of relativity, As-

tronomy & Astrophysics, 643, A146. doi: 10.1051/0004-6361/202038937

Goodman, M. L., & Judge, P. G. (2012), Radiating current sheets in the solar chromosphere,

The Astrophysical Journal, 751, 75. doi: 10.1088/0004-637X/751/1/75

Gourgoulhon, E. (2013), Special Relativity in General Frames: From Particles to Astro-

physics (Berlin: Springer). doi: 10.1007/978-3-642-37276-6

Greer, B. J., Hindman, B. W., Featherstone, N. A., & Toomre, J. (2015), Helioseismic imag-

585 太陽の科学館 https://solarphys.com/mhd/

https://doi.org/10.1016/C2017-0-01943-2
https://doi.org/10.1016/C2017-0-01943-2
https://arxiv.org/abs/1606.08527
https://doi.org/10.1016/0031-9201(81)90046-7
https://doi.org/10.1063/1.865901
https://doi.org/10.1086/191698
https://doi.org/10.12942/lrr-2008-7
https://doi.org/10.1086/172443
https://doi.org/10.1017/CBO9781316665961
https://doi.org/10.1093/mnrasl/slt162
https://doi.org/10.1016/0021-9991(84)90033-0
https://doi.org/10.1016/0021-9991(84)90033-0
https://doi.org/10.1017/9781316403679
https://doi.org/10.1017/9781316403679
https://doi.org/10.1051/0004-6361/202038937
https://doi.org/10.1088/0004-637X/751/1/75
https://doi.org/10.1007/978-3-642-37276-6


参考文献 参考文献

ing of fast convective flows throughout the near-surface shear layer, The Astrophysical

Journal, 803, L17. doi: 10.1088/2041-8205/803/2/l17

Grevesse, N., & Sauval, A. (1998), Standard solar composition, Space Science Reviews, 85,

161–174. doi: 10.1023/A:1005161325181

Griffiths, D. J. (2013), Introduction to Quantum Mechanics: Pearson New International

Edition, 2nd edn. (Harlow: Pearson Education Limited)

Grynberg, G., Aspect, A., Fabre, C., & Cohen-Tannoudji, C. (2010), Introduction to Quan-

tum Optics: From the Semi-classical Approach to Quantized Light (Cambridge: Cam-

bridge University Press). doi: 10.1017/CBO9780511778261
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索引 (日本語-英語対応表)

あ行
アインシュタイン / Einstein

—係数 / — coefficients, A (B) value, 304
—の縮約記法 /— summation convention, 16,

517
—方程式 / equation, 531

圧縮率 / compressibility, 172, 180
圧力電離 / pressure ionization, 171
アルベーン / Alfvén

—の定理, → 磁力線凍結定理
—マッハ数 / — Mach number, 204

アンペールの法則 / Ampère’s law, 119, 125

移流項 / advection term, 146

渦度方程式 / vorticity equation, 154
運動論 / kinetic theory, 428

—的方程式 / kinetic equation, 452

H定理 / H-theorem, 459
永年変化 (地磁気の) / geomagnetic secular

variation, 216
永年方程式 / secular equation, 402
エクマン数 / Ekman number, 204
S行列 / S-matrix, scattering matrix, 419
エディントン / Eddington

—因子 / — factor, 282
—近似 / — approximation, 293
—フラックス / — flux, 279

エネルギー運動量テンソル / energy-momentum
tensor, stress-energy tensor, 532

完全流体の—, 533
質点系の—, 556
電磁場の—, 554
放射場の—, 579
理想磁気流体の—, 568

エネルギーカスケード / energy cascade, 270
エネルギースペクトル (乱流の) / energy spectral

function, 265
エルサッサー数 / Elsasser number, 204
エルミート / Hermite

—行列 / Hermitian matrix, 53
—多項式 / — polynomial, 94

円筒座標 / cylindrical coordinate, 55
エントロピー / entropy, 160, 177

オイラー / Euler
—角 / — angles, 399
—的観測者 / Eulerian observer, 564
—表現 / Eulerian specification, 20
—方程式 / — equation, 150, 539
—ポテンシャル / — potentials, 227

応力 / stress, 146, 150
オーム / Ohm
一般化された—の法則 / generalized —’s law,

497
—散逸 / — dissipation, 157
—の法則 / —’s law, 123, 469, 566

オルト水素とパラ水素 / ortho- and para-hydrogen,
190

オンサーガー対称性 / Onsager symmetry, 175, 484
温度風平衡 / thermal wind balance, 229

か行
ガウス / Gauss

—関数 / Gaussian function, 33, 316
—係数 / — coefficient, 214
—積分 / Gaussian integral, 188, 430
—の発散定理 / —’ divergence theorem, 26
—の法則 / —’ law, 118

カウリング / Cowling
—抵抗率 / — resistivity, 498

化学ポテンシャル / chemical potential, 183, 196
角運動量演算子 / angular momentum operator, 386,

392
拡散 / diffusion

—近似 / — approximation, 333
—時間 / — time, 34
—方程式 / — equation, 32

拡散率 (拡散係数) / diffusivity, 32
磁気— / magnetic —, 126

カノニカル分布 / canonical distribution, 186
グランド— / grand —, 196

慣性系 / inertial frame, 515, 524
完全反対称テンソル / totally antisymmetric tensor,

Levi-Civita tensor, 550
完全流体 / perfect fluid, 165, 532, 535
緩和時間 (衝突による) / relaxation time, 431, 440

軌道要素 / orbital element, 542
吸収 / absorption

—行列 / — matrix, 353
—係数 / — coefficient, 280, 306
—線 / — line, 307

球ベッセル関数 / spherical Bessel function, 91
球面調和関数 / spherical harmonics, 79, 387
強結合プラズマ・弱結合プラズマ / strongly or weakly

coupled plasma, 433
共変微分 / covariant derivative, 520
行列式 / determinant, 43
極座標 / polar coordinates, 55
局所 / local

—直交系 / — orthonormal frame, 524



索引 (日本語-英語対応表)

—熱平衡 / — thermodynamic equilibrium,
LTE, 155, 290, 431, 466

キリングベクトル / Killing vector field, 561
キルヒホッフの法則 / Kirchhoff’s law, 290, 307

クーロン / Coulomb
—ゲージ / — gauge, 142
—相互作用 / — interaction, 143
—対数 / — logarithm, 440, 455

クライン-仁科の公式 / Klein-Nishina formula, 318
クラマース-ハイゼンベルクの公式 (レイリー散乱の場

合) / Kramers-Heisenberg formula, 322
グリーン関数 / Green’s function, 36, 134
クリストッフェル記号 / Christoffel symbol, → 接続

係数
グリュナイゼン定数 / Grüneisen parameter, 173,

180
クレプシュ-ゴルダン係数 / Clebsch-Gordan

coefficients, 396
クロネッカーのデルタ / Kronecker delta, 16
群速度 / group velocity, 107

計量 / metric, 517
ゲージ変換 / gauge transformation, 128
源泉関数 / source function, 289, 297

光学的厚さ (光学的深さ) / optical depth, 289
交換関係 / commutation relation, 379
光球 / photosphere, 290
光子 / photon, 198, 276, 408

—破壊確率 / — destruction probability, 297
ゴーント因子 / Gaunt factor, 305, 327, 329
黒体放射 / black body radiation, 198, 290, 307
誤差関数 / error function, 34, 474
固有値と固有ベクトル / eigen value and eigen

vector, 45, 112, 375
固有値と固有ベクトル/ eigen value and eigen vector,

73
コリオリの力 / Coriolis’ force, 154
コルモゴロフのマイナス 3 分の 5 乗則 /

Kolmogorov’s minus five-thirds law, 271

さ行
サイクロトロン周波数 / cyclotron frequency, → ジャ

イロ周波数
最小作用の原理 / principle of least action, 360, 528
彩層 / chromosphere, 307
サハの式 / Saha equation, 166, 193
座標表示, 379
散逸関数 / dissipation function, 156
3-j 記号 / 3-j symbols, 396
3+1形式 / 3+1 formalism, 564
散乱 / scattering

共鳴— / resonance —, 323
—係数 / — coefficient, 281, 296
コンプトン— / Compton —, 318
小角— / small-angle collisions, 438

—振幅 / — amplitude, 424
弾性— (光子の) / elastic —, 281
トムソン— / Thomson —, 138, 318
ミー— / Mie —, 141
ラザフォード— / Rutherford —, 436
ラマン— / Raman —, 322
レイリー— / Rayleigh —, 140, 319

磁化 (プラズマの) / magnetization of plasmas, 447
時間的・空間的 (相対論) / timelike, spacelike, 525
磁気 / magnetic

—圧 / — pressure, 208, 569
—拡散 / — diffusion, 205
—張力 / — tension, 208, 569
—プラントル数 / — Prandtl number, 205
—ヘリシティ / — helicity, 217
—ミラー / — mirror, 445
—モーメント / — moment, 444
—レイノルズ数 / — Reynolds number, 203

指数積分関数 / exponential-integral function, 294
磁束 / magnetic flux, 119

—管 / flux tube, 208
磁場 / magnetic field, 118
ジャイロ

—周波数 / gyrofrequency, 441
—粘性 / gyroviscosity, 488
—半径 / gyroradius, 442

弱電流の仮定, 467
周縁減光 / limb darkening, 290
重力 / gravity

—エネルギー / gravitational energy, 160
—ポテンシャル / gravitational potential, 35,

151, 530
ジュール熱 / Joule heat, → オーム散逸
縮退プラズマ / degenerate plasma, 447, 503
シュテファン-ボルツマンの法則 / Stefan-Boltzmann

law, 200
シュバルツシルト計量 / Schwarzschild metric, 540
シュバルツシルトの判定条件 / Schwarzschild

criterion, 231
シュバルツシルト-ミルン方程式 /

Schwarzschild-Milne equations, 294
シュレディンガー方程式 / Schrödinger equation, 378
純粋状態と混合状態 / pure states and mixed states,

337
準中性の仮定 / the assumption of quasi

charge-neutrality, 467
衝突 / collision

—径数 / impact parameter, 436
—時間 / — time, 440

衝突項 / collision term, 451
フォッカー-プランクの—, 457
ボルツマンの—, 512

磁力線 / magnetic field line, 119
—凍結定理 / Alfvén’s frozen-in theorem, 207

振動子強度 / oscillator strength, f value, 305

水星の近日点移動 / advance of the perihelion of
Mercury, 542
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水素原子 / hydrogen atom, 193, 390
スケールハイト / pressure scale-height, 223
スツルム-リウヴィルの固有値問題 / Sturm-Liouville

theory, 73
ストークス / Stokes

—の定理 / —’ theorem, 27
—パラメータ / — parameters, 342

スピッツァーの輸送係数 / Spitzer’s value of
transport coefficients, 489

スピン / spin, 388, 391
光子の—, 410

静止質量 / rest mass, 532
正準方程式 / canonical equation of motion, 361
静水圧平衡 / hydrostatic equilibrium, 223
生成消滅演算子 / creation and annihilation

operators, 301, 384, 407
制動放射 / bremsstrahlung, 137, 328
ゼーマン効果 / Zeeman effect, 343, 401
世界線 / worldline, 517
接続係数 / connection coefficient, 520
摂動論 / perturbation theory, 417
遷移 / transition

—行列 / — matrix, T-matrix, 420
自由-自由— / free-free —, → 制動放射
束縛-自由— / bound-free —, → 光電離
束縛-束縛— / bound-bound —, 301
—率 / — rate, 413, 420

線強度 / line strength, 304
選択律 / selection rule, 304, 344
線輪郭関数 / line profile function, 306, 314

相空間 / phase space, 187, 429
相互作用描像 / interaction picture, 417
添え字表記, 15
測地線方程式 / geodesic equation, 528
速度相関テンソル / velocity correlation tensor, 261

た行
体積弾性率 / bulk modulus, 180
縦成分と横成分 / longitudinal and transverse part,

32
単位系, 118
断熱 / adiabatic

—温度勾配 / — temperature gradient, 182, 231
—指数 / — index, 165, 182, → チャンドラセ
カールの断熱指数

—不変量 / — invariant, 372, 443
断面積 / cross section, 280, 436, → 微分断面積

運動量輸送— / momentum transfer —, 492
粘性— / viscosity —, 493

遅延ポテンシャル / retarded potential, 135
地衡流 / geostrophic flow, 228
チャンドラセカール / Chandrasekhar

—関数 / — function, 474
—の断熱指数 / —’s adiabatic exponents, 182

調和振動子 / harmonic oscillator, 192, 361, 383
直交関数系 / orthogonal system, 74

テイラー-プラウドマンの定理 / Taylor-Proudman
theorem, 228

ディラック方程式 / Dirac equation, 393
テトラッド / tetrad, 565
デバイ / Debye

—数 / — number, 433, 439
—長, —遮蔽 / — length, — shielding, 432

デルタ関数 / delta function, 100
—の性質, 380

電荷緩和時間 / charge relaxation time, 125
電気双極近似 / electric dipole approximation, 302
電気伝導率 / electrical conductivity, 123, 484
電磁場 / electromagnetic field

—テンソル / electromagnetic tensor, 551
—のエネルギー密度 / energy density of —, 157,

554
電磁波 / electromagnetic wave
古典的— / classical —, 131
量子力学的— / quantum —, → 光子

電磁ポテンシャル / electromagnetic potentials, 127
テンソル積 (直積) / tensor product, 60, 377
伝搬行列 / propagation matrix, 352

統計平衡方程式 / statistical equilibrium equations,
334, 350, 490

等重率の原理 / principle of equal a priori weights,
184

動粘性率 / kinematic viscosity, 150
ドップラー効果 (光の) / Doppler shift, 285, 314
ドリフト運動 / drift, 443
トロイダル-ポロイダル分解 / toroidal-poloidal

decomposition, 225

な行
内部エネルギー / internal energy, 155, 177, 186, 532
ナビエ-ストークス方程式 / Navier-Stokes equations,

150

二色性行列 / dichroism matrix, 353
ニュートン流体 / Newtonian fluid, 148

ヌッセルト数 / Nusselt number, 205

熱 / heat
—拡散率 / thermal diffusivity, 204
—速度 / thermal speed, 430
—伝導率 / thermal conductivity, 157, 446
—膨張率 / volume expansion coefficient, 172,

180
—輸送の式 (エントロピーについての方程式), 160,

540
—流束 / — flux, 157, 465, 484

熱化距離 / thermalization length, 298
粘性率 / viscosity, 150, 487
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は行
パーセバルの定理 / Parseval’s theorem, 99
灰色近似 / gray (grey) approximation, 293
ハイゼンベルクの運動方程式 / Heisenberg equation

of motion, 379
パウリの排他律 / Pauli exclusion principle, 406, 504
パッシェン-バック効果 / Paschen-Back effect, 401
波動関数 / wave function, 376
ハミルトニアン / Hamiltonian, 361, 378, 381
反磁性熱流束 / diamagnetic heat flux, 486
反変ベクトルと共変ベクトル / contravariant and

covariant vector, 518
ハンレ効果 / Hanle effect, 358

ビアンキの恒等式 / Bianchi identity, 523, 531
光電離 / photoionization, 324, 491
微細構造 / fine stracture, 393
歪速度テンソル / strain tensor, 149, 482
非弾性近似 / anelastic approximation, 244
比熱 / specific heat, 164, 180
微分断面積 / differential cross section, 139, 321, 421
ヒルベルト空間 / Hilbert space, 70, 374

ファラデーの電磁誘導の法則 / Faraday’s induction
law, 119

フーリエ / Fourier
—級数 / — series, 72, 76
—の法則 / —’s law, 157
—変換 / — transform, 99

フェルミ / Fermi
—エネルギー / — energy, 505
—の黄金律 / —’s golden rule, 302, 413
粒子 / Fermion, → ボース粒子とフェルミ粒子

フォークト関数 / Voigt function, 317
フォースフリー磁場 / force-free field, 224
フォッカー-プランク方程式 / Fokker-Planck

equation, 452, → 衝突項
フォック状態 / Fock state, 408
ブシネスク近似 / Boussinesq approximation, 242

一般化された— / generalized —, 247
不透明度 / opacity, 280

ロスランド平均— / Rosseland mean —, 333
部分電離プラズマ / partially ionized plasma, 166,

489
ブラギンスキー方程式 / Braginsky equations, 479
プラズマ / plasma

—周波数 / — frequency, 434
—パラメータ / — parameter, → クーロン対数
—ベータ / — beta, 203

ブラソフ方程式 / Vlasov equation, → 運動論的方程式
フラックス / flux, 37
放射の—, → 放射フラックス,エディントンフラッ

クス
流体の—, 159

プランク関数 / Planck function, → 黒体放射
プラントル数 / Prandtl number, 205
分散 / dispersion

—関係 / — relation, 107

—行列 / — matrix, 353
分子 / molecular

—回転 / — rotation, 190, 388
—振動 / — vibration, 192

分子的混沌の仮定 / assumption of molecular chaos,
512

分配関数 / partition function, 186, 194
大— / grand —, 196

分布関数 / distribution function
光子の—, 276, 285, 577
プラズマの—, 429

平均自由行程 / mean free path, 35
光子の—, 280, 289, 298
電子-イオン衝突の—, 440

平行平面大気 / plane-parallel atmosphere, 291
平坦な時空 / flat spacetime, 524
ベクトル / vector

—解析の公式, 31
—表記, 15
—ポテンシャル / — potential, → 放射ゲージ

ペクレ数 / Péclet number, 204
ベッセル関数 / Bessel function, 85
ベルヌーイの定理 / Bernoulli’s theorem, 162
ヘルムホルツ / Helmholtz

—の自由エネルギー / — free energy, 179, 187
—の定理 / —’s theorem, 31

偏極 (原子の) / atomic polarization, 346
偏光 / polarization, 132, 336
完全— / complete —, 337
—度 / degree of —, 343
—分光観測 / spectropolarimetry, 336

ポアソン / Poisson
—方程式 / —’s equation, 35, 535

ポインティングベクトル / Poynting vector, 133, 148,
157, 554

放射 / radiation
—圧 / — pressure, 198, 278, 288, 333, 579
—エネルギー密度 / — energy density, 277, 579
—強度 / specific intensity, 276
—ゲージ / — gauge, 130, 363, 407
—損失関数 / radiative loss function, 333
—フラックス / — flux, 278, 579
—モーメント / angle moment of intensity, 277,

579
—モーメント方程式 / moment equation, 282,

580
—輸送方程式 / radiative transfer equation, 281,

577
—輸送方程式 (定常の) / radiative transfer

equation, 297
放射場 / radiation field, 143
巨視的な—, → 放射強度
量子力学的—, 407, → 光子

放射率 / emissivity, 280, 306
ボーア磁子 / Bohr magneton, 403
ボース粒子とフェルミ粒子 / Boson and Fermion,

191, 197, 388, 406
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ホール効果 / Hall effect, 498
保存則 / conservation law, 37

運動エネルギー— / kinetic energy —, 156, 539
運動量— / momentum —, 146, 538, 570
エネルギー運動量— (相対論), 531, 555
確率密度の— / probability density —, 416
質量— / mass —, 145, 536, 569
全エネルギー— / total energy —, 158, 161,

287, 570
電荷— / charge —, 124, 553
磁場のエネルギー— / magnetic energy —, 157
内部エネルギー— / internal energy —, 157, 539
放射エネルギー— / radiative energy —, → 放射

モーメント方程式
ホップ関数 / Hopf function, 296
ポテンシャル磁場 / potential magnetic field,

current-free magnetic field, 211
ポリトロープ指数 / polytrope index, 172
ボルツマン / Boltzmann

—因子 / — factor, 186
—の原理 / —’s principle, 184
—方程式 / — equation, → 運動論的方程式

ポロイダル場 / poloidal field, → トロイダル-ポロイダ
ル分解

ま行
マクスウェル / Maxwell

—の応力 / — stress, 148, 554
—の関係式 / — relations, 179
—方程式 / —’s equations, 118, 552

マクスウェル-ボルツマン分布 / Maxwell-Boltzmann
distribution, 429, 459

摩擦力 / friction force, 464, 484
マッハ数 / Mach number, 203

密度行列 / density matrix, 338
ミンコフスキー計量 / Minkowski metric, 524

無次元化 (方程式の) / equations in dimensionless
form, 202

モーメント / moment
放射輸送方程式の—, → 放射モーメント
運動論的方程式の—, 462

や行
誘導方程式 / induction equation, 126
輸送理論 / transport theory, 479

余因子行列 / adjugate matrix, 44

ら行
ラーモア / Larmor

—の公式 / — formula, 138

—半径 / — radius, → ジャイロ半径
ラグランジアン / Lagrangian, 359
ラグランジュ / Lagrange

—の運動方程式 / Euler-Lagrange equation, 360
—微分 / Lagrangian derivative, 21, 536
—表現 / Lagrangian specification, 19

ラゲール陪多項式 / associated Laguerre
polynomials, 93

ラプラス方程式 / Laplace’s equation, 84
ランダムウォーク / random walk, 34, 446
ランデの g因子 / Landé g-factor, 404

リー微分 / Lie derivative, 561
リーマンテンソル / Riemann curvature tensor, 522
リエナール-ヴィーヘルトポテンシャル /

Liénard-Wiechert potentials, 136
理想MHD / ideal MHD, 206
理想気体 / ideal gas, 163
単原子分子—, 187
二原子分子—, 189

リップマン-シュウィンガー方程式 /
Lippmann-Schwinger equation, 422

流体粒子 / fluid particle (fluid element), 19
両極性拡散 / ambipolar diffusion, 498
量子化 / quantization
正準— / canonical —, 379
第二— / second —, 407

量子ビート / quantum beats, 348

ルジャンドル / Legendre
—多項式 / — polynomial, 77
—陪関数 / associated — function, 77

レイノルズ / Reynolds
—応力 / — stress, 266
—数 / — number, 203
—の輸送定理 / —’ transport theorem, 37

レイリー数 / Rayleigh number, 204
レヴィ-チヴィタの記号 / Levi-Civita symbol, 16, 550
連続体 / continuum, 17

ローゼンブルースポテンシャル / Rosenbluth
potentials, 457

ローレンツ / Lorentz
—因子 / — factor, 555, 565
—系 / — frame, 524, 555
—散乱演算子 / — scattering operator, 472
—変換 / — transformation, 122, 558
—力 / — force, 121, 147, 554
—輪郭 / — profile, 316

ローレンツゲージ / Lorenz gauge, 129
ロスビー数 / Rossby number, 204
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